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RESUMEN

La finalidad de esta tesis es constituir la realidad y singularidad de respuesta a una
expresion generalizada de igualdades diferenciales de ordenamiento fraccionario (EDF) de

la forma:
[D™ + ¢, DDV 4 .. ¢ 1D + ¢, D0 g (t) = 0.

De manera analogo, buscamos implementar estas propiedades de realidad y
singularidad de solucion en un caso fraccionario particularidad de un oscilador armoénico

fraccionario elastico.

Aunque se encuentran diversas explicaciones de la tasa de variacion instantanea y
de la antiderivada fraccionaria, esta investigacion utiliza la formulacion de Riemann —
Liouville porque su efecto es interesante desde una perspectiva de la existencia y unicidad

de la respuesta.

Para resolver una igualdad diferencial fraccionaria, utilizamos la transformacion de
Laplace en la eventualidad en el caso de una tasa de variacion instantdnea fraccionaria de
la clase de Riemann—Liouville. La respuesta se expresa como una combinacion lineal de

funciones de Miller—Ross.

Se aclaran las propiedades realidad y singularidad de la respuesta de igualdades
diferenciales fraccionarias y se explican diversos preceptos de respuesta. Para ello, se
presentan algunos aspectos generales, junto con definiciones fundamentales y las
consecuencias del calculo fraccionario considerando un polinomio inicial con raices

variadas y coincidentes dentro del marco de la conjetura presentada.

Esta tesis presenta un ejemplo de oscilador armoénico fraccionario que extiende el
modelo cldsico mediante la incorporacion de derivadas de orden fraccionario, lo que
permite una representacion considerablemente mas precisa de la amortiguacion
viscoelastica. El coeficiente de friccion fraccionaria influye tanto en la amortiguacion
como en la periodicidad del sistema. Este ejemplo permite un andlisis sistematico y un

acoplamiento experimental mas realista que el que proporciona el oscilador clasico.

Palabras clave: Operador Diferintegral, Funcion de Miller—Ross, Existencia y
unicidad de Ecuaciones de Diferenciales Fraccionarias, Oscilador armoénico fraccionario

viscoelastico.

Vi



ABSTRACT

The purpose of this thesis is to establish the reality and singularity of the response
to a generalized expression of differential equalities of fractional ordering (EDF) of the

form:
[D™ + ¢, DDV 4 .. ¢ 4D + ¢, D0 g (t) = 0.

Similarly, we seek to implement these properties of reality and solution singularity

in a particular fractional case of an elastic fractional harmonic oscillator.

Although various explanations exist for the instantaneous rate of change and the
fractional antiderivative, this research uses the Riemann—Liouville formulation because its

effect is interesting from the perspective of the existence and uniqueness of the response.

To solve a fractional differential equation, we use the Laplace transform in the
eventuality case of a fractional instantaneous rate of change of the Riemann-Liouville

class. The response is expressed as a linear combination of Miller—Ross functions.

The properties of reality and singularity of the response of fractional differential
equations are clarified, and various response precepts are explained. To this end, some
general aspects are presented, along with fundamental definitions and the consequences of
fractional calculus considering an initial polynomial with varied and coincident roots
within the framework of the presented conjecture. This thesis presents an example of a
fractional harmonic oscillator that extends the classical model by incorporating fractional-
order derivatives, allowing for a considerably more accurate representation of viscoelastic
damping. The fractional friction coefficient influences both the damping and the
periodicity of the system. This example allows for a more realistic systematic analysis and

experimental coupling than that provided by the classical oscillator.

Keywords: Differintegral Operator, Miller—Ross Function, Existence and
Uniqueness of Fraccional Differential Equations, Fractional Viscoelastic Harmonic

Oscillato

Vi



CAPITULOI

INTRODUCCION

1.1. Especificacion de la Realidad Problematica

La tasa de variacion instantdnea y las antiderivadas fraccionarias dirigen a la
abstraccion mdas avanzada de igualdad diferencial. Cuando una relacion involucra
operadores fraccionarios dirigidos a una funcién inexplorado g, que se titula ecuacion
diferencial fraccionaria (EDF). Es evidente que surgiran diferencias, ya que algo exacto a
una EDF pueden tener multiples significados segiin los operadores fraccionarios

comprometidos para resolverla, bien sean de Riemann - Liouville, de Caputo o diferentes.

El concepto de célculo fraccionario (tasa de variacion instantanea y antiderivadas

de orden fraccionario) de ninguna forma es inédito. Durante 1695, L’Hospital escribio a
Leibniz, preguntandole: ;Qué significa g™ (x) sim = % ? Leibniz respondi6: Una aparente
incongruencia, de la que algun dia podrdn extraer conclusiones utiles. L’Hospital es
considerado el padre del calculo fraccionario. En las ultimas décadas, varios autores han

propuestos su propia interpretaciones de la expresion g™ (x), donde n no es

necesariamente un entero positivo.

Por ello, existen diversas nociones de tasa de variacion instantanea de orden no
entero, también llamada tasa de variacion instantanea de orden fraccionario, aunque el
orden no sea necesariamente un nimero racional. Por supuesto, algunas definiciones han

resultado mas util que otras debido a sus propiedades superiores.

Sin embargo, el calculo fraccionario ain presenta numerosos desafios para los
investigadores actuales y futuros. Uno de ellos radica en la dificultad, o incluso la
inviabilidad en la totalidad de las circunstancias, de obtener soluciones analiticas a los
problemas estudiados en esta rama de las matematicas. Desde una perspectiva de
aplicaciones, esto ha impulsado el desarrollo de diversas técnicas, basadas en métodos

existente de calculo entero, asi como en otros completamente nuevos.

La partida de la tasa de variacidn instantanea como la antiderivada fraccionaria de

una funcion implican un operador integral; por tanto, las ecuaciones diferenciales a las que



dan lugar estos operadores estan directamente relacionadas con fenémenos de memoria
que podrian desempefiar un papel importante en la modelizacion de ciertos procesos o
fenomenos fisicos, ya que tales principios de memoria serian ignorados al estudiar

ecuaciones diferenciales de orden entero.

El estudio de las igualdades diferenciales fraccionarias han infundido un
considerable énfasis entre los investigadores. Recientemente, se han publicado articulos
sobre la realidad y singularidad de respuestas para estas igualdades diferenciales.
O’Shaughnessy fue probablemente el primero en proponer la obtencion de soluciones

explicitas para una ecuacion diferencial fraccionario, especificamente para la ecuacion

(DY2g)(t) ==

"
Como se menciond anteriormente, el termino “célculo fraccionario” es de origen
historico y no hay justificacion para limitarlo a la diferintegracion orden racional. Sin

embargo, en la practica, la solucidon analitica de igualdades diferenciales se restringe a

ecuaciones igualdades de ordenamiento racional .

La existencia de la expresion generalizada para ecuaciones diferenciales ordinarias

de orden fraccionario (n, q)
[Dmv + ClD(m—l)v + -+ cy D+ cmDo]g(t) =0, (1)

1 . . . . .
donde v =,y mv € N, solo garantiza la existencia de M funciones linealmente

independientes que son soluciones de la ecuacion diferencial. Sin embargo, estas funciones
linealmente independientes pueden anularse; por lo tanto, no se garantiza la existencia de

una solucion que satisfaga M condiciones iniciales arbitrarias.
Pero en este contexto, es natural formular los siguientes problemas:

1.2. Definicion del Problema

1.2.1. Problema General
(Como es posible formular las condiciones para la existencia y unicidad de la
solucion de la expresion generalizada de ecuaciones diferenciales de ordenamiento

fraccionario (1)?



1.2.2. Problemas Especificos
a) ; Como es posible formular las condiciones de solucion de la expresion generalizada de

la ecuacion diferencial lineal de ordenamiento fraccionario (1)?

b) (Como es posible formular condiciones de existencia y unicidad en el problema de valor
inicial de la expresion generalizada de la ecuacion diferencial lineal de ordenamiento

fraccionario (1)?

¢) (Como se pueden aplicar estas condiciones de realidad y singularidad de respuesta al

modelo de un oscilador armonico fraccionario viscoelastico en un fluido Newtoniano?

1.3. Objetivos de la Investigacion

1.3.1. Objetivo General
Formular las circunstancias de la existencia y singularidad a la respuesta de la

expresion generalizada de igualdades diferenciales de ordenamiento fraccionario (1).

1.3.2. Objetivos Especificos
a) Formular la respuesta a la expresion generalizada de la igualdad diferencial lineal de

ordenamiento fraccionario (1).

b) Formular las circunstancias de la respuesta a la expresion generalizada de la igualdad

diferencial lineal de ordenamiento fraccionario (1).

¢) Aplicar estas circunstancia de existencia y singularidad a la respuesta del modelo de un

oscilador armonico fraccionario viscoelastico en un fluido Newtoniano.

1.4. Justificacion e importancia de la investigacion

En la tesis sobre la Expresion generalizada de igualdades diferenciales ordinarias
de ordenamiento Fraccionario, este enfoque se justifica por la relevancia que cientificos e
ingenieros han mostrado durante mucho tiempo en estas igualdades, lo que ha propiciado
el desarrollo de numerosas aplicaciones en diversos campos. Desde la década de 1990, las
igualdades diferenciales de orden fraccionario se han redescubierto y aplicado, en
particular a reacciones quimicas, cinética de reaccion, igualdades de velocidad de
coeficientes y oOrdenes, teoria de la energia y igualdad del calor. Esta tesis destaca, en
particular, la importancia de su aplicacion al modelado de un oscilador arménico en un

medio viscoeldstico. Demuestra que el operador diferintegral posee capacidad de memoria,



lo que permite un modelado mas preciso del comportamiento viscoelastico. Este enfoque
permite comparar soluciones clasicas y fraccionarias para diferentes valores de parametro,
subrayando asi el potencial de las identidades diferenciales fraccionarias para describir

fendmenos fisicos complejos.



CAPITULO II

FUNDAMENTACION TEORICA

2.1. Antecedentes de la Investigacion

Abreu (2018) produjo un trabajo que ofrece una introduccién concisa a la
concepcion de calculo fraccionario, como la antiderivada fraccionaria y la variacion de
cambio instantdnea fraccionaria. Establece la correspondencia entre sus formulas y
relaciones con las derivadas clasicas. Ademas, propone un sistema para determinar
ecuaciones diferenciales ordinarias utilizando transformacioén de Laplace, el cual valida
con la transformacién de Laplace clasica. Finalmente, implementa el céalculo para la
integrar ecuaciones diferenciales fraccionarias procediendo al empleo del método de
diferencias finitas, basado en un problema de Cauchy con derivadas de Caputo y resuelto
mediante una cuadratura rectangular.

Flores (2017) en su trabajo se centra principalmente en las igualdades diferenciales
fraccionarias lineales, para las cuales busca procedimientos de resolucion. Formula
sugerencias y crecimiento similares a la conjetura de igualdades diferenciales ordinarias,
que involucran operadores fraccionarios. Aprovecha ciertas funciones, que denomina no
elementales, que le permite resolver igualdades diferenciales estableciendo soluciones
mediante dichas funciones.

Velasquez (2019) aborda el dilema de modelar el desplazamiento de un artefacto
mediante igualdades no lineales con una tasa de variacidon constante fraccionarias. La
respuesta implica analizar las circunstancias para la existencia de una igualdad diferencial
fraccionaria de orden fraccionario. El operador diferencial y las condiciones de Cauchy se
definen segin la interpretacion de Caputo. El sistema secuencial para alcanzar los
propositos planteados se basa en la abstraccion perspicaz de la conjetura de Peano y en la
realidad de las soluciones superiores e inferiores de una igualdad diferencial clasica, y
posteriormente en la extension de esta conjetura combinado con el polinomio de Taylor,
para manifestar modelos matematicos del desplazamiento de un artefacto.

Quispe (2016), propone un andlisis de las reglas que rigen las igualdades
diferenciales fraccionarias y el uso de configuraciones para fendmenos relacionados con
este proceso. Emple6 un enfoque mixto inductivo y deductivo. Las consecuencias de este
analisis condujeron a resultados sobre igualdades diferenciales fraccionarias de forma

global, al reexaminar respuestas previas y profundizar en las soluciones a problemas



asociados con este proceso. Esto sugiere que la configuracién de igualdades diferenciales
fraccionarias ofrece una estructura mas apropiada para organizar ejemplos de orden
ordinario.

Maldonado (2020), en su trabajo desarrolla y analiza diversas estrategias para
determinar igualdades diferenciales fraccionarias, utilizando herramientas como la
transformada de Laplace y el tratamiento directo de derivadas fraccionarias. Su estudio nos
ayuda a comprender como estos operadores generalizados pueden enriquecer los métodos
de solucidn tradicionales, abriendo asi nuevas perspectivas para modelar de acontecimiento

que presentan memoria o comportamiento no local.

2.2. Marco Teorico de la Investigacion

En el ambito de las funciones trascendentes particulares, introducimos la funciones
Gamma, Gamma incompleta, Beta y Digamma, asi como diversos operadores integrales.
También se definen varios operadores diferintegral. Entre los autores consultados en las
referencias bibliograficas se encuentran (Bell,1968), (Chaudhry & Zubar, 2002), (Levedev,
1972), (Miller & Ross,1993), (Santanu, 2011) y (Arafet, Dominguez, y Chang, 2008).

2.2.1. Funciones Trascendentes Especiales
2.2.1.1. Funcion Gamma de Euler

Definicion 2.2.1.1.1 (Funcion Gamma de Euler)

Sea z € Ctal que Re(z) > 0. Definimos

+00

y(2) =f e~ tt?14dt,
0

a la que llamamos Funcion Gamma.
Proposicion 2.2.1.1.1 (Funcion Gamma de uno)

Para z = 1, tenemos:

y(H) =1

Demostracion:

Del célculo directo de la integral se deduce:

+o0

y(1) = f e tdt = —e i = 1.
0



Proposicion 2.2.1.1.2 (Funcion Gamma recursiva)
Para Re(z) > 0, tenemos:
y(z+1) =zy(2).
Demostracion:

Por definicion 2.2.1.1.1, tenemos:

+o0
y(2) =f e~tt771dt,
0

Por lo tanto

+o0 +o0

e tt?dt = —tZe t|§7 + zj e~ tt?dt = zy(2).
0

ya+n= |

0

En consecuencia,
y(z+1) =zy(2).
Proposicion 2.2.1.1.3 (Funcion Gamma para entero positivos)
Para cualquier entero m > 1, se cumple:
yZ+m)y(—z—m+1) = (—1)"y(z)y(1 — z),paratodoz € C
Demostracion:
Por la propiedad 2.2.1.2, se cumple:

yz+m)=(Z+m-1D(Z+m-2)z+m-—=3)...(z+2)(z+ 1)zy(2)
y1l-2)=1-2z-1)1-2z-2)1-z-3)..01—-z—m+1)y(1—z—m).

Despejando y (1 — z — m), obtenemos

y(1-2)
1-z—-1D1-2z-2)1-2z-3)..(1—-z—-m+1)

y(l—z—-m)=

del producto y(z + m)y(1 — z — m). tenemos



[(z+m-1D(z+m—-2)..z+2)z+1z.y@)]y(1—-2)
1-z-1D1-2z-2).1-z-m+1)A—-2z—m)
z+m-1D(EZ+m-=2)...(z+2)(z+ 1)z
- [(l—z—1)(1—2—2)...(1—z—m+1)(1—Z—m)]y(z))/(1_z)
_ z+m-1D(EZ+m-2)...(z+2)(z+ 1)z
B [z(—z—1)(—z—2)...(—z—m+2)(1—z—m)

= (=DM (v - 2).

y(z+m)-y(1—z—m) =

[rewva-2

Por lo tanto,
y(z+m) -y(1—-z—-m)=(=1)"y(2)y(1-2).
Proposicion 2.2.1.1.4 (Formula de reflexion)

En la formula de reflexion de Euler, tenemos:

0zl

Y@y -2 = s,

Demostracion:
Comencemos con las definiciones:
+00

+00
r(2) = j ett=1dt, T(1—7) = f -
0 0

Consideremos el producto.

r(2r(z-1) = <f+ooe‘ttz‘1dt> <f+ooe‘5t‘zds>
0 0

+00 400
(21 —-z) = f f e~ (t+)z=1g=Z gt
0 0
Por lo tanto:

+oo 1
Fr(2)r(1-z) = f f e “(wv)? u(l — v)]"?ududv
o Jo

+oo o1
= j f e %% 1(1 — v)?dudv
o Jo

= (L+me‘udu> (lez—1(1 — v)‘zdv>

Se sabe que:

T +oo
B(z,1—2) = , f e %du=1
sen(mz) 0



Por lo tanto:

r@ra -z = sen(mz)

2.2.1.1.1 Funcion Gamma Incompleta de Euler

Definicion 2.2.1.1.1.1 (Gamma incompleta de Euler)

La funcién gamma incompleta es:

Z
I'(v,z) = f tV"le~tdt,Re(v) > 0.

0
Observacion 2.2.1.1.1.1.

Una version anterior o normalizada de la funcion viene dada por:

1 zZ
I"(v,z) = F(v)zVL tVle tdt

2.2.1.2. Funcion Beta

Definicion 2.2.1.2.1 (Funcion Beta)

Sean Re(x) > 0y Re(y) > 0. Definimos:
1

B(x;y) = f t* 11 —-t)Y 1de
0

que denomina Funcion Beta.
Proposicion 2.2.1.2.1 (Simetria de la funcion Beta)

Sea Re(x) > 0y Re(y) > 0. Entonces, en la funcién Beta, tenemos:
B(x;y) = B(y; x)

Demostracion:

Usando la definicion 2.2.1.2.1 y realizando el cambio de variable, obtenemos:

1

0 1
B(x;y) = j t* 11 —-¢t)Y 1dt = —J (1 —5)*1sy1ds = J sY71(1 —s)* 1 ds.
1 0

0

Por lo tanto,

B(x;y) = B(y; x).



Proposicion 2.2.1.2.2 (Relacion Beta y Gamma)

La relacion entre las funciones Beta y Gamma viene dada por

Y@y

BGY) =Gy

Demostracion:

Segun la definicion 2.2.1.1.1, tenemos:

40 +o0 400 o0
y(x)-y(y) = (f e_ttx"ldt> <f e‘ssy‘lds> = J J e~ t+)px=1gy-1 gt (.
0 0 o Jo

Tras el correspondiente cambio de variable, obtenemos

y(x)-y(y) = <j+we‘ttx‘1dt> <j+we‘ssy‘1ds>
0 0

= jmfme‘”(uv)x‘l(u(l — 1)) v dudv
o Jo

+0 ~+4oo
= f f e *u* XY (1 —v)Y Tdudv
o Jo

= (f Ooe_”u(x“’)_ldu) <f Oov"(l - v)y_ldv> =y(x+vy) B(x;y).
0 0

Por lo tanto, la demostracion esta completa.
Definicion 2.2.1.2.2 (Funcion Beta Incompleta)

La generalizacion de la funcion beta de Euler, definida en la forma

X

B(x:p,q) = j -1(1 — 1 gt
0

se denomina Funcion Beta incompleta.
2.2.1.3. Funcion Digamma
Definicion 2.2.1.3.1 (Funcion Digamma)
La Funcion Digamma se define mediante la siguiente formula:

1
¥(z) = Dlogly(2)] = mD[y(z)], z#+0,—-1,-2,-3,-

10



Definicion 2.2.1.3.2 (Funcion Digamma)

La funcion Digamma puede definirse como una serie infinita:

z
Yz+1) = —C+kzlm,

donde C = lim [1 +%+§+§---+%—ln(m)] = 0,5572156649 -, conocida

m—oo

constante de Euler - Mascheroni.
Proposicion 2.2.1.3.1 (Descomposicion de la funciéon Digamma)

Para todo numero natural m,
n—-1 1
Vo rm=v Y L 0123
(z+m) (Z)+k_oz+k z

Demostracion:

Consideremos la definicion 2.2.1.3.1. Asi, param = 1, tenemos:
Y(iz+1) = D[log(y(z + 1))] = D[log(zy(z))] = D[log(z) + log(y(z))]

1
= D[log(2)] + D[log(y(z))] = + ¥ (2),

esdecir, ¥(z+ 1) =¥(2) + i Supongamos ahora que para m = n, tenemos:

1
z+k

n—1
l1"(Z+n)=‘1’(z)+z: ,neNz+#0-1-2,-3,..
k=0

Finalmente, param = n + 1, tenemos:

11
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Y(z+n+1)= D[log(y(z +n+ 1))]
= D[log((z +n)(z+n-1D)z+n-2)(z+n-— n)y(z))]
= D[log(z +n)+log(z+n—1) +log(z+n—2)+--+1log(z)
+log(y(2))]
= D[log(z + n)] + D[log(z + n — 1)] + D[log(z + n — 2)] + -+
+ D[log(2)] + D[y (2)]

—1+ - + - ++1+'P()
z4+n z4+n-1 z+n-2 z z
—SU()+1+1++ ! + ! +1
- z z+1 z+n—-2 z+n—-1 z+n
n
=¥@+ ) :
-V z+k
k=0

Por lo tanto,

n
1
4 1) =¥ .
(z+n+1) (z)+kzoz+k

2.2.2. Operador Diferintegral
2.2.2.1. Operador Diferintegral de Anton Griinwald — Aleksey Letnikov
Definicion 2.2.2.1.1 (Derivada de ordenamiento m)

La derivada de ordenamiento m, denotada como g™ (x), se define como:

m
1 m
(m) = lim — —_1)" _
g™ @) = lim— > (=" () gx = o).
n=0
Observacion 2.2.2.1.1.

Expandimos este concepto a cualquier orden a > 0. En efecto, utilizando la

funcién gamma y estableciendo los términos de integracion, tenemos:
x—b
c
1 (DY(@+1)

a — 1
D%g(x) lcli%ca 0n!y(a—n+1)g
n=

(x —no),

o x—b
donde hemos sustituido n por —yaquea generalmente no es un numero entero. Por la

proposicion 2.2.1.1.3 de la funcién y, podemos escribir

12



X—a

D%g(x) = limlz yin—a (x —nc)
g c—0 ¥ 4 y(—a)y(n+1) g '
n=
2.2.2.2. Antiderivada fraccionaria de Bernhard Riemann-Joseph Liouville
Definicion 2.2.2.2.1 (Integral Fraccionaria Riemann)

Sea @ € R, @ > 0 y g una funcion continua por saltos en /' = (c,d] , e integrable

en todo subintervalo | = [c, d], llamamos:
1 X
o0 = —— [ -0 g@dgx e,
. v@ ). ¢)*g(@)d¢

la Integral de Riemann de g de ordenamiento «.
Observacion 2.2.2.2.1.

1. Una funcién continua para saltos es una funcion definida en todos los intervalos (¢, d]
que puede presentar diversas discontinuidades, algunas de las cuales son asintoticas.
Ademas, la funciéon debe ser continua en d, pero puede tener una discontinuidad

asintoticaen c .
2. d posiblemente +oo.
3. Cuando ¢ = 0, afirmamos de la antiderivada de Riemann - Liouville.
Definicion 2.2.2.2.2 (Operador Diferintegral)

El Operador Diferintegral para cada ordenamiento real se define como un

operador conexo:

1
y(=pB)

f (= )P 1g()ds, B < 0

D°lg)]=gkx) ,B=0
D[D~"Pg(x)],p >0 ,n=[p]

DFg(x) =

Proposicion 2.2.2.2.2 (Operador Diferintegral Lineal)

En linealidad del operador diferintegral, tenemos:

D¥(rg,(x) +sg,(x)) =708 g,(x) + 5.0 g, (%)

Demostracion:

13



Seaff >0,n=[Bl,a=n—pB >0,r,s € R entonces:

F (rg, () +59,(0) = y(a) - f (x— O (rg, () + 59,(D))

1 4" 1 d"
= (a)dxn [[o= 0 rg,@d + st [ 0t s,

= f( x— Q%1 g (D + s——

y(a)dxn f( x—* g, (Dd¢

)/(a) dx"
= rEngl(x) + sCngz(x).

Por lo tanto, demostramos que:
DL (rg,(x) +59,(0) =7,0{ g, (0) + 5,00 g,().
Proposicion 2.2.2.2.3 (Ley de los Exponentes para las integrales fraccionarias)
Sea g una funcién continua en J = [0,d] y sean @ > 0 y § > 0. Entonces:
1%[1F]g(x) = 1C¢*P) g (x).
Demostracion:

Seaa >0y f > 0. Considere la composicion de integrales fraccionales
1[ifg()] = f (x— O« [1#g(D)]dg
%f (x -t {%ﬁ)f (= y)ﬁ‘lg(y)dy} dg
T v f (=G =P g g
@ ), s [ -0 - P e
Ahora defina g;(0) = ({ —y)#~1, 7 >y, luego

1 X
20,0 = s | = 019, 0.

Entonces la integral interna es precisamente la integral fraccionaria aplicada a g:

Y@, () = | =T - )P,
y

14



€so es,

19[18 g(x)] = ﬁ fo "9 |,159:00 | dy

J405)
y(a+p)

Finalmente, usando el resultado conocido ylff g,(x) = (x — y)**F~1 tenemos

1
y(a+p)

19[1Pg(x)] = Jy e =y g(dy = 10 g (x)
Definicion 2.2.2.2.3 (Funcion de Miller — Ross E, )

La funcion de Miller — Ross, denotada por E, , se define como

I S oo
E,.(u,b) =x kzzom.

Propiedad 2.2.2.2.1 (Miller- Ross E, )
Sea E, la funcion Miller — Ross, se cumple que
a) E,(0,b) = e*.
b) E,.(—1,b) = bE, (0, b).
Ejemplo 2.2.2.2.1 (Antiderivada fraccionaria de orden a > 0 de g(x) = x*)

Calcular la antiderivada fraccionaria de orden a > 0 de g(x) = x*con A > -1y

término inicial ¢ = 0.
Solucion:

Tenemos g(x) = x* con A > —1. Tomando ¢ = 0, de la definicion de la integral

fraccionaria obtenemos:
1 X
et = —— | @ -0 s,
0 y(a@) J.

Entonces, al evaluar la integral tenemos

15



1 1 1 1
1%x* = —f xt — x)* 1 (xt) xdt = —f t — 1) Iy 1 x A xdt

xa+/1 1
J (t — D trdt
y(a) J,

1 1
= y—(a)f x®H (- 1D et de =
0

+A a+Ai

X
y(@)
_ 2 y(@)y(A+1)
y@yla+1+1)

1
X
f (t — D 1e@+D-1 gp = B(a, A+ 1)
0

y(a)

Por lo tanto,

y(A+1)
y(a+/1+1)x

ot

Ejemplo 2.2.2.2.2 (Tasa de variacion instantianea fraccionaria de orden a > 0 de
g(x) = (x—b)*

Calcule la tasa de variacion instantanea fraccionaria de orden a > 0 de la funcion

g(x) = (x — b)* con
A > —1y termino inicial ¢ = b.
Solucion:

Si consideramos g(x) = (x — b)?, resulta mas conveniente tomar c =b  como
limite inferior. La integral fraccionaria de orden a > 0 se expresa entonces de la siguiente

manera :

1 X
900 = o5 fb (x — D" 1({ — b)Mdq.

Al realizar el cambio de variable { = b + s = d{ = ds con s € [0,x — b], obtenemos:

2960 = - [ le— by — sjestd
b"gx_y(a)o x s]% 1stds.

Al definir la variable de traslaciéon X = x — b, la integral toma la forma:

YA+1) e Y@A+1)

- - _ N — hya+4
y(/1+a+1)x y(/1+a+1)(x bY*.

1 x
197t = —f % —s]% 1stds =
0 y(@) Jy [ |

16



Si queremos derivar la misma funcion fraccionariamente , para > 0, dejemos que

n=|[Bly a =n—f. La tasa de cambio instantaneo fraccionaria de orden u se define

como:
B A _ pnf qa Al = pn ]/(/1 + 1) a+l
DE(x—b) =D I*(x—b)*|=D"|————<((x—b .
ax(x ) [at('x )] V(A+a+1)(x )
Por lo tanto, la tasa de cambio instantaneo fraccionaria se convierte en
A+1 A+1 A+a+1
bDf(x _ b)l — ]/( ) D”(x _ b)a_{_l — Y( ) Y( a ) (.')C _ b)l+0€—m
yA+a+1) yA+a+1D)y(QA+a—m+1)
A+1
YA+ gy

- yA+a—-—m+1)
Ejemplo 2.2.2.2.3 (Integral fraccionaria de una potencia)

Calcule la antiderivada fraccionaria de orden a > 0 de g(x) = (x —b)* conA >
—1 y termino inicial ¢ = 0.
Solucion:

Para calcular la antiderivada fraccionalmente de orden a de la funcion
g(x) = (x — b)*, si el término inferior es cero, el procedimiento se vuelve mas complejo
y esta expresion resultante pierde simplicidad

1

_x_a—l_/l
@) G0 brag

1900 =
_ 1 f 0 x*1(x — b)a1(1 — ) (x — bY*(b — x)dx
y(@) ) x

3 (x — b)/1+a

) fmx“‘l(l — x)*dx.

0

La ultima integral la podemos relacionar con la funcién Beta incompleta

_ b Ata
1%g(x) = %Bﬁ(ml + 1),

Ahora, si diferintegramos la funcién g(x) = (b — x)*,

17



g0 = [ m 01b— yde = —— [ (e — A(—Z)Z
12900 = o | =0l ~ g = o j%(t(b O) -0

0

— _L a—1 _ a—1+1+2 _ -1
y(a)%t b-0 (b—x)"ldt

1 % bh—x at+A+1
- fo ga-1 <—1 — t> (b — x)~1dt

_ yatd
Gkl , (J;)) f P eel(1 — p)mei-lgy,
0

Usando la funcion Beta incompleta

(b_x)a+/1
1g(x) = ————Bx(a,—a — A).
0 g( ) )/(af) E(a a )
1 1
Tomandob=1,a=-1=—=
1 1 (1 )l_l x 1 11 1 x
12 = f t2(1-t _7+7_1dt = —f t 2(1—-t _1dt
0x ( 1—x X) 0 ( ) N ( )

r(3)
rf x/‘(l—t) rf u<1 u2> Tﬁfoﬁ

du.

Por lo tanto,

2 < 1 ) 2 <x + 1)
Iz =—ln :
o \VI—x) Vo \x—1
Ejemplo 2.2.2.2.4 (Antiderivada fraccionaria del exponencial)

Calcular la antiderivada fraccionaria de orden a > 0 de g(x) = e?* conb € R.

Solucion:

Si g(x) = eP*, entonces tenemos
1 X
Iaebx — _J (x _ c)a—lebid )
@ Jy ¢

cambiar la variable t = x — ¢
-1 0 1 x ebx X
J2ebx — f ta@—1pbx—0) gt = f ta—1ghx o=bt J¢ — f ta@—1p-bt 44
y(@) J, y(@) Jg y(@) Jo

18



Podemos reescribir esta expresion posemos en la forma E,(a,b) = D™%eP*. Ademas,

tenemos:

E.(a,b) =

ebx x aebx x
f t@ e btqt = aJ t% e~ Ptat = x*e*I*(a, bx),
y(a) J, y(a)x® ),

donde T'* es el gamma incompleta. Desarrollando este ultimo resultado en serie, si

integramos e?*, a veces, obtenemos

x 1 ebx 1
ebxdx — _ebx]x — _[ebx _ 1] - __
fo b b b
x ebx 1 ebx x 1
fo (T‘E)d"_ IR
]" e x 1 e = eP* x2 x 1
o \b2 b p2) T3 T2b b2 b
xfebx x2  x 1 1 (xb)?
- - _ - _ - — | pbx _ _ _
fo <b3 2b b2 b3> =5 <e ; 1>
1 1 1 1
—_ bx __ a-1_ ...__ 3 _ = 2 _ _
- (e T D) ~(xb)® — 5 (xh)? — bx 1).

Ademas, E,(a,b) satisface E,(0,b) = eP*. Finalmente, E,(a,b) =0 si a>0 vy
x(l
y(a+1)

E.(a,0) =
2.2.3. Tasa de variacion constante fraccionaria de Riemann Liouville

Definicion 2.2.3.1. (Funciones de Clase C)

Sea d = +oo . Una funcién se denomina clase C si esta definida en (0, +o0] y es

integrable en todo subintervalo finito de este intervalo.
Proposicion 2.2.3.1. (Integral fraccionaria para funciones de clase C)
Sea g una funcién continua en | = [0,d] tal que Dg es de clase C. Entonces

I“‘l(Dg(x)) =1%(x) — yfv(i)l)x“ paraa > 0,x > 0,x € J.
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Demostracion:

Asignamos valores €,7 > 0 tales que g(x)=(x—{)*1 son funciones
continuamente diferenciables en [n,x — €]. Bajo estas hipotesis, podemos integrar por

partes,

(s owpedr = — o e v [ - )g0)d
D) 9P = - O v | 0t

1 x—€
" Y(a+ D) {e“g(x —e)—(—=m%m+ af (x — ()a‘lg(i)df},

i

y ahora tomo limites € > 0y n — 0;

90) .

1 (0g() = = [ (=0 g~ -8 s

Proposicion 2.2.3.2. (Integral fraccionaria para funciones de clase C!)

Sea g una funcion continuamente diferenciable en | = [0, d], entonces:

g()a1

171(1%g(x)) = 1*(Dg(x)) + == ()

paraa > 0,x > 0,x € J.

Demostracion:
En I%g(x) = ﬁfox(x — 0“1 g({)d{ cambiamos las variables y = (x — )V},

1-a
d{ = —% y « dy obteniendo

0 1-¢ 1-
900 = _y(al-l— D). YRy Ty (x i) ax = Yo+ 1)f ~)a
Derivamos bajo el signo de la integral, tenemos
. 1 4" 1
D(I%g(x)) = mafo g (x - yd) dy

= ﬁ{ax“‘lgm) -0+ ang (x — y%) dy},

Entonces,

1 [* d 0
D90 = L3 + s [ = 0 S 9@t = Z x4 14(Dg0)).

20



Ejemplo 2.2.3.1. (Integral fraccionaria de la potencia)

Aplicando la proposicion anterior a g(x) = x*, A > 0, obtenemos:

D(I%x*) = 1%(Dx?).
Proposicion 2.2.3.3. (Integral fraccionaria para orden de derivacion p € N)

Sean a > 0,p €N, y sea DP"1g continua en /] = [0,d] y tal que DPg sea de clase

C, entonces:
p-1 xa+k
[¢47P(pDP =% — Z _
(0r50) =190 =) sy
Demostracion:

Aplicando la Proposicion 2.2.3.2, sustituyendo a por a + 1

Dg(O) xa+k

172(D?g(x)) = 1*"Y(Dg(x)) — @+ D

Ahora, apliquemos nuevamente teorema a [ “‘1(D g (x)) y sustituyamoslo en la expresion

anterior,

g0 ., Dg0) ...
X .

Ia—Z(ng(x)) =179(x) = y(a+1) T y(a+2)

Al repetir este proceso, obtenemos la siguiente expresion:

p-1 a+k
1= (D) = 179 () = ) s
k=0

La demostracion queda asi completa.
Proposicion 2.2.3.4. (Derivacion p € N de una integral fraccionaria)

Seaa > 0,n € N,y DPg continua sobre /] = [0, d], entonces:
p—1

D"(1%g(0) = 1“(D"g(x) + ).
k=0

xa—n+k

D*g(0).

yla—n+k+1)

Demostracion:

Derivamos la expresion de la Proposicion 2.2.3.2.
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n a — a g(o) a—-2
D™(1%g(x)) = D{I*(Dg(x))} + Sa-D X

Dg(O) a 1

y ahora aplicamos la Proposicion 2.2.3.2 a I“(Dg(x)) = I“(ng( )) +—== o X

9

sustituimos en la expresion anterior;

g ., Dg(0) Y

DP(1%g(x)) = 1*(D?g(t)) +mx @

Al repetir este procedimiento varias veces, obtenemos la expresion:

a n+k

D?(1%9()) = 1*(DPg (x) +Z D¥g(0).

y(a—n+k+1)

Definicion 2.2.3.2. (Funciones de Clase C )

Se dice que una funcién es de clase C si tiene la siguiente forma: x*n(x),
x*n(x)In (x) con A > —1, y donde 7(x) es una funcién analitica en una vecindad del

origen.
Observacion 2.2.3.1.

Dado que n(x) analitica, podemos escribir n(x) = Yp=p an x™ dentro de [—d, d]

parad < rydonde r es el radio de convergencia de 7.
Proposicion 2.2.3.5. (Regla de reajustes)

Sea g una funcion de clase C. Entonces tenemos:
DBg(rx) = kF (Dﬁg(y)) ,paratodor € R,r > 0, paratodo 8 € R.
y=rx
Demostracion:

Seana > 0,1%g(rx) = y(l—v)fox(t — )Vt g(r)dZ. Cambio de variable r{ = { se sigue

1 (™1 AN
I“g(rx)szo ;(x—; g(()d(zr—a(lag(y))

y=rx’

Sia > 0ym = [B], definimos & = m —n,
D%g(rt) = D™(1%g(rx)) = D™ (l (1%g(») )
g@rt) = 9(r0) =™ (= (I"g), _,,

22



1 - —
= km(D"gy)),_,, = kP (pPg»)

y=rx y=rt

2.3. Marco Conceptual de la Investigacion

Para el analisis de las variables de nuestro estudio, se presentaron las definiciones
de orden exponencial, la transformacion de la Laplace y sus propiedades. También se
establecieron la transformacion de Laplace de la derivada fraccional y la funcion de Miller
- Ross. Las referencias bibliograficas cita algunos textos consultados, como (Bonilla,
Kilbas, & Trujillo,2003), (Bertram, 1975), (Oldham & Spanier,1974), (Guerra & Kalla
,1990), (Martinez, 2019).

2.3.1. Transformacion de Laplace

Definicion 2.3.1.1. (Ordenamiento exponencial)

Una funcién g:(0,+x) - R,x = g(x), tiene crecimiento acotado por una

exponencial o de orden exponencial ¢ € R si existen escalares positivos T3, T, € R tal que
lg(x)| < Tye**,para todo x > T,.
Definicion 2.3.1.2. (Transformacion de Laplace)

Sea g una funcién continua de saltos de clase C y ordenamiento exponencial. La

Transformacion de Laplace de g se define mediante la expresion:

L{g(x); s} = f+oog(x)e‘5xdx,Re(s) > 0.
0

2.3.2. Propiedades de la Transformacion de Laplace

Proposicion 2.3.2.1. (Existencia de transformacion de Laplace)

Sea g es una funcion de clase C de ordenamiento exponencial a. Entonces existe:

+o0
f gx)e ¥dx,s > a.
0

Demostracion:

Dado que g tiene ordenamiento exponencial a, existen constantes positivas Ty, T, €

R tales que:

lg(x)| < T,e**,para todo x > Ts.
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Al separar integrales y aumentarlas, obtenemos :

+o0 T, +o
J. gx)e *dx = g(x)e *dx + g(x)e *dx
0 0 T
T, +oo
Sf e‘sxlg(x)ldt+f e *|g(x)|dx
0 T,
Tz 40
< kf lg(x)|dx + Tlf e Fe Ydx
0 T,

400

T;
< kf lg(x)|dx + Tlf e~ (—@x gy
0 0

Ty

<M+ ,
s—a

donde M = kaTZIg(x)Idx, k = sup{e™5*}, s > a,x € [0, T,].
Proposicion 2.3.2.2. (Transformacion de Laplace de igualdad)
Sean g, y g, son funciones continuas de ordenamiento exponencial y
L{g,(x); s} = L{g,(x); s} . Entonces g;(x) = g,(x).
Demostracion:

Dado que L{g,(x);s} = L{g,(x);s}, tenemos L{g;(x) — g,(x);s} = 0.Por lo
tanto
g(x) = g1(x) — g2(x).

Afirmacion: g(x) = 0, en efecto,

L{g(x);s} = f0+oog(x)e‘sxdx =0.

Por lo tanto, al evaluar los valores de s =sy+n+1,n €N a partir de algin s,
obtenemos:
+o0

L{g(x); S} = f g(x)e—(so+n+1)xdx =0.
0

Al realizar un cambio de variable, obtenemos:
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0

L{g(— lnt);s}:f g(— lnt)e(so+n+1)lnt(e—lnt)dt
1

0
— _f g(_ In t)e(so+n)lnxdx
1
1
=f g(—=Int)emtM e
0
1
=f tot"g(—Int)dt
0
1
=f tSog(—Int)t"dt.
0

Finalmente, por la propiedad si fol g(®)t™dt = 0 para todo n € N entonces g(t) =

0. Por lo tanto x*°g(—Int) =0y g(x) = 0.

Proposicion 2.3.2.3. (Producto de funciones de crecimiento acotado por una

exponencial o )

Sea g, y g, son funciones continuas de crecimiento acotado por una exponencial «.
Entonces su producto también es una funciéon continua de crecimiento acotado por una

exponencial a.
Demostracion:

Existen T; y T, € R tales que |g;(x)| < T\e**,paratodox > T, y existen S; y

S, € R tales que |g,(x)| < S;eP*, paratodox > S,. Por lo tanto
191 () g2 ()] = 191192 ()| < Ty. S1““HF* | para x > max{Ty, S,}.
Proposicion 2.3.2.4. (Funcion continua de crecimiento acotado por una exponencial)

Sea g una funcion continua en [0;4+o) y Dg una funcion de clase C y de
crecimiento por una exponencial. Entonces g también es una funcién de crecimiento

acotado por una exponencial.

Demostracion:

Para € > 0, considere f:[Dg (0]1d¢ = g(x) — g(e). Como g es continuo tenemos

& = 0 entonces g(x) = g(0) + fox[Dg(()] dd.
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Ademas, Dg es de crecimiento acotado por una exponencial, por lo que existen
constantes Ty y T, € R talque |e™**Dg(t)| < T,V x > T,. Descomponiendo g(x) en dos

integrales, obtenemos

Tz

[Dg({)]dS + f [Dg(9)]dg

T

9(0) = g(0) + f

0

Tz X

[Dg(O)]d + f e [e=Dg({)] d.

T

=g(0)+f

0

Por hipotesis tenemos que |e"**Dg(t)| < Ty, Vx > T,

X

gx) =M + J‘xea([e_ang(O] d{ < M; + T1f e® dq.
T.

2 T;
Al observar f;: e® dl = %(e“" —e%2) < ie"‘x, obtenemos g(x) < M; + MeTax < M,e®*
para algin M,.
Proposicion 2.3.2.5. (Transformacion de Laplace de funcion continua por saltos)

Sea g una funcion continua por saltos de crecimiento acotado por una exponencial.

Entonces
L{g(x);s} =G(s) —0,s — .
Demostracion:

Se sabe qué g tiene un crecimiento acotado bajo una exponencial, por lo tanto

existen escalares reales a, Ty, T, tales que |g(x)| < T;e** Vx > T,. Entonces

400 +o0 Tl
|G(x)| < le e X eMdx = le e~ (=X gy = ,
0 0 s—a
cuando s > a se sigue
+o0 b e~ (s—a)x T,
le e~ =M% dx = T, lim e~ (5—OX gy = T1 lim
0 b+ o b—+n (s—a) s—a

. T
lim — = 0.
S+ S—a

Proposicion 2.3.2.6. (Valor inicial de una transformacion de Laplace)
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Sea g una funcion diferenciable en [0; +o0) y sean g y Dg funciones que admiten

la transformacion de Laplace. Entonces
g(0) = limg(t) = lims L{g(x);s}.
t—0 S>>+
Demostracion:

Segun la definicion de transformacion de Laplace, tenemos,

+o0

L{Dg(x);s} = f e~*Dg(x) dx = sL{g(x); s} — g(0)

0

Tomando el limite, obtenemos:

+o0
lim L{Dg(x); s} = lim f e *Dg(x)dx =0,
S—+w S—>+w 0

Ademas,

Jim (sL{g(x); s} —g(0)) = 0= lim sL{g(x);s} —g(0) = 0= lim sL{g(x);s}

= g(0).

Como g es continua, lirp sL{g(x);s} = g(0) = lir%g (x).
S—4 X—>

Ejemplo 2.3.2.1. (Trasformacion de Laplace de la funcion constante)
Determinar L{1;s},Re s > 0.
Solucion:

Por definicion 2.3.1.2, tenemos:

+oo e

1 1
L{1;s} = j le¥dx = lim | e~ dx = (_ E) (0-1 =

0 e—>+x 0

Ejemplo 2.3.2.2. (Trasformacion de Laplace de la funcion exponencial)
Determinar L{e ?*;s},b > 0,Re s > 0.
Solucion:

Por definicién 2.3.1.2, tenemos:
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400 +o0 1

—-bx ,—sx — (=b-s)x — _ —
e Xe X dx .[;e dx —b—s(o 1) ST D

L{el*, s} = J.

0

Ejemplo 2.3.2.3. (Trasformacion de Laplace de la funcion seno)
Determinar L{sen( bx); s}, b > 0,Re s > 0.
Solucion:

Por definicion 2.3.1.2, tenemos:

4+

L{sen(bx)} = f sen( bx)e S* dt
0

= lim | sen(bx)e™*dt
n—-oo 0
1 s? L{sen( bx)}
=775z sen( bx)
_ b
b2 +s?
Ejemplo 2.3.2.4. (Trasformacion de Laplace de delta de Dirac)

Consideremos ahora la delta de Dirac §:
6(x—b)=0,x#b

b+¢e
j 6(x —b)dx = 1, para todo € > 0
b—
bfs

gx)é(x — b)dx = g(b), para todoe > 0
b-¢
Su transformacion de Laplace viene dada por
+o00
L{5(x —b)} = J e S*§(x — b)dx = e~ %, b>0,Res > 0.
0

Proposicion 2.3.2.7. (Trasformacion de Laplace de convolucion)

Sea G(s) y J(s) la transformacion de Laplace de dos funciones continuas g(x) y

j(x). Entonces L{(g * j)(x)} = L{foxg(x —u) gwdu} = G(s)](s).

Demostracion:
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G(s)](s)=U g(p)e-spdp] U j(v)e-svdv]= f U g(p)e-S<P+v>dp]j<v)dv
0 0 0 0

Ahora, usando un cambio de variable y un cambio de orden tenemos:

G(s)J(s) = f U glx —w)e™* dxlj(w)dw
0 T

= f+oo lf+oog(x —v)jw)e™* dxl dw
0 T
= J-+°° Ifxg(x —v)j(w) dwl e *dx
0 0
=71 {f glx —v)j(w) dw}.
0

Ejemplo 2.3.2.5. (Integral fraccionario como producto de convolucion)

Si tenemos una funcién g de clase C, tenemos su integral fraccionaria:

B 1 g B
900 =~ [ (=P @) de.f >,
g(x) B . ) g(§)di,p
es un producto de convolucion de g(x) y x#~1. También calculamos su transformacién
de Laplace
¥(B) G(s)
L{I%g(x)} = —<L{xF1}L G(s) =——,
{17g(x)} = (ﬁ) (P L0} = s T 6 =

Por lo tanto, L{xV} = (V—H)

Ejemplo 2.3.2.6. (Transformacion de la integral de una potencia)

-B
S v+1 v+1
L{IPxv} = ro+1) v+ o4

sv+i sv+p+1’

Ejemplo 2.3.2.7. (Transformacion de la integral de una exponencial)
Para f > —1, se tiene

1 _ 1
s—b sP(s—b)

L{1Peb*} = s=F

1
L{EL(B,b)} = m,s >b
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£ {ﬁ} =L {Sﬁ (1 T3 f b)} =L {sﬁl’fl * Sﬁ“(l; - b)}

8

=L {sﬂ1+1} L {smé - b)} = y(ﬁx+ R [L_l {s . b}]
- #jn + bIB1 [L—l {S i b}] - y(ﬁxi 5+ DI E0,)]

- #jl) + bE,(B +1,b).

2.3.3. Transformacion de Laplace de la Derivada Fraccional
Proposicion 2.3.3.1. (Transformacion de Laplace de la tasa de variacion instantinea
fraccionaria de una funcion de crecimiento acotado de una exponencial)

Sean f > 0y g € C de crecimiento acotado de una exponencial. Entonces

m-1

£{DPg ()} = s8G(s) = ) smRIDR T g(0),m = [B],

k=0

Demostracion:

Es claro ver que

L{DPg(x)} = L{D™(D~ ™ P g(x))}

= s™L{D~"B) g(x)} - z sm—k=1pk=(m=F) 5(0)

m-—

G S
— ( ) Z k—le—(m—B)g(O) )
k=0
Por lo tanto,
m-—1
LDPg()} = 5PG(s) = ) s™H 1Dk g(0).
k=0

Propiedad 2.3.3.2. (Transformacion de Laplace de la tasa de variacion instantanea

Fraccionaria)
Supongamos que la transformacion de Laplace de G (x) existe, luego:

a) L{DPG(x)} = sPg(s) — XpZd s * 1Dk "FG(0),n—1< B <mnneN.
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b) L{DPG(x)} = sPg(s) —D~1"P)G(0),0 < B < 1.

Propiedad 2.3.3.3. (Transformacion de Laplace de la funcién Miller — Ross)

1
L{Ex(u, r)}= m,s > b.

Propiedad 2.3.3.4. (Transformacion inversa de Laplace)

1
L_l {m} = xEx(l,L, b) - ‘uEx(,u + 1; b)uu > =2

£ {ﬁ} — E,(ub).

2.3.4. Modelo clasico del oscilador armoénico amortiguado

Definicion 2.3.4.1. (Masa en el oscilador armoénico)

La masa es el indicador fisico que pondera la inaccion de un so6lido oscilante, es decir, su
resistencia a los cambios en su estado de movimiento. Matematicamente, relaciona la aceleracion
del sistema con la fuerza aplicada resultante segin la segunda ley de Newton:

F=m.a
Definicion 2.3.4.2.(Segunda principio Fisico de Newton)

El instante principio Fisico de Newton plantea que la velocidad de la materia es

inversamente proporcional a su masa. Fisicamente,
F=m.a
donde:
F: fuerza resultante ejercida sobre el sélido (en Newton, N),
m: masa del solido (en Kilogramos, Kg),
a: aceleracion del solido (en metros por segundo al cuadrado, m/s?)

Definicion 2.3.4.3 (Principio Fisico de Hooke)
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El principio Fisico de Hooke explica el proceder flexible de un espiral o material
dentro de sus limites ductiles. Establece que la energia suministrada por un resorte es

conforme a su deformidad:

donde:
F: fuerza reparadora aplicada al resorte (en N ),
p: constante flexible (en N/m)
X : desplazamiento desde la posicion de estabilidad (en m),

a: aceleracion del cuerpo (en m/s?). Un signo negativo expresa que la fuerza se opones

a la deformacion.
Definicion 2.3.4.4 (Oscilador arménico amortiguado)

Un oscilador arménico amortiguado es una estructura fisica que especifica el
movimiento oscilatorio de un fragmento o cuerpo sometido a las siguientes influencias:
Una fuerza reparadora proporcional al traslado, una fuerza dispersiva o de frotacion

proporcional a la velocidad y la pasividad de la estructura.

Oscilador Arménico Amortiguado

w

o

=

Figura 1. Oscilador armoénico amortiguado

Ejemplo 2.3.4.1 (Oscilador arménico amortiguado)

Contemple una estructura masa-resorte amortiguada. Una masa m > 0 estd unida a
un espiral con constante eldstica p > 0 y sometida a una fuerza de friccion proporcional a

la velocidad, con un factor 6 > 0. Despreciemos las fuerzas externas y el efecto
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gravitatorio. Plantee y resuelva la igualdad diferencial que dirige el movimiento de la

estructura:

2

d
mﬁx(t) + Hd—tx(t) + px(t) = 0.

Solucion:

Aplicando el segundo principio de Newton y el principio de Hooke, el modelo
clasico de un oscilador, sin considerar efectos gravitatorios ni friccion en el medio, esta

dada por:

ma + px = 0,

donde m representa la masa del objeto unido al oscilador y p el coeficiente de elasticidad
de la estructura. Cuando se introduce un término de friccion, generalmente se supone que

es proporcional a la velocidad:
ma+ 0v + px =0,

donde 0 es el coeficiente de friccion del medio. En notacidn diferencial:

2

d
mﬁx(t) + Tax(t) + px(t) = 0.

Definimos la frecuencia natural del oscilador sin friccion como : @, = /% ,yel

coeficiente de amortiguamiento & = ——. Al realizar el cambio de variable y(t) =

2,/pm
x(¢pot), laigualdad se convierte en:
5 d? d
Mm@y 7 X(Pot) + 1790 - x(@o ) +px(@o t) = 0,
dividiendo por mw3, obtenemos:
2

d
@y(t) + 2 Efy(t) +y(t) =0.

El polinomio caracteristico asociado es entonces: Q(1) = 12 + 21+ 1 =0,
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cuyas raices son x = =& + /2 —1=—-¢& +i\/1— &2 Como & > 0, la solucion general

toma la forma:

(-g+iy1=82)t (-&-iJ/1=82)t

yit)=nre +re

Imponemos las condiciones iniciales y (0) = 0, %y(O) = 1, elegidas para

permitir una comparacion posterior de este modelo con su version fraccionaria. De y(0) =

0, obtenemos 1y + 1, = 0y r =1r; = —15. Por lo tanto,
y(t) = re %t (ei‘/ 182t _ o=y 1_5%) = 2ire ¢tsen (\/ 1-— fzt).

A continuacion, por diferenciacion:
d
L 0) = —airge-ttsen (JT=FE)  2iry T= e “icos (JT=F%).

Evaluando en t = 0, obtenemos %y(O) = 2ir/1 — &2 =1, entonces r = — L Porlo

20,/1-&2

tanto

y(t) =

ﬁe‘&sen (\/ 1-— fzt).

En la figura 2 modela la respuesta para el valor de ¢ = 0.35

y(t)

0.6 LEYENDA
— £=0.35

0.4

0.2

[n]
D

' 2 4 N———>"10 12
t
_0 . 2 -

Figura 2. Solucion clasica para & = 0,35.
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CAPITULO 111
METODOLOGIA

3.1. Enfoque metodolégico

De acuerdo con el objetivo de esta tesis, se utiliza una pesquisa de tipo basica que
busca profundizar en la compresion de la teoria de las igualdades de orden fraccionario. La
pesquisa de la investigacion es explicativo, ya que responde las preguntas de la
investigacion. Su nivel también es explicativo, puesto que pretende explicar las causas y

los efecto de las proposiciones.

3.2. Procedimiento del Método Deductivo

3.2.1. Observacion

Se selecciond un conjunto de proposiciones relativas a la existencia y unicidad de
igualdades diferenciales lineales de ordenamiento fraccionario y se plantearon con el fin de

encontrar una demostracion.
3.2.2. Experimentacion

Se han analizado y evaluado rigurosamente, con respecto al marco tedrico y
conceptual, las propuestas relativas a la respuesta de igualdades diferenciales lineales con

cantidades constantes de ordenamiento fraccionario.
3.2.3. Induccion

Se establecieron reglas de deduccion, asi como la definicion de la integral y la
derivada fraccional. De igual modo, el andlisis pasé de las proposiciones de la
transformacion de Laplace a la respuesta de igualdades diferenciales lineales de

ordenamiento fraccionario.
3.2.4. Analogias

Se compararon las proposiciones relativas a igualdades diferenciales lineales de
orden entero con las proposiciones relativas a igualdades diferenciales lineales de

ordenamiento fraccionario.
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3.2.5. Generalizacion

La respuesta y singularidad de la respuesta al problema no homogéneo de una
igualdad diferencial lineal de ordenamiento fraccionario se han generalizado sobre la base

de las reglas de deduccion logica 'y la transformacion de Laplace.
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CAPITULO IV
RESULTADOS

4.1. Respuesta de la expresion generalizada de la igualdad diferencial lineal de
ordenamiento fraccionario
Definicion 4.1.1. (Ecuacion Diferencial Fraccionaria de Factores Constantes)

Sigme N,cyq,cy,...,c,, € R, entonces

m m-1 1
Dad+c¢,D a9 + -+ cp_1D1+ ¢, D°|y(t) =0,

es una igualdad diferencial fraccionaria homogénea con factores constantes de
ordenamiento (m, q).

Ejemplo 4.1.1. (Ecuacion diferencial fraccionaria con trinomio de raices diferentes)

Resuelve la igualdad diferencial lineal fraccionaria de orden mixto con factores

constantes:

1
(D1 —5D2 + 6D0)y(t) =0,t>0,

con un trinomio inicial de raices distintas Q(x) = x? — 5x + 6.
Solucion:

Esta es una igualdad diferencial fraccionaria de ordenamiento (2,2). Para

resolverla, primero aplicamos la transformacion de Laplace. Utilizando Y(s) = L{y(t)} v

1
la formula habitual para derivadas fraccionarias L{D1y(t)} = sY(s) — y(0), L {DEy(t)} =

1 1
s2Y(s) — D 2y(0), obtenemos:

1 1
sY(s) —y(0) =5 (gEY(s) - D‘E(y(O))) +6Y(s) =0,
agrupando los términos en Y (s) y en los datos iniciales:

1 1
s —5s2+6Y(s) —y(0) + 5D 2y(0) = 0,
luego, estableciendo f: = y(0) — 5D~%/2y(0), obtenemos:
B

1
s—5s2+6

Y(s) =
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1
Sustituyendo v/s por x, obtenemos s — 552+ 6 = x> —5x + 6 = (x — 2)(x — 3).

Por lo tanto:

1 1
x2—5x+6 (x—3)(x—2)

,donde x = /.

La descomposicion en fracciones simples con respecto a la variables x es:

1 1 1

(x—3)(x—2)=x—3 x—2

Por lo tanto

1 1
Y(s)=,8<1 —— )
s2—3 s2-—-2

Para revertir la transformada, utilizamos la identidad practica:

»C_l{ ! } :Et(_l/zﬂ ﬁ2)+ﬁEt(O'ﬁ2)'
N

donde E; (v, A) denota la funcion generalizada del tipo Miller - Ross. Aplicando esto para

B =3y = 2, obtenemos:

-1 1 _ _
L {\/5_3} — E,(~1/2, 9) +3E,(0,9)

-1 1 — —
c {\/E—z} — E,(=1/2, 4) + 2E,(0,4)

Debido a la linealidad, la solucion en el dominio del tiempo es:
1 1
y(©) = B |Bc(=5:9) + 3B.0;9) = B (~ 3:4) - 2,0 9)|

con B = y(0) — 5D~/2(y(0)).
Ejemplo 4.1.2. (Ecuacion diferencial fraccionaria con trinomio de raices iguales)

Resuelve la igualdad diferencial lineal fraccionaria de ordenamiento mixto con cantidades

constantes:

1
(Dl —4D2 + 4D°> y(t) =0,
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con un trinomio inicial de raices iguales Q(x) = x? + 4x + 4.
Solucion:

Esta es una igualdad diferencial fraccionaria de ordenamiento (2,2). Para

resolverla, primero aplicamos la transformacion de Laplace a la igualdad:
L{D(y(£)) + 4D*2(y (1)) + 4D°(y(£))} = £{0}
LD ()} + 4L{D2 (y(D)} + 4Ly(D)} = 0.

Por definicién, L{D1(y(t))} = sY(s) — y(0), por lo que, utilizando la propiedad
de transformacion de Laplace para derivadas fraccionarias,
1/2 : -1
L{DY2(y(1)} = s2Y (s) = D72(y(0)),
Sustituyendo ahora:
sY(s) = y(0) + 4 (s/2¥ (s) — D~2(y(0)) ) + 4¥(s) = 0
(s +4sY2 + 4)Y(s) — y(0) — 4D~ Y2(y(0)) = 0

Entonces

y(0) +4D~'/2(y(0))
s+4st2 +4

Y(s) =

Definamos = y(0) + 4D~*/?(y(0)), donde 8 constante finita distinta de cero, y

obtenemos:

Y(S) = ﬁm

Observamos que:

2

1 _( 1 2 >
(sY24+2)2 \s71/2(s—4) s—4)"'

Por lo tanto, desarrollemos:

y@®)=p s~1(s — 4)2 - s_%(s 4y + (s —4)2)

Aplicando la transformacion de Laplace término a término, obtenemos:
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0 =5 o) - 402 (gm0 (o)

Utilizando las identidades con funciones especiales E; (v, 1):
L‘l{ ! } =tE;, (—1,4)
sT(s—4)2) Tt 7
1 1 1
-1 — -1 z Z.
. {s-l/z(s—4)2}_tEt( /2’4)+2Ef<2‘4>

L1 {@_;4)2} = tE,(0;4).

Sustituyendo, obtenemos:

1 1 /1
y() =tBE(—1;4) — 4B (tEt (— X 4) +5E (E; 4)) + 4BtE,(0; 4).

Finalmente, y(t) = tBE,(—1;4) + 4tBE,(0; 4) — 4tBE, (—% ; 4) — 2BE, G ; 4),

donde B = y(0) + 4D~/2(y(0)).
Ejemplo 4.1.3. (Ecuacion diferencial fraccionaria con trinomio de raices en general)
Resuelva la igualdad diferencial fraccionaria:
[D1 + ch% + ¢,D°|y(t) = 0.

Solucion:
Consideremos una igualdad diferencial fraccionaria de ordenamiento (2,2). Para
resolverla, primero utilizamos la transformacion de Laplace a ambos lados de la igualdad.

Si L{y(t)} = Y(s), tenemos:
sY(s) —y(0) + ¢, L {D%y(t)} +c,Y(s) = 0.
Por la propiedad de transformacion
L{DYV?*y(t)} = S%Y(S) — D_%y(O).

Sustituyendo:

sY(s) —y(0) + cls%Y(s) — ch_%y(O) +c,Y(s)=0

(s + 18?4+ ¢,)Y(s) —y(0) — ¢, D™ ?y(0) = 0
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y(0)+c1D~Y2y(0)
s+c151/2+¢,

donde Y(s) =

Sea x? + ¢;x + ¢, = (x — 8)(x — B) con raices distintas y # . Por lo tanto

1 1 11 1
x2+c1x+c2_(x—6)(x—,8)_8—ﬁ’<x—6_x—,8>'

reemplazando x por s/2:

1 1 ( 1 1 >
s+cs2+c, S§—B\st/2—§ s1/2—p/)

entonces

!
v =X YO )
s2—§ sz—f

Calculo de L1 {51/1_6}:

. st/2 46 _ s/2 46
(s1/2 = &) (s/2 + 8)) s— 62

o 51/2 ) K
=L {5—62}+L {5—62}

+L‘1{

|
=
——
%)
Juy
~
—_
I
S
N —
I
h

Il
)

{ﬁ} —

Usando tablas de transformacion de Laplace
1 1
L_l{—}:E (__ﬂ62)ﬂ
s™12(s — §2) 2
yL! {;} = 6E,(0,62)
(s —62) g

de modo que

L‘l{;} _E (—1 52) + 8E,(0,5%)
st/2—§ 27 e

Sustituyendo en Y(s):
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Y@ +aD O (1 1, : :
) = XOFAE O 5, (< 3,6%) = 5 (- 5.87) + 8,00.6% - 60,67 ),

Si las raices coinciden, § = f8, entonces:

y(0) + c1D"2y(0)

1 2 ’
(-9

Y(s) =

note que

1 1 \2  [sV2+6)\ si/2 s\
(72 -5)2 <51/2—6> =<s—52 ) - <5—62+s—62) ’
expandiendo:

1 _ 1 + 26 + 5°
(51/2 _ y)z - s~1(s — §2)2 5—1/2(5 — 5§22 (s— 52)2'

Suponemos la transformacion inversa de Laplace:
L1 ! = tE,(—1,6%) + E.(0,6%) + 26tE ! 52 OE ! 52 85%tE,(0; 62
m_tt(_')‘l't(')'i' tE\—5,6% |+ 8B \5,6%) + 6°tE(0;6%)
1 1

= (14 820)E,(0, 62) + tE,(—1,82) + 26tE, (_E' 52) + 8E, (5, 52)

Finalmente, la respuesta es

1 1
y(t) = (y(O) + cD-%y(0)> [(1 + 820)E, (0, 62) + 26tE, (_E' 52) + OE, (E' 52) +tE, (1, 52)].

4.2 Existencia y unicidad de la expresion generalizada de la igualdad diferencial lineal
de ordenamiento fraccionario

Proposicion 4.2.1. (Existencia de soluciones independientes)

Sea [D™ + ¢,DIDY 4 .4 ¢ DV + ¢,,D°]y(t) = 0 con v = = una igualdad
y a

diferencial fraccionaria homogénea con factores constantes de ordenamiento (m,q).
Llamamos a Q(x) = x™ + ¢;x™ 1 + --- 4+ ¢,,, al polinomio caracteristico de la igualdad.

Dada que

y(@®) =Lt { 0 (150}'
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Podemos decir que y(t), Dy(t),...,DM 1y(t) con M = [mv] forman un conjunto de M

respuestas linealmente independientes.

Demostracion:
Al superponemos la transformacion de Laplace a la igualdad diferencial,
obtenemos:
LLQDM)y(®)} =0,
Utilizando la formula de la transformacion de Laplace para derivadas fraccionarias,

deducimos

M-1
LQM)Y(O)} = QMY = Y B()s”
r=0

donde los coeficientes B,(y) son combinaciones lineales de los valores iniciales D*y(0)
para algin «. La tnica expresion que necesitamos explicitar es
Boy(y) = Q(DV)D™'y(0) — ¢, D™¥(0),
por lo tanto, tenemos:
Yo Br(y)s”
Q(sv)

}. Entonces,

Y(s) =

1

Ahora bien, y,(t) = L7 {Q(S")

M-1
LMD"} = QM) = ) BO)s,
r=0

y en particular Bo(y;) = Q(DY)D"1y,(0) — ¢,,D~1y;(0), aplicando la frontera de la

transformacion cuando s = +0o se aproxima a cero, tenemos:
lim L{Q(D")y1 (1)} =0,
S—+00

es decir,

N-1
liT (Q(SV)Y1(S) - Z Br(}’1)5r> =0,
y r=0
pero,
lim Q(sV)Y;(s) = lim 1 =1,
S—+ 00 S—+00
y al mismo tiempo,
lim Q(s")¥;(s) = lim (smv Y,(t) + cis™ DV Y (E) + - + chl(t)).
S—>+00 S—>+00

Aplicando la proposicion del valor inicial a la transformacion de Laplace, obtenemos
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SETOOQ(SV)Y1 (s)=D™"1y,(t) + ¢, Dm-Dv=1 y1(0) + -+ cmo1 DYy (6)

1
e Q(s7)

+c,, lim

El ultimo limite es cero, y aplicando el teorema fundamental del calculo fraccionario, la

expresion se reduce a:
Slggan(s”)Yl(S) = Q(DY)D™ y,(0) — ¢;nD~y1(0) = Bo(y1),

de donde se deduce inmediatamente que:
M-1

lim > B.()s™ = BoGn) = 1

S—+00

lo que implica que B,(y;) = 0 parar # 0. En particular, L{Q(D")y,(t)} =0 y, por lo
tanto y, (t) es una respuesta de la igualdad fraccional.
Afirmacion: Las derivadas de y;(t) hasta orden M — 1 también son soluciones. En efecto,

segun el postulado de valor inicial para la transformacion de Laplace, tenemos:

lim s**1 L{y,(t)} = D¥y,(0) parak € N,
S—>+ 00

pero también:

k+1 Sk+1

k+1 ST
llm st L{y (D)} = hm L 0GY) SETOO g

Sik <M — 2, este limite es cero (recordemos M = [mv] ), por lo tanto:
D¥y,(0) = 0 para estos k < M — 2.
Esto nos permite probar la conmutatividad de los operadores
DV[D’y,(t)] = D/[DVy,(t)], paratodov E Ry j = O,M — 1,
por lo tanto:
QDD ()] = D/[Q(D)y1 (D], j = O, M~ 1.
Como Q(DY)y,(t) = 0, concluimos que
QDM[D/y (] =0,j=0,M-T1.

Finalmente, para probar la independiente lineal, observamos que:

LDy ()} =755 S M- 1,

Q( ")

Estas correspondencias son linealmente independientes, y dado que la transformacion de

Laplace es lineal y biyectiva, se deduce que
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y1(©),y2(t) = Dy, (t), .., yu(t) = DMy, (t)
son linealmente independientes.

Proposicion 4.2.2. (Descomposicion de un polinomio de raices diferentes)

Sea Qx)=x"+¢x™t+.-4+¢c, un polinomio con raices distintas
B1, B2, ..., Bm- Entonces:
1 1 1 1
0 " UBIG ) OB —F) T OB B

Demostracion:

Consideramos

Q’(.31) = (,31 - .32)(,31 - 33) (ﬁ1 - ﬁm)
Q'(az) = (B2 — p)(az — az) ...(a; — ap,)

Q’(an) = (ﬁn - ﬁl)(ﬁn - ﬁ3) (ﬁm - ﬁm—l)
Nosotros definimos

I(x) = X5 10nax ){H] 1(x — ﬁj)}

Jj*k

y comprobamos que I(x) =

El fundamento es que I(f;) = 1 parai = 1,...,m. Dado que I(x) es un polinomio
de grado menor que m y encaja en m puntos diversos, es esencialmente persistente.

Por lo tanto, dividiendo ambos lados de la expresion anterior por Q(x), obtenemos

la identidad de fracciones parciales:
1 1 .\ 1 - 1
Q) QBx—B1)  QB)(x~B2) Q' (Br) (x — Bm)

Proposicion 4.2.3. (Normalizacion de un polinomio de raices diferentes)

Sea Q(x) = x™ + ¢;x™ 1 + -+ + ¢;;, un polinomio cuyas raices Sy, By, ..., Bm SON
todas distintas. Entonces, se cumple que

N
s R -"Z

m

Qm@‘L“:m_l

Demostracion:

Consideramos el producto
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= m—1
n(x - ,8]) = xm-1 + bik)xm—Z + .o 4 br(r’le — Z bj(k) xm—1_j
j=1 =
j*k

para ciertos coeficientes b-(k), con la condicion b(k) = 0. Ademas, tenemos

00 = (x—ﬁj)]_[(x B) .k =

]:tk

Igualando coeficientes de la expresion anterior, obtenemos:

¢ = bj('k) — By, j=Tm—1
= —Bib’)
De esto se deduce la relacion
bj(k) = ¢; + ayc; + BEcj_1 + clco

Por otro lado, la Proposicion 4.2.2 establece que:

1
a0 LQBIx B

Multiplicando ambos lados de esta ecuacion por Q(x), obtenemos:

m m m m-—1
1 1
= — RS = b(k) m—1—j
! ;Q'wk) u(x 2 ;Q'(ﬁk) ,ZO’ *
j*k

m-1,m
1 .
— b(.k)}xm‘l‘f,
]Z {kzlo B
b(k) — i=0m—2
z oGy~ ITome2

En particular, al sustituir la expresion para bj(k) ,obtenemos:

m

1 ; ‘
Z 7 _{Cj+ﬁkcj+313€j—1+cfc}=0, j=0,m-—2,
£ Q'(Bx)
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desarrollando caso por caso:

; m 1 m 1
= 0U: - = = . = = 1.
Paraj =0 Zk—qu(/;)co 0 k=155 0,yaquecyg =1
1

n — =
(a ) ( + Bk) - 0 Zk=1 Q’(Bk) ﬁk

De forma mas general, para j = m — 2:

kZQ(ﬁk) =0

Paraj = 1: )L 1oy

Finalmente, para j = m — 1:

k=1Q (Br)

Proposicion 4.2.4. (Transformacion inversa de Laplace en términos de la funcion

Miller-Ross)

Sea,uzé,q € N,yv € Rtal que v + u > 0. Entonces
L {m} YL T E (- 1,eh),y

L1 {;} =YL dTVEGu+v—1,c9.

sV(st—-a)
Demostracion:

Partimos de la identidad:

j=1
de la cual obtenemos:
1 Ok ¢/t
x—c:; xq — a4 _;xf q(xq9 —c9)
Sustituyendo x = s#, obtenemos
1 ’ /1
sh—c Zs”f‘l(sq —c?y)
=

por lo tanto,

e N e

=1

48



Sabemos que L‘l{ }= Ei(u,c), v>—1, donde E; denota la funcién de

sk(s=c)
Miller — Ross. La expresion anterior se deduce de esto:
q

L_l{ 1 } B Z T E G —1,¢9),

st —c¢

j=1
Esto demuestra la primera parte de la proposicion.

Para demostrar la segunda parte, observamos que:

q . q ,
1 1 lz /1 _2 /1
sVsh—c  sVLusH(s —cl) LusHtv-l(s —cq)’

j=1 j=1

De la primera parte, concluimos que

m
L‘l{;} = ch_lE Gu+v—1,c9
sV(st —c)) 4 ; ‘ T

j:

Proposicion 4.2.5.(Soluciones linealmente independientes de raices de polinomios

diferentes)

Sea [Dm" + ¢, DMV 4.y, DY+ CODO]y(t) =0,conv= %, una igualdad
diferencial lineal fraccionaria homogénea con factores inalterables de ordenamiento
(m,q). Sea Q(x) = x™ + ¢;x™ 1 + .-+ ¢, su polinomio caracteristico, y suponemos

que todas sus raices son simples, es decir, [, ..., Bm- Por la proposicion de existencia de

soluciones, sabemos que

O
WIS ey
es una respuesta de la igualdad. Ademas, esta respuesta puede expresarse explicitamente
como:
m

q-1
1 k-
yl(t) = TZ[ Q,(am)kzzoﬁ‘gl k 1Et(_kV,ﬁ.gL) .

Demostracion:

Dado que

_pr-1f_1
n(® = L7 o
y recordando que, segin la Proposicion 4.2.2, se tiene la descomposicion en fracciones

simples
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1 1 1 1
0@ OB —FD) OB =P OB =By

aplicamos nuevamente la Proposicion 4.2.3 a cada término de la expresion anterior. De

esta manera, obtenemos inmediatamente el enunciado de la proposicion.
Proposicion 4.2.6. (El problema de valor inicial para la Existencia y unicidad de

soluciones)
Sea [Dm" + ¢, DMV 4ot ¢ DY + cmDO]y(t) =0conv= % una igualdad

diferencial fraccionaria con factores inalterables y homogénea de ordenamiento (m,q).
Las  condiciones iniciales son: D™ DVy(0) = 1, DM~2Vy(0) = 0,...,D°y(0) = 0.
Entonces, existe una solucion unica, que es de clase C.
Demostracion:

Para obtener la formula, observamos que al aplicar la formula general obtenida

mediante recurrencia j veces y utilizando la proposicion 4.2.3, obtenemos la férmula:

m

q-1
1 —k-1
y1(t) = ; Q'(ﬁn);ﬁg « Et(—kV,ﬁg)

que se convierte en:
-1

q
BY* T E (=kv, B)
k=0

- |1
9O =) 15

Aplicar nuevamente la formula de recurrencia a esta Ultima expresion, lo que

resulta en:
—kv
Et(—kl/, Bm ) = a;lnEt(l — kv, ﬁ,‘fl ) + m
Usando nuevamente la Proposicion 4.2.3, los términos de t %V son cero, excepto el que

corresponde al caso j = M. En este caso, la suma de éstos términos es igual a 1. En

conclusion, obtenemos la siguiente representacion:

m q-1
1 N [
y](t) = nZl Q,(ﬁm)kz ﬁg(]-'_l) “ 1Et(1 - kV,ﬁg ) 'J = 1um -1

=0

y, si j = M, tenemos:

m q-1
_ ; q(j+1)—-k-1 E(1—-k q 1
Yt (D) Z Q,(ﬁn);ﬁn (1= kv, )+ 1,
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Esta formula resulta mas practica cuando se cumple (M = mv y todas las raices del
polinomio caracteristico son simples).

La unicidad se deduce directamente de la linealidad de la ecuacion y de la unicidad
de la transformacion de Laplace. Podemos utilizar la proposicion de unicidad de la
transformacion de Laplace porque las funciones E;(p,[) son continuas en [0, d] cuando

p > 0.

Ejemplo 4.2.1. (Igualdad diferencial lineal fraccionaria con factores inalterables)

Resuelva la ecuacion diferencial lineal fraccionaria de orden mixto con coeficientes

constantes:

3 1
(DE —2D'— Dz + 2D°)y(t) =0,t >0,

1 1
con las condiciones iniciales: D2y (0) = 1, D%y(0), Dzy(0) = 4.
Solucion:

Empleando la transformacion de Laplace en la igualdad:

3 1 1 1 1
{sw(s) — sD"2y(0) — Dzy(O)} — 2{s¥(s) — y(0)} — {sms) - D—fy(O)} +2Y(s) = 0
De ello se deduce que:

3 1 _1 1 1
Y(s){sz-ZS-sz+-z}::sD 2y(0) + D2y(0) — D"2y(0) — 2y(0),
si cumplen las condiciones iniciales:
1 1 1
sD"2y(0) + D2y(0) — D 2y(0) — 2y(0) = s + 1,

Entonces,

s+1
§3/2 =25 —s1/2 4 2

Y(s) =

Sustituyendo v/s por x, obtenemos:

x?+1 1 1 N 1
x3—-2x2—x+2 3(x+1) x—-1 3(x-2)

Por lo tanto,
1 1 1

36s+ 1) V51 3(Ws—2)

Y(s) =

usando la propiedad
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1

L {m

b =E(-1/2 @) +aB(0,0%),
obtenemos:

-1 1
L1 {m} = §{Et(—1/2, 1) - E.(0,1)}

1
L_l {m} = —Et(—1/2, 1 ) - Et(O, 1)

L‘l{;}zl{E (=1/2, 4) + 2E,(0,4)}
3(s/2—-2)) 3" ’ e

La suma de las soluciones del problema del valor inicial es:

) =206 = £ g b )

2 4 1 2
=—3E(=1/2,1) =3 E(0,1) + 2 E(=1/2, 4) + 3 E:(0,4).

Proposicion 4.2.6. (Existencia y unicidad para el problema no homogéneo)

Sea g(x) una funcion continua por saltos en (0,d], integrable y de crecimiento

acotado por una exponencial. Considere el siguiente problema de Cauchy:

[D™ + ¢, D™DV 4 .o + ¢, DO]y() = g(t) con v = %,M = mv, y condiciones

iniciales D~DVy(0) = 0, D™ 2Vy(0) = 0... D°y(0) = 0. Entonces

y(t) = fOtK(t —{)g(Q)d{, donde K(t)=L"1 {Q(i“’)} es la Unica solucion del

problema.
Demostracion:
Empleando la transformacion de Laplace en la igualdad, obtenemos:
Q(sM)Y(s) = G(s),

G(s)

donde Y(s) = L{y(t)} y G(s) = L{g(t)}. De ello se deduce que Y(s) = 26

Aplicando la transformacion inversa de Laplace:

G(s)
Q(s*)

LY (s)} = L-l{ }= LHQ(M 6 (s)) = f k(t — £)g()de,
0
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donde K (t) es el ntcleo asociado.

La unicidad de la soluciéon se deduce de la unicidad de la transformacion de
Laplace. Para verificar que se cumplen las condiciones iniciales, observamos que y(0) =

0. Ademas, segin la Proposicion 4.2.5, D/K(0) = 0, j = 1, M — 2. En particular,

Dy(t) = K(0)g(t) + fotk(t —0)g(Q)dZ, por lo que Dy(0) =0. En general,

tenemos:

DIy(t) = [D/k()g(®)]; + J, DIK(t — O]g(Q)d]
y, en consecuencia,
D/y(0) =0,j =2,M —1.
Ejemplo 4.2.2. (Igualdad diferencial lineal fraccionaria no uniforme)

Resuelva la igualdad diferencial lineal fraccionaria con factores constantes (D2Y +
cDV)y(t) = sen(at),t > 0,conv = %.

Solucion:

Empleando la transformacion de Laplace , obtenemos:

a
s2 +q?’

Q(s")Y(s) = L{sen(at)} = Y(s) = L{y(®)},

por lo tanto,
a

Y(s) = sV(svV —c)(s? + a?)

ahora, utilizando el desarrollo
q

1 ¢/t
sV—c Z sVi-1(s — cq)’
j=1
se deduce que
q o1
Y(s) = Z - :
(s) , 151’51’1‘1(5 —c9)(s% + a?)
]:

Aplicando la descomponiendo en fracciones parciales,

a B a 1 S c
(s —c)(s2+a?) c29+ a2 ((s —c9) B (s? +a?) B (s? + a2)>'

se obtiene finalmente:
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q

c 1 1 S cl
= Y o - - |
c24 + 2 SV(]+1)—1(S _ Cq) Sv(]+1)—1(sz + CZ) Sv(]+1)—1(52 + CZ)
j=0
La transformacion inversa de la Laplace da como resultado:

q

Z ¢/t {Et((j +1Dv—1,¢?)+C(G+1v—1,q)

Jj=1

c4
+ Stz((]' +1v-—-1, a)},
donde E;, C¢, S; denotan las funciones especiales obtenidas en las proposiciones anteriores.
En particular, para g = 4:

a

LY (s)} = T

4
y(t) = ﬁz cHaE (G +Dv—1,¢*)+aC(G+1Dv—1a)
=1
+ c4SJt((i +1)v-—-1, a)}.

4.3. Oscilador Arménico Fraccionario Viscoelastico
Ejemplo 4.3.1 (Oscilador Arménico Fraccionario en fluido Newtoniano)

Consideremos ahora un oscilador que opera en un fluido Newtoniano (viscosidad
constante) que también presenta propiedades viscoelasticas. La friccion de la estructura se
modela mediante el coeficiente de friccion fraccionario 1/2, en lugar de ser proporcional a

la velocidad. El sistema se describe por intermedio de igualdad:

D%y(t) + 26DV y(t) + y(¢) = 0,

donde ¢ es el factor de friccion fraccionario, relacionado con el coeficiente clasico &

mediante la ley de escala:

P

¢
_’(p — 3
v Po ° m

El polinomio caracteristico del sistema es Q(x) = x* + 2x + 1. Exprese la

é’:

solucion utilizando la solucién del problema homogéneo.
Solucion:

Afirmacion: Sea Q(x) = x* + 2&x + 1 el polinomio caracteristico, donde & es un

parametro. Entonces, Q (x) tiene cuatro raices reales distintas si
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2
V27

§# -

Segun el criterio de Stiirm, una raiz Q(x) es multiple si, ademas de hacer que el

polinomio sea igual a cero, su derivada también es cero. Calculemos la derivada
Q'(x) = 4x® + 2¢.

La ecuacion Q' (x) = 0 tiene una Gnica raiz real,

£ 1/3
X = ’8 = —i

2 )
por lo tanto, la ecuacion 2§ = —4 83, Para que exista una raiz doble, Q(8) también debe
ser igual 0. Calculando Q(B) = B*—4B*+1=-3p*+1=0, obtenemos S = %
Sustituyendo en la ecuacion anterior, obtenemos 28 = — ‘k/t—f Por lo tanto, si

P
V27

el polinomio tiene cuatro raices distintas. Gracias a esto, podemos usar la formula

n

q—1
_ 1 2q—k-1

m=1

para resolver la ecuacion diferencial del oscilador fraccionario, en nuestro caso:

(t)—i{ - BAIE1/2,83) + BuEe(L B3] )
y —m=1 Q'(B,) "Mt »Pm mEe (1, Bm)] -

La figura 3 muestra la solucion para diferentes valores de £. Observamos que al

aumentar ¢ no solo aumenta la amortiguacion, sino que también la frecuencia.
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LEYENDA
— £=0.25
- £=0.35
----- £=0.75

—_ £=125

T
17.5 20.0

Figura 3. Modelo fraccionario viscoeldstico para f = 0.25,0.35,0.75,1.25

Para comparar los dos modelos, fijamos las constantes r =0,35,m=1, y B=§.

Obtenemos entonces:

F=— _—035 \F L e 5 049497
=——=035¢0, = |—=-, — 0,49497.
2,/pm m 2 Ne

La figura 4 muestra los resultados obtenidos bajo estas condiciones.

y(t) Solucién clésica vs fraccionaria
0.6 1 LEYENDA

—=. Clésica: £=0.35
0.5 - .
—— Fraccionaria: £= 0.49497

0.4 4

0.3

0.2 1

Figura 4. Modelo Clasico y Fraccionario
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Ejemplo 4.3.1. (Ecuacion fraccionaria no homogénea con valores iniciales)
Dada la ecuacidn fraccionaria no homogénea:
D?y() + 2§D y(O) +y(®) = g(©),  g(©) = —3x10(®),

con condiciones iniciales y(0) = 0, Dy(0) = 1. Exprese la solucion utilizando la solucion

del problema homogéneo p(t) = y;(t). Simplifique la integral utilizando la definicién de

Xfo,1]-
Solucion:
Sea p(t) = y,(t) la solucion del problema homogéneo:
D2p(t) + 2ED*2 p(t) + p(t) = 0,p(0) = 0,Dp(0) = 1,

por la linealidad tenemos

t
ﬂ0=p@%+]pU—Og@M§
0

sustituyendo g(¢) = —3x[o 1]({), tenemos

t
ﬂw=mo—wjpa—omm«mc
0

Como x[0.11({) = 1si ¢ € [0,1] y cero fuera:
t min (1,t)
[ o= xon@ds= [ pe-0ras
0 0
Por lo tanto, la solucion final es:
min(1,t)

ya>=pa>—3j p(t =) dg.

0
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CAPITULOV
DISCUSION

5.1. Para resolver la expresion generalizada de una igualdad diferencial lineal de

ordenamiento fraccionario,
1
[Dl +¢,DZ + ¢,D°|y(t) = 0,

su principal ventaja de transformacion de Laplace reside en su capacidad para
simplificar el problema mediante operaciones algebraicas relativamente sencillas. A lo
largo de esta tesis, se han presentado los fundamentos de esta transformada y su extension
al marco del calculo fraccionario, destacando su capacidad para manejar integrales y, por

consiguiente, derivadas no enteras.

Por lo tanto, la transformacion de Laplace puede considerarse un implemento
significativo para la tesis de ecuaciones diferenciales fraccionarias, ya que permite aplicar
reglas bien conocidas del célculo diferencial clasico a casos mas generales. Sin embargo,
es crucial definir los limites de las pruebas; el andlisis se limita a érdenes racionales. Esta
limitacidén no se debe a un obstaculo conceptual inherente al calculo fraccionario, sino mas
bien al deseo de utilizar métodos analiticos mas accesibles basados en fundamentos

técnicos solidos .

Esto genera una tension entre la naturaleza general del calculo fraccionario, que por
principio no se limita a 6rdenes racionales, y los requisitos metodologicos impuestos por
las soluciones analiticas eficientes. Este contraste realza la exigencia de seguir
promoviendo técnicas que acrecenten la dimension del célculo fraccionario, superando asi

las restricciones historicas y las limitaciones practicas actuales.

Para resolver la ecuacion diferencial fraccionaria
1
[D1 + ¢, Dz + cZDO] y(t) =0,

la transformacion de Laplace resulta una herramienta esencial para simplificar el problema

mediante operaciones algebraicas. Su extension al calculo fraccionario permite trabajar con
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derivadas no enteras, transponiendo asi las reglas habituales del calculo clasico a este
nuevo contexto. Sin embargo, en la practica, el andlisis suele limitarse a ordenes
racionales, no por limitaciones conceptuales, sino por la necesidad de métodos mas
manejables. Esto genera una tension entre la generalidad tedrica del calculo fraccionario y
las exigencias analiticas del mundo real. De ahi la necesidad de promover técnicas que

amplien su alcance.

5.2. Para resolver ecuaciones de distinto orden, establecer una formula general que
garantice M soluciones linealmente independientes es un paso esencial, especialmente en
el momento preciso en que las raices del polinomio representativo son distintas. Esta
construccion no solo facilita el tratamiento analitico del problema, sino que también
constituye una extension natural de los métodos clésicos aplicados a célculos de distinto
orden.

Es importante, sin embargo, destacar una limitacion significativa. La proposicion
de existencia demostrada anteriormente solo garantiza la existencia de M funciones
linealmente independientes que son soluciones de la ecuacion diferencial. Estas funciones
pueden anularse en ciertos puntos, lo que nos impide garantizar la existencia de una
respuesta que plazca cualesquiera conjunto de M propiedades iniciales. Este hecho marca
una diferencia importante con respecto al caso cldsico, donde la teoria garantiza la
construcciéon de soluciones que satisfacen estructuralmente cualquier conjunto de
condiciones iniciales.

En particular, el analisis de las formulas correspondientes al caso M = [mv] = mv
revela que las soluciones obtenidas satisfacen las condiciones iniciales. Por lo tanto solo
condiciones iniciales de esta forma permiten establecer un resultado solido de existencia y
unicidad.

Por lo tanto, el andlisis destaca que, si bien el marco tedrico garantiza la existencia
de soluciones linealmente independientes, la estructura de las condiciones iniciales
desempefia un papel fundamental en la caracterizacion de soluciones unicas. Esta
observacion ilustra tanto la riqueza como la complejidad del calculo fraccionario y subraya
la necesidad de explorar métodos que permitan extender la certeza de la realidad y
singularidad mas alld de los casos aqui analizados.

5.3. En el oscilador armoénico viscoeldstico fraccionario, los resultados comparativos

permiten realizar varias observaciones relevantes. En primer lugar, el modelo cldsico con
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friccion proporcional a la velocidad (¢ = 0.35) ofrece una descripcion limitada de la
dindmica del oscilador, ya que no integra adecuadamente los efectos viscoelasticos
fraccionarios. Por el contrario, el modelo fraccionario (§ = 0.49497) reproduce un
comportamiento mas cercano a los datos experimentales al introducir una dependencia no
entera en el término disipativo.

En segundo lugar, observamos que la influencia de € no se limita a aumentar la
amortiguacion, sino que también modifica la frecuencia del sistema. Esta caracteristica
representa una mejora con respecto al enfoque clasico, aunque plantea nuevos desafios: la
necesidad de una calibracion experimental precisa y la dificultad de interpretar fisicamente

el parametro fraccional.

En definitiva, el modelo fraccionario puede considerarse una herramienta mas
completa para describir la dindmica de los osciladores en medios viscoeldsticos. Sin
embargo, la introduccion de términos fraccionarios plantea interrogantes sobre su
interpretacion fisica precisa y la estabilidad numérica de sus soluciones. Esto abre nuevas
vias de investigacion, centradas tanto en la validacion experimental como en el desarrollo

de métodos de aproximacion.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES

6.1. La solucion de la igualdad diferencial lineal fraccionaria homogénea con factores

inalterables de ordenamiento (m, q)

m m-1 1
Dad+c¢,D a9 + -+ cp_1D1+ ¢, D°|y(t) =0,
puede expresarse explicitamente en términos de transformada inversa de Laplace aplicada

a funciones de tipo Miller — Ross (Ejemplo 4.1.3).

6.2. La igualdad diferencial fraccionaria homogénea de ordenamiento (m, q) con factores
inalterables y condiciones iniciales apropiadas tiene una solucién Unica, que es de clase C,
lo que garantiza su continuidad y diferenciabilidad para el andlisis tedrico y las

aplicaciones practicas (Proposicion 4.2.5).

6.3. El oscilador armonico fraccionario amplia el modelo clésico al incorporar derivadas de
orden fraccionario, lo que permite una representacion mas precisa de la amortiguacion
viscoelastica. La constante de friccion fraccionaria ¢ influye tanto en la amortiguacion
como en la frecuencia del sistema. Este modelo permite un analisis mas sistematico y un

ajuste experimental mas realista que el oscilador clasico (Ejemplo 4.3.1).
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CAPITULO VII
RECOMENDACIONES

7.1. Resulta muy interesante profundizar en el estudio de los operadores asociados a las
ecuaciones fraccionarias de Pearson y a las densidades fraccionarias de Pearson, dado su

potencial para ampliar el marco tedrico del célculo fraccionario.

7.2. En el campo del célculo fraccionario, seria muy interesante desarrollar investigaciones
sobre la existencia de soluciones a problemas de tractores aplicando el principio del punto
fijo de Schauder, asi como el andlisis de respuestas localmente a problema de a tractores

utilizando medidas de no compacidad.

7.3. Desde un punto de vista computacional, se recomienda promover la investigacion
centrada en la construccion de esquemas numéricos que permitan una aproximacion
cuantitativa de la razon de variacion instantanea fraccionaria de Caputo, lo que contribuira

a mejorar la resolucion practica de problemas en este ambito.
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