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RESUMEN
El propoésito de esta tesis es establecer la existencia y la unicidad de solucion
de un problema eliptico variacional en espacios de Hilbert y aplicar su
existencia y unicidad a la formulacién débil del problema uniforme de Dirichlet

{—Au=g en w
u=0 eny

y del problema uniforme de Neumann

ou
—=0eny

{—Au+£u=gen w,f>0
dv

donde w abierto limitado de R™ con frontera y bien regular. Se utilizé el método
deductivo para demostrar las condiciones suficientes de existencia y unicidad
de la dificultad de variacion y la parte inductiva se contrasté mediante
problemas uniformes de Dirichlet y Neumann. En consecuencia, los resultados
a estas dificultades se han extendido a espacios de Sobolev de primer orden,
fijando una forma bilineal que satisface las condiciones del teorema de Lax-
Milgram. Estas dificultades variacionales se justifican principalmente por las
multiples aplicaciones en la ciencia y en la teoria de las incertidumbres sobre
los valores de contorno, lo que permite considerar nuevos problemas que
surgen en muchos campos de las matematicas aplicadas, como el mecanismo
de los cuerpos sélidos y métodos numéricos de aproximacion con

formulaciones débiles en EDPs.

Palabras claves: Espacio de Sobolev, Espacio de Hilbert, Dirichlet uniforme,

Neumann uniforme.



ABSTRACT
The purpose of this thesis is to establish the existence and uniqueness of the
solution of a variational elliptic problem in Hilbert spaces and apply its existence
and uniqueness to the weak formulation of the uniform Dirichlet problem

{—Au=g en w
u=0 eny

and the uniform Neumann problem

ou
—=0eny

{—Au+£u=gen w,f>0
dv

Where w open limited of R™ with Border y well regular. The deductive method
was used to demonstrate the sufficient conditions of existence and uniqueness
of the difficulty of variation and the inductive part was contrasted by means of
Dirichlet and Neumann uniform problems. Consequently, the results for these
difficulties have been extended to first-order Sobolev spaces, establishing a
theorem of bilinear form that satisfies the conditions of the Lax-Milgram
theorem. These variational difficulties are mainly justified by the multiple
applications in science and in the theory of uncertainties about contour values,
which allows considering new problems that arise in many fields of applied
mathematics, such as the mechanism of solid bodies and numerical

approximation methods with weak formulations in PDEs.

Keywords: Sobolev space, Hilbert space, uniform Dirichlet, uniform Neuman



CAPITULO |
INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

Afirmar que un problema asociado a una ecuacion diferencial parcial
(EDP) esta bien descrito es saber que la solucidon es Unica y depende
continuamente de la referencia del problema. Pero, ¢ qué es una solucién de
una EDP? ¢ Se deberia exigir que el resultado de una EDP sea infinitamente
diferenciable? Quizas seria mas conveniente requerir una EDP de un orden
dado que sus soluciones sean continuas infinitamente diferenciables.
Entonces, al menos, todas las derivadas que aparecen en la EDP existirdn y
seran continuas, aunque es muy probable que algunas derivadas de orden
superior no lo hagan. Esta reflexion de resultado sera lo que se denomina la
solucion tradicional de una EDP, que es el concepto mas razonable que puede
existir. Existen varias estrategias para resolver estas EDP: transformaciones
integrales, proceso caracteristico, métodos numéricos, formula de la
perturbacién y métodos de transformada de Fourier, con los que se podria
encontrar un resultado clasico. Este concepto de solucién tradicional ha sido
discutido desde el comienzo de las EDP Yy finales del siglo XVIII, que fueron
estudiadas por D'Alembert, Bernoulli y Laplace. Pero, llegé un momento en
gque este concepto cambid. Algunas EDPs se pueden resolver en el sentido
tradicional, pero muchas otras no. De manera general, notemos que existe una
EDP que no tienen soluciones tradicionales, sin embargo estan bien descritas
si se redefine el concepto de solucion, conocida como solucion extensiva o
débil.



Al dar forma a ciertos eventos materiales con aplicaciones de ingenieria,
las ecuaciones diferenciales parciales lineales y no lineales son mecanismos
matematicos muy utiles que ayudan a explicar las manifestaciones y predecir
su comportamiento. Esta tesis utiliza un razonamiento fisico matematico, la
ecuacion de las deformaciones de una membrana elastica en posicion de
equilibrio, formulada en Dirichlet, Neumann o problemas mixtos y determinada
en los espacios de Hilbert, lo que permite proponer un resultado débil o un
resultado generalizado. Se analiza la existencia, unicidad y caracterizacion de
este tipo de soluciones en espacios funcionales adecuados. Estos problemas
son aplicaciones de un resultado general demostrado por Lax-Milgram. Pero,
en todo este marco, es habitual formular las siguientes dificultades.

1.2. Definicion del problema de investigacion

1.2.1. Problema general
a) ¢ Bajo qué condiciones es posible establecer la existencia y unicidad de la

solucion del problema variacional eliptico en espacios de Hilbert?

1.2.2. Problemas especificos

a) ¢Bajo qué condiciones es posible aplicar la existencia y unicidad de la
solucién del problema variacional eliptico a situaciones de un problema
de Dirichlet uniforme?

b) ¢Bajo qué condiciones es posible aplicar la existencia y unicidad de la
solucion del problema variacional eliptico a situaciones de un problema

de Neumann uniforme?



1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo general
a) Establecer la existencia y unicidad de la solucion del problema

variacional eliptico en espacios de Hilbert.

1.3.2. Objetivos especificos

a) Aplicar la existencia y unicidad de la solucién del problema variacional
eliptico a situaciones de un problema de Dirichlet uniforme.

b) Aplicar la existencia y unicidad de la solucién del problema variacional

eliptico a situaciones de un problema de Neumann uniforme.

1.4. Justificacion de la investigacion

La tesis de investigacion sobre la existencia y unicidad de la solucion
del problema variacional eliptico en espacios de Hilbert se justifica
principalmente por las numerosas aplicaciones en ciencia y teoria de las
dificultades variacionales que representan, lo cual es una exposicion muy
natural de la teoria de las cuestiones de frontera que permite considerar
nuevas dificultades que surgen en muchos campos de las matematicas
aplicadas, como la dinamica de la materia sélida y los métodos de ecuaciones
numeéricas para la proximidad de resultados débiles de las EDPs. El éxito de
las ecuaciones diferenciales parciales radica en su capacidad para configurar
una amplia variedad de eventos materiales, ecoldgicos, bioquimicos y
financieros, entre otros. De manera similar, la principal herramienta
matematica utilizada para probar la existencia y unicidad de resultados débiles
en cuestiones variacionales elipticos es el teorema de Lax-Milgram, que
proporciona una base tedrica para el método de elementos finitos.

Actualmente, la formulacion variacional de dificultades elipticas en espacios



de Hilbert es un eje de investigacion en el campo de las ecuaciones
diferenciales parciales.



CAPITULO Il
FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Antecedentes de la investigacion

A principios del siglo XIX, la ciencia de la afluencia de calor se convirtio
en un tema de gran importancia practica, debido a las necesidades de la
fabricacion del acero, pero también al beneficio cada vez mayor de la
estructura interna del orbe, y especialmente el calentamiento dentro del
cuerpo celeste. No existe una forma directa de medir la calefaccion a miles de
kilbmetros o mas por debajo de la superficie de la tierra. Por lo tanto, las Unicas
medidas disponibles eran ambiguas y era sustancial comprender como se
produce la afluencia de calor a través de cuerpos de diferentes composiciones
(Ortiz, 2004).

En 1812, Joseph Fourier present6 un articulo sobre la afluencia de calor
a la Academia de Ciencias de Francia. El resultado de su trabajo es que si
extendemos el transporte del calentamiento de la serie de Fourier inicial
mediante una sucesion de funciones de seno y coseno, podemos leer
inmediatamente como es la afluencia del calor a través del cuerpo a lo largo
del tiempo. Fourier lo dio por sentado y ahi empezaron los obstaculos; algunos
de sus contemporaneos habian estado inquietos durante mucho tiempo por
este problema, por las ondas de radio, y estaban convencidos de que era
mucho mas dificil de lo que parecia (Morris, 1972).

La "funcion” delta de Dirac ha dado efectos extraordinarios a los fisicos,

gue la han utilizado en ciertos campos, especialmente en el mecanismo



cuantico. Estas indiscutibles “funciones” que operaron muy bien y dieron
buenos beneficios también fueron utiles en la teoria de la probabilidad y en
otras ramas de las ciencias formales y la fisica, pero estas “funciones” tenian
un pequefo problema: no subsistian, porque su descripcion y el “proceder” era

antagonico a la particularidad de las funciones (Usunariz, 2012).

Sergel Levovich Sobolev (1908-1989), en su obra “Nuevo proceso para
solucionar el problema de las ecuaciones hiperbdlicas normales”, present6 un
meétodo inédito de solucién de Cauchy para ecuaciones hiperbdlicas normales
(ecuaciones diferenciales parciales con valor inicial, sumando la ecuacion de
la onda). En este trabajo, Sobolev describe lo que por lo regular se denominan
espacios de Sobolev y presenta, entre otras cosas, los conocimientos de
funciones de prueba, funciones lineales, funciones generalizadas y derivadas,
resultados débiles, que son esenciales en el andlisis funcional y, mas

especialmente en la teoria de las distribuciones (Ortiz, 2004).

Para este concepto de solucion desconocido, Sobolev y Schwartz
(1915-2002) establecieron los renombrados espacios de Sobolev. Estos
espacios funcionales se sustentan en la abstraccion de derivada extensiva,
constituida por funciones integrables segin Lebesgue, ya que las derivadas
universalizado también corresponde a este espacio. Asimismo, estos espacios
se han convertido en un ambiente para el analisis de estudios de derivadas
parciales con dificultades variacionales elipticos en los que no se puede
obtener un resultado claro, sino que se analiza el proceder propio de la
existencia y unicidad de la solucion en derivadas parciales, importa saber
como se comportaran estos resultados, incluso si no conocemos su forma

expandida.



El teorema de Lax- Milgram fue mostrado por primera vez en 1954 por
Arthur Milgram y Peter Lax para respaldar la teoria de ecuaciones diferenciales
parciales que estaba en pleno auge en ese instante. Este teorema se emplea
en preguntas variacionales para la existencia y unicidad extendida de varias

dificultades de valores en la frontera que aparecen en las EDP (Ortiz, 2004).

En el marco de esta investigacion preliminar, se pueden descubrir
resultados débiles para la existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales
parciales. Asi tenemos a Chavez Machado Elfren, quien realizd la
investigacion sobre existencia de resultados débiles de un sistema eliptico no
lineal a través del teorema de Schauder, donde concluyé que las ecuaciones
elipticas no lineales y la ecuacion eliptica anisotropica configuran diversas
manifestaciones fisicas, por lo que es un resultado a tales ecuaciones. En este
trabajo, se demuestra la existencia de un resultado débil de las dos ecuaciones

aplicando el teorema del punto fijo de Schauder (Chavez, 2015).

De la misma forma, Torres Jaci Sandy efectud la investigacién de la
existencia y unicidad de la solucion débil de la ecuacion de Poisson con la
condicion de frontera de Robin, donde concluyé que, para aplicar el teorema
de Lax-Milgram, es imprescindible que la formulacién variacional reduzca el
objeto de estudio de forma bilineal y funcional, para adaptarlo al enunciado del
teorema y asi obtener un unico resultado débil (Torres, 2021).



2.2. Bases tedricas

2.2.1. Espacio normado
Definicion 2.2.1.1. (Campo)

Un conjunto K # ¢ se llama campo, si las operaciones de Suma y Producto

estan definidas K y satisfacen las siguientes propiedades:

i) ADICION +: K x K — K
(,b) »a+Db
a at+W+c)y=(a+4b)+c
b) a+b6=06+a
c) 310eK: 0+a=a, VaekK
d) VaeK3I—a € Kia+(—a)=0
ii) MULTIPLICACION *: Kx K —» K
(a,b) »axb
a) ax(Wx*xc)=(axb)x*c
b) axb =46+xa
c) Al1e K: 1*xa=a, VaekK
d Va#0,3lalraxal=1

iii) Propiedad distributiva del producto respecto a la suma
axb+c)=axb+axc

(Lazaro, 2017)



Definicién 2.2.1.2. (Grupo Abeliano)
Sea G un conjunto, y * una operacion sobre G que verifica las propiedades

i. (axb)*c=ax*x(b=*c¢), VabcE G

ii. 3e€Giexa=a*xe=aqa, Va€E(

iii. Va€g, 3a €Graxa' =a ' xa=e

iv. a*xb=D>b=xaq, Va,b€E G
Entonces (G,*) se llama grupo si satisface las propiedades (i), (ii), (iii) y si (G,*)
cumple las propiedades (i), (ii), (iii), (iv) se llama grupo abeliano o grupo
conmutativo.

(Jer6nimo, Sabia, Tesauri, 2008).
Definicion 2.2.1.3. (Accion)

Sean £ y F dos conjuntos. Una accién de £ sobre F es una funcion x:

EXF->F.

Notacion: = (E,F) =Ex*F

(Jerénimo, Sabia, Tesauri, 2008).
Definicion 2.2.1.4. (Espacio Vectorial)

Sea (I, +,*) un cuerpo, V un conjunto no vacio, + una operacion sobre V y
sea * una Accion de K sobre V. Decimos que (V,+,x) esta en K —espacio

vectorial si se cumplen las siguientes condiciones:

i) (V,+) es un grupo Abeliano.



ii) Accion *: K XV — V satisface
Q) ax(vr+vy) =axv;+axv, Va€eEK, Vo, v, EV
by (a+b)xvy=axv,+b v, Va, b €K Vv, €V
c) 1lxvy=v; Vv, €V

d (@*b)xvy=axbx*xvr)) Va b € K, Vv €V
(Jerénimo, Sabia, Tesauri, 2008).
Definicion 2.2.1.5. (Sub Espacio Vectorial)

Sea V un espacio vectorial-KK. Se dice que un subconjunto no vacioV; c V
es un subespacio vectorial de V si la sumay el producto de los escalares (de
V) son una operacién y una Accion sobre V, que lo convierten en un espacio

vectorial—K.
(Jerénimo, Sabia, Tesauri, 2008).
Definicion 2.2.1.6. (Métrica)

Una métrica sobre un conjunto V es una funcion d: VxV — R que asocia a
cada par ordenado de elementos v;, v, € V un numero real d(v4, v,), llamado
distancia de v; a v, tal que se cumplen las siguientes condiciones para todo

V1,0V, V3 EV.

I) d(vlfvl) = 0

i) Seawv; # v, entonces d(v,,v,) >0

i) d(vy,v,) = d(vy,v1)

iV) d(vlrv2) = d(UZl vl)

v) d(vy,v,) <d(vy,v3) +d(vs,v,) Vv, v,,v3 €V

(Lages, 2014).
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Definicion 2.2.1.7. (Sucesion de Cauchy en espacio métrico)

Una sucesion (v,) en un espacio métrico (V,d) se dice que es una sucesion
de Cauchy si paratodo § > 0 existe IV, € Ntal que n,m > Ny = d(vy, v ) <

6 0 equivalentemente d(vy,, vy, ) =0
(Lima, 2014).
Definicién 2.2.1.8. (Espacio Métrico Completo)

Si cualquier sucesion de Cauchy en un espacio métrico es convergente (V, d).

Entonces (V,4) se llama espacio métrico completo.
(Hasan, 2018).
Definicion 2.2.1.9. (Espacio Normado)

Un espacio normado es un par(V, |I-ll), donde V es un espacio vectorial—-R y
I-ll: YV - R es una funcion norma tal que para todo v,,v, € V y a € R verifica

las siguientes condiciones:

) llvill20yllnill=0 & v, =0
i) llavsll = lalllv4l

i) [lvg + vl <|lvqll + [[v2ll
(Kreyszig,1989).
Definicion 2.2.1.10. (Espacio de Banach)

Un espacio normado V se denomina espacio de Banach si cualquier sucesion
de Cauchy es convergente, es decir, ||v, — vyl — 0 cuando n,m — oo,
Y v, vm € V. (Hasan, 2018).

11



2.2.2. Espacios de Hilbert

Definicion 2.2.2.1. (Espacio Producto Interno o Espacio Pre Hilbert)

Supongamos que V es un espacio vectorial real. Entonces se dice que una
funcién, denotada por <> en Y XV en el campo subyacente R, es un
producto interno de elementos v,;,v,,v; €V si se cumplen las siguientes

condiciones:

) vy +v,v3) = (Vy,03) +(Vp,03), YV vy, 05,03 EV
i) (avy, vy) =alv,v,), Vv, v, EV ya €R
i) (vy,v,) =(v,vy), Vv,v, €7V
V) (v,v1)=0, Vv €V y (v,11)=0 v, =0
(Hasan, 2018).

Notacién: El producto interno se denota por V = (V,(.,.))

Definicion 2.2.2.2. (Sucesion de Cauchy en Espacio con producto

interno)

Una sucesion (x,) en un espacio de producto interno V se dice que es una

sucesion de Cauchy si, para § > 0 existe IV tal que
v, — vl = (v, — vy, — )% < 8 paran,m >N
Notacion: (v,1) es denotado por ||v||? es decir ||v|| = {v,v)}/?

(Hasan, 2018).

Definicion 2.2.2.3. (Espacio de Hilbert)

Si cualquier sucesion de Cauchy es un espacio producto escalar Ves

convergente, es decir, para v,,, v,, € H tenemos que (v, — v,V — V) = 0

12



cuando n,m — o, entonces existe v € H tal que (v, —v,v,—v)—0

cuando n — oo, Entonces H se llama un espacio de Hilbert.
Observacion 2.2.2.1.

i) Un espacio producto interno se denomina espacio de Hilbert si es

completo
(Hasan, 2018).

Definicion 2.2.2.4. (Vectores ortogonales)
Dos vectores v, e v, en un espacio de producto interno V son ortogonales,

denotados por v; L v, , Si{v,15) =0, Vo, v, €V
(Hasan, 2018).

Definicién 2.2.2.5. (Vectores ortonormales)
Se dice que un conjunto de vectores {1, 15, ..., v, } €n un espacio de producto
interno H es ortonormal si (m,v,») =6, , donde §,; es el delta de Kronecker,

5 _{0 Ssii # 4
% 1sii=y

(Hasan, 2018).

Teorema 2.2.2.1. (Teorema de la proyeccion)

Si V' es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert V, entonces
V=nNNT

(Hasan, 2018).

13



Definicién 2.2.2.6. (Operador lineal)

Sean V, y V, espacios vectoriales sobre el campo R. Un operador lineal es
una aplicacién 7: V; - V, tal que

i) T(vy +vy) =Tv + Tv,, Y v;,v, €DT)

i) T(avy) =aTv,Vv; €ED(T), Va€eR,

donde D(T) denota al dominio de la aplicacion 7.

Observacion 2.2.2.2.
i) SiV, =R, entonces el operador lineal g: V; - R se llama funcional lineal.
(kreyszig, 1989).

Definicién 2.2.2.7. (Funcional lineal acotado)

Un funcional lineal g: V; = R esta acotado si existe un nimero real K > 0 tal
que paratodo v € D(g) se cumple |g(v)| < K||v|l,,.

(kreyszig, 1989).

Definicion 2.2.2.8. (Funcional lineal continua)

Sea ¢:D(g) — R un funcional lineal. Entonces ¢ es continua si y solo si esta
acotado.

(kreyszig, 1989).

Definicion 2.2.2.9. (Espacio dual)
Sea V un espacio vectorial-R, se define el espacio dual (topolégico) de V,
denotado por V*, como
V*={g:V - R/ g eslineal y continuo}
(Brezis, 2010).
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Definicion 2.2.2.10. (Espacio bidual)

Sea X un espacio normado y X* su dual. El espacio bidual X** es el dual de
X,

(Brezis, 2010).

Teorema 2.2.2.2. (Teorema de representacion de Riesz)

Si g es una funcional lineal acotada en un espacio de Hilbert #, entonces
existe un unico vector v; € H tal que g(v) = (v,11), Vv E H.

Ademas, se comprueba ||g|| = [|v4]l.

(Hasan, 2018).

2.2.3. Espacios LP

Definicion 2.2.3.1. (Anillo de conjuntos)

Sea X un conjunto arbitrario, cualquier coleccion no vacia F c P(X) tal que
ABEF=>AUBEFy A\ BEZF sellama un anillo en X.

(Alegria, 2018).

Definiciéon 2.2.3.2. (Algebra de conjuntos)

Sea X un conjunto arbitrario, cualquier colecciéon no vacia a c P(X) tal que
ABeEa=>AUBEay X \AE a se llama un algebra en X

(Alegria, 2018).

Definicion 2.2.3.3. (Sigma Algebra)
Sea X un conjunto arbitrario. Se dice que un algebra a es un 2-algebra si:
i) X €a

i) A€a=>A€a
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iii)  Si (A)nen €S UNa sucesion de elementos en a, entonces

U A, Ea
n=1
(Alegria, 2018).

Definicion 2.2.3.4. (Espacio medible)

El par (X, a) donde X es un conjunto y a es un £ —algebra de X se denomina
espacio medible, y los elementos de a son un conjunto medible.

(Alegria, 2018).

Definicion 2.2.3.5. (Medida)
Una medida en un espacio medible (X, a), es una funcién positiva m:a - R
que satisface:

i) m(@)=0

ii) m es numerablemente aditiva. Esto decir, si A4, ..., Ay, ... Ea €S un

conjunto de elementos disjuntos cuya unién este en a, entonces
m (U An> = > mAy)
n=1 n=1
Observacion 2.2.3.1.
i) R =[—oo;+x] es la recta extendida
(Alegria, 2018).

Definicion 2.2.3.6. (Funcién medible)

Se dice que una funciéon g: X — R es medible o simplemente medible, si para
cualquier nimero real X el conjunto {x € X/g(x) > K} pertenece a una
¥ —algebra. (Bartle, 2007).
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Observacién 2.2.3.2.

i) Se dice que una propiedad se cumple en casi cualquier punto (c.£.p.), Si
los conjuntos de puntos donde no se cumple son de medida nula.

ii) De ahora en adelante w, denotara un subconjunto abierto de R™.

Definicion 2.2.3.7. (Espacio Lebesgue medible)
El espacio Lebesgue medible es definido por
L(w) = {g: w — R/ g es medible yfw lg| < oo}
Observacion 2.2.3.3.
i) En este conjunto, consideramos la relacion de equivalencia ~ dada por
g~ =g ="5n c.t.p.
i) Sig € L'(w), entonces la clase de equivalencia de ¢, denotada por [¢] es
el conjunto [¢] = {g € L} (w): g~~A}
(Bartle, 2007).

Definicion 2.2.3.8. (Espacio LP)
Sea p e R, 1< p <o, defina L (w): = {g: w — R}, donde g es medible y

|¢|# € L'(w), que es un espacio normado por la norma dada por

1/p
gl = [ f |g(x)|fﬂ]

(Bartle, 2007).
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Observacion 2.2.3.4.
i) El espacio L?(w) es un espacio de Hilbert para el producto interno
definido por

g1 = | gh

w

Definicion 2.2.3.9. (Exponente conjugado)
Sea 1 < p < . Decimos que g es el exponente conjugado de p si satisface:
1 1

—+==1
? 4

(Brezis, 2010)

Teorema 2.2.3.1. (Desigualdad de Holder)
Seang € L?(w) y £ € L%(w) con 1 < p < . Entonces g4 € LY(w) ¥

[ 1981 <lgl, a1,
w

donde p y g son exponentes conjugados.
(Brezis, 2010)

2.2.4. Espacio de distribuciones

Definicion 2.2.4.1. (Soporte compacto)

Sea g: w ¢ R™ — R una funcion. Se define el soporte de g como

sopp(g) = {x € w/g(x) # 0}

(Ruas, 2007)
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Definicion 2.2.4.2. (Espacio de funciones prueba)
Sea w c R" abierto. El espacio CZ°(w) se define como el conjunto de todas las
funciones pertenecientes a C*(w; R™) con soporte compacto contenido w, es
decir

CE(w) ={Y e C*(w; R™); Y = 0 sobre el contorno de w}

Observacién 2.2.4.1.

i) En particular una funcién y € C(w) es llamada funcién de prueba o test.
(Ruas, 2007)

Ejemplo 2.2.4.1.
Sea0 <& yy,: R - Rtal que

0 ,si|x| > &
Yy () = { 42

e +2-x2 si|x| < &
Mostrar que iz € CZ(w) espacio de funcién de prueba

Solucién
sopp Yy = {x € R: Yy (x) # 0}

={x eR:|x| < 4}

={xeR—b6<x< b}

={xeR—b<x< b}

sopp Yy = [—&, 4]
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{,2
m _ Pm(x)e #7-x?
Vs = o aymit
(&2—x?)
Por lo tanto Y4 € CZ°(w)

Definicion 2.2.4.3. (Convergencia en CZ (w))
Sea (y,,) € CZ(w) una sucesion. Se dice que (y,,) converge a y € CZ°(w) Si
existe un conjunto compacto X, c w tal que sop(y,,) € K, paracadan € Ny

y’,, = ' uniformemente en X, es decir
lim sup|L|J’n(x) > y'(x)|=0
N0 xex

(Ruas, 2007).

Definicion 2.2.4.4. (Distribucion)
Sea w c R" abierto. Se dice que 7" es una distribucion en o si T: € (w) — R,

es lineal y continua en el siguiente sentido: lim 7(y ,,) = 7 (), para cualquier
Mn—co

secuencia (y,,) que converge a y € C°(w).
(Ruas, 2007).

Definicién 2.2.4.5. (Espacio de distribucion)
Sea w c R" abierto. El espacio de distribuciones D(w) se define como el dual
de C(w), D(w) : = (CZ(w))", es decir,

D(w) ={T:C¢(w) » R, Tes tineat ¢y continual

(Ruas, 2007).
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Definicion 2.2.4.6. (Derivada generalizada o débil)
Sea w c R™ abierto. Decimos que ¢ € L}, .(w) es la derivada débil de orden 1

en w si existe una funcion 4 € L},.(w) tal que

L g = L A,

Para todo ¢ € C° (w).
Notacion: La derivada débil se denota 4 = g'

(Ruas, 2007).
2.2.5. Espacio de Sobolev #1

Definicion 2.2.5.1. (Espacio de Sobolev)
Sea I = (a,b). El espacio de Sobolev W?(I) es definida por

wi2(1):={g € L’(1); 34 € ’(D tal que [, g’ = — [, AY, Ve ci(D) }
Notacion: W2(1) = H1(I)

Observacion 2.2.5.1.

i) H() es el espacio de todas las funciones de L2(I) cuya derivada débil

también es una funcién de L2(I).
(Brezis, 2010).

Definicion 2.2.5.2. (}(w) espacio de Banach)

El espacio H'(w) es un espacio de Banach con norma definida por

1/2
Igllser: = (llglif + IVglif2)

(Brezis, 2010).
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Definicion 2.2.5.3. (#1(R) espacio de Hilbert)
El espacio H1(R) es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar esta definido

por
(g Ayspi: = (g A + (g, ATy = j (Gh + g'h)
R
(Brezis, 2010).

Definicion 2.2.5.4. ({3 (w) subespacio vectorial de H!(w))

El espacio H (w) es un subespacio vectorial de H*(w) definido por
Hy(w) := {g € Hy(w)/g = 0 sobre dw},

donde dw es el borde de w.

(Brezis, 2010).

Definicion 2.2.5.5. (Desigualdad de Poincaré)

Sea J un intervalo acotado, entonces existe una constante ¥, tal que

Igllwey < Kllg'llpey ¥ ¢ € Wy ()

(Brezis, 2010).
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CAPITULO IlI

METODO O PROCEDIMIENTO

3.1. Enfoque metodoldgico

En esta tesis, se utiliz6

el método Idgico deductivo para demostrar las

condiciones de existencia y unicidad del problema de variacion eliptica en

espacios de Hilbert y se contrasto la parte inductiva a través de las dificultades

homogéneas de Dirichlet y de Neumann.

3.1.1. Procedimiento del

método deductivo

Revision bibliogréfica

Se compone de libros y tesis sobre el tema.
Utilizando las consecuencias del analisis
funcional, distribuciones y espacios de Sobolev,
se ha propuesto resultados sobre la existencia y
unicidad de cuestiones eliptico variacional en los

espacios de Hilbert.

Deduccion Las reglas de deduccion logica se basaron en el
marco conceptual de la existencia y unicidad de
los resultados de preguntas variacionales
elipticas en espacios de Hilbert.

Analogia La forma de dificultad uniforme de Dirichlet se

comparé con la situacion de dificultad uniforme

de Neumann.




Generalizacién

La existencia y unicidad de los resultados de la
cuestion variacional eliptico se han divulgado en
teoremas y proposiciones apoyado en reglas de

deduccién logica y definiciones.
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CAPITULO IV

RESULTADOS
4.1. Descripcién
4.1.1. Problema variacional
En general, buscamos determinar una funcion v, a partir de un espacio de
funciones V que satisfaga la siguiente condicién: a(v,,v,) = g¢(v,), Vv, €V,
donde g es un funcional lineal definida en V y a es una forma bilineal definida
enV x V.

Definicién 4.1.1.1. (Forma bilineal continua)
Una forma bilineal en el espacio de Hilbert V
a:VxV—R,
(v1, V) = a(vy, v3)
es continua en V, si existe una constante X > 0 tal que
la(vy, v)l < Kllvgllllvell, Vv, v, €V
Definicion 4.1.1.2. (Forma bilineal coercitiva)

Una forma bilineal en el espacio de Hilbert V, a: V x V— R es coercitiva en

V si existe una constante K > 0 tal que

a(vy,v1) = Kllvll§, Vv, €V



Definicion 4.1.1.3. (Forma lineal continua)

Una forma lineal es continua en el espacio de Hilbert Vsig(v;) < |lv4lly,V v, €
V.

Donde g € V* (o dual V).
Teorema 4.1.1.1. (Teorema de Lax-Milgram)

Sea V un espacio de Hilbert y a: V xV — R una forma bilineal, continua y
coercitiva. Entonces, para cada g € V * existe un Unico v, € V que satisface la
ecuacion

a(vy,v;) = g(v,), Vv, €V

Demostracion:

La prueba se desarrollara a cabo en dos etapas:

Existencia:

Sea v, € V un elemento fijo. El funcional g, : V — R esta definido por
G, (v) = a(v,vy), v eV

1. Afirmacion: El funcional g, definido es lineal y continuo, es decir g, €

V *. En efecto, para v5,v, €EVY S,,0, € R tenemos
Goy (Brv3 + Povs) = a(frvs + frvy, )
= Bra(vs, vo) + fra(vy, vo)

= .Blg‘vo (’0/3) + ,Bzg‘vo (’0/4)
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Ademas, dado que a es acotado, se sigue que

@00l = llalvo, M)llv: < Kyllvllvllvolly = Kl lly,

donde X := X, [|vylly , Se deduce que g, € V".

Ademas, por el Teorema 2.2.2.2. (teorema de representacion de Riesz) se

sigue que existe un anico 13, € Vtal que
“(4’0;4’2):“’39.’1’2), v €V
El operador 7: V — V esta definido por Tv, = 13, vy €V. Se sigue que

a(vy,vy) = (Tvy,v,), wv,v, €V

2. Afirmacién: El operador definido T es lineal y acotado. De hecho, sean

3,14 €V y B, B, € R, entonces, para cada v, € H, tenemos
(T (Brvs + Bova), v2) = a(Byvs + By, v3) = fra(vs, v3) + fralva, v3)
= (B Tv5 + BT vy, 15), 0 que implica la linealidad de 7.
Ahora, teniendo en cuenta que a sta acotado, se sigue que
TN = (Tv1, Toy) = a(vy, Try) < KllvllylITv1lly

Entonces ||Tv|ly < K || |ly para todo v, € V. Luego, el operador T esta

acotado.

3. Afirmacién: El operador T es inyectivo y el rango de 7, R(T") es cerrado en
V. En efecto, usando el hecho de que la forma bilineal a es coercitiva,

tenemos
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jC||’lf1||\%/ < a(vy, 1) = (Tvy, 1) < ||Tvqllyllvilly , 1o que implica
Kllvylly < [[Tv4]ly.

Luego, si v; € N (T), entonces v; = 0. Entonces NV (T) = {0}; es decir, T es

inyectiva.

Afirmacién: R(T) esta cerrado. De hecho, sea (v,) € V una sucesion tal

que Twv,, — v cuando n — oo. En la desigualdad tenemos que si
7C||’Vn—"fm||w3 ”T/mn_T/mm”W' n,meN,n>m

Cuando n,m — oo, se sigue que (v,,) es una sucesion de Cauchy, y dado
qgue V es un espacio de Hilbert (en particular, es completo) existe v, € V tal
que v,, — 1, cuando n — oo, Dado que 7:V — V es continua, se deduce
que v, =Twv, €V, para algunos v, € V. Por lo tanto, el rango de T es

cerrado en V.

4. Afirmacién: R(T) =V. De hecho, supongamos lo contrario, dado que
R(T) esta cerrado en V, existe un elemento distinto de cero v5 € V tal que

v3 € R(T)*. De esto ultimo, se sigue que
Kllvslly < alvs,vs) = (Tvs,v3) =02 13 =0
Lo cual es contradictorio. Entonces R(7") = V.

5. Afirmacién: Se verifica la identidad a (v, v,) = ¢(v,), Vv, € V. En efecto,
aplicando nuevamente el Teorema 2.2.2.2.(teorema de conceptualizacion

de Riesz) se tiene que existe un unico 13, €V tal que

g(vy) = (v3,v3), VYV, €V
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Como el operador T es biyectivo, se deduce que existe 1; € Vtal que Tv, =

3. Entonces
4(4’1:’”2)=<T4’1’”2)=(4’3g,4f2):g»(4f2), v €V
Esto garantiza la existencia v, € V satisfaciendo a(vy, v,) = g(v,), Vv, €V

Unicidad:

Supongamos que existen elementos v y 1, pertenecientes a V tales que para

todo v, € V comprobamos que
a(vs,vy) = g(vy),  alvy,vy) = g(vy)
Restando las desigualdades, se sigue que
a(vs — vy, 1v,) =0, Vv, €V
Poniendo v, = ©3 — v, Y teniendo en cuenta que a es coercitiva, obtenemos
Kllvs —wll; < alvs — v, v3—1,) =0
Lo que implica la unicidad ya que v5 = v.

4.1.2. Problema Homogéneo de Dirichlet
Consideremos el problema de Dirichlet homogéneo

{—A/u=g en (4.1)

u=0eny
donde ¢ € L?(w), w es abierto limitado de R" con Frontera y bien regular.

Multiplicando la primera ecuacion (4.1) por una funcién generalizada en w,

se obtiene, por medio de la formula de Green:
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Problema variacional

Zn:j‘ ou avd _f q 42
. axi.axix—mgvx (4.2)

Proposicién 4.1.2.1. Si se cumple el problema (4.2), existe una Unica

solucion débil « € H§ (w) para (4.1).
Demostracion

Afirmacioén: a(u,v) = g(v) para todo v € Hy (w). De hecho, al definir

alu,v) =YL, [ 27“ %d , g(v) = [ gv dx.Lasformas a(u,v)y g(v)

con g € L?(w) verifican las condiciones del Teorema de Lax-Milgram. Es

decir,
)] a(u,v) es bilineal. En efecto, sean 5,5, € Ry w,v,w €V, luego
d + d
a(ﬁ1u+ﬁ24rw)—ZJ By w 'Bzv)ajjdx
Xi i

_Zn:j ( ou ) awd
B i J Prom: d0x; '82 0x;/ 0x; *
ZJ ou dw ov 6w>d
Ao dx; axl +Fa d0x; 0x; *

_ i[ ou ow avaw
_ﬁli_l o 0% 0x;

Bxl

30



= ﬁla'(/u’r ’l)’) + ﬁzd(’bb, /lf)

Por la linealidad de la otra componente, tenemos

oud(BLv + B, w)
axl 0x;

Z f OW) q

axl 6x1 +Fa dx; *
Z J‘ ou ov ou 6w> q
Piom d0x; 6x1 +Fa d0x; 0x; *

ou ov - ou ow
—ﬁlzf 5 5 o Sl

~Jw axi axi

d(u»ﬁ1”+ﬁzw)=zn:f

= pra(u,v) + fra(u, w)
Por lo tanto, a(u«, 1) es bilineal.

i) a(u,v) es continua en H}(w). En efecto,

ou 60 .
< =
la(u, vl Z] E)xl (’)xl Zl:f |ax1| |6x1|

donde (") es el producto escalar en L?(w) .

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos
1

Ia(u,v)lsii(]w a—xizdxf(fw a_xiz
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(Sl (Sl ) -

1
2 2 2 2
2 ou 2 ov
s<|u|Lz Py, |2 ) <|«r|Lz Fyn |2 )
(w) L(w) () L(co)

Es decir, |a(u,v)| < ||u||}[&(m)||4f||}[&(m). Entonces a(u, ) es continua en

Hi(w).

i)  a(u,u) es coercitiva en Hy (w). De hecho, sea « € HJ (w). Entonces

tenemos

alw,u) = Z |(')ac1 12

2 _ 2
o S, po B
= 1
= (%, + )Z|a -

. . 1
Es decir, existe K =
Ki+1

L2 z |6x1

= (K; + Da(u,u)

)

2
Liw)

||u||ﬁ(1m). Entonces a(u, 1)

es coercitiva en HJ (w).

iv)  Afirmacién: g € (H](w))'. en efecto, sean B;,5, €E Ry u, v € H} (w),

entonces

g(Bru + Brv) = f g(Bru + prv) dx
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= ﬁlf gudx +ﬁ2f guvdx
w w

= p1g(u) + frg(v)
Es decir, g es lineal.

Asi mismo, de la desigualdad de Cauchy —Schwartz, es decir,

lg ()| =

| gvae| <lghs by, = Hilgl, Mol

Usando la desigualdad de Poincaré, se tiene
lg(n)] < 7C1|9’|wa)”’lf||g{01(w)
Luego, como ¢ € L?(w) se tiene
|g()] < Kllvllzep (-
Es decir, ¢ es continua. Entonces g es una forma lineal continua en #; (w).

Las formas a(u, v) y g(v) satisface las condiciones del teorema 4.1.1.1.
Por lo tanto, existe una Unica solucion débil « € Hg (w) tal que a(u,v) =

g(v), Vv € Hi(w), es decir

zn:f ou 9v 4 —f dr, Vv €H]
2], o, 9%, x = wgv x, v o (w)
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4.1.3. Problema de Neumann homogéneo

Consideremos el problema homogéneo de Neumann

—AM+Pu =g en w, £>0

ou 0 (4.3)
gy Y

donde g € L*(w), w es abierto limitado de R™ con frontera y bien regular.

Multiplicando la primera ecuacién (4.3) por una funcién generalizada en w y

usando la férmula de Green, se obtiene:

Problema variacional

ij 01 0V et o d f d £>0 4.4
2 oz, (’)xlx m’bL’U’ x = mgv x, (4.4)

Proposicion 4.1.3.1. Si se cumple el problema (4.4), existe una Unica

solucién débil « € H1(w) para (4.3).
Demostracion

Afirmacion: a(u,v) = g(v), paratodo v € H1(w). De hecho, al definir

zf O 0V et e d f d €12
a(u,v) = axl o, x w/mr x, g(v) = ) gv dx, g (w)

Las formas a(u, v) y g(v) verifican las condiciones del teorema de Lax-

Milgram. Es decir:

)] a(u,v) es bilineal. En efecto, sean 5,8, € Ry w,v,w €V, luego
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d(Bru + ov) ow
axi 6

a(fyu + Byv,w) = Zn:f dx + {’f (B1u + Bv)wdx

ji=1 " ®

i:lf (ﬁlaxl 'Bza )?3

_ j‘ ( 6u6w+ 6/&6 )d +€f N q

n

=]

i=1

_ g, n fw (gz ZZ ) dx + B, zn: L (2—;: ZZ) dx + B, <e L uwdx)
i i=1
+ > <{’j vwdx)
= b (i fw (ZZI g/j:) dx + ¢ fw uwdx)
+ B, (Zn: J (Z“ Zw) dx + ¢ f vwdx)

i=1 @

= Bra(u, w) + Bra(v, w)

Por la linealidad de la otra componente, tenemos:

91 0By +
6:;1 (ﬁ”f Pawr )dxwfw w(Bywr + Byuwr)dx

alut fr + ) = 2 |

_ zn: f ou (,81 5 e g:) dx + ¢ f (Buww + Byuw)dx
i=1 @

axl
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n

J‘ ( ou 64r+ ou ow )d +€f N q
- B1 d2x; 0, B2 5— dx; 0% “4 (Byuv + fruw)dx
1=

0 [ (G2 arrnY [ (22 aws (e[ wvar)

i=1 i=1 " ®

+ B, (fj uwdx)
= b (:1 f ((634;:1 g:) dx + t’f uvdx)
+ B2 (zn: j <gu Z/W) dx + {’j uwdx)

i=1 " ®

= pra(u,v) + fra(u, w)
Por lo tanto, a(u,v) es bilineal.

i) a(u,v) es continua en H!(w). En efecto,
ZJ ou ov
0x; 0x; dx
n
<
_ZJ |6x1| |axl|dx+{’f | |dx
=

Donde (.,.) es el producto escalar en L?(w). De la desigualdad de Cauchy-

{’J uvdx| <

w

la(u,v) | <

Schwartz se obtiene
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n 1 1
Ia(u,v)lsz <f |%2dx>2<f %2 )2
i=1 e ! @ !
1 1
+€<f |e|? dx)2 (f | |? dx)2

+ 2ul? 2,
<Z|6xl Lz > <Z| lL2 ) |/M/|L(w)|/v,|1‘(w)
< ul ZI R ZI

- <|M|L(m> + 0x; ) (lvlL( ) + 0x; 2,

Es decir, |a(u,v) | < fllullH%m)llvllH%m), ¢ > 0. Entonces a(u, v) es continua

LZ

en H1(w).

i)  a(u,u) es coercitiva en H1(w). De hecho, sea « € H!(w). Entonces

tenemos
a(u,u) —Z| +£’|u|iz
0x;il | 2 (@)
()
En particular £ = 1, tenemos

2
u u + Z | =a(u,u
luallfy, = el Gl T )

Es decir, existe X = 1 tal que a(u,«) = ?Cllullﬁ% . Entonces a(u, 1) es

coercitiva en H1(w).
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iv)  Afirmacion: g € (}[1(0)))'. En efecto, sean f,,5, ERY u, v €

H'(w), entonces

g(Bru + Brv) = j g(fru + Brv) dx

= [4 f gudx + [, f guvdx
w w

= f1g(u) + frg(v)
Es decir, g es lineal.

De manera similar, de la desigualdad de Cauchy — Schwartz, tenemos

= <
lg ()l <lgliz, lvlez

f guvdx
w

Usando la desigualdad de Poincaré, se tiene
90| < Kalgliz, ol
Luego, como g € L?(w) se tiene
l9()| < Kllwlly,

Es decir, ¢ es continua. Entonces g es una forma lineal continua en H(w).
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Las formas a(u,v) y g¢(v) satisfacen las condiciones del teorema 4.1.1.1.
Por lo tanto, existe una Unica solucion débil « € H!(w) tal que a(u,v) =

g(v) Vv € Hl(w), es decir.

ou ov
Z.f — . —dx+ 7 /mrdxzf gvdx Vv € Hl(w),? > 0.
=i Jo axi axi ® ®

39



CAPITULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Uno de los objetivos de esta tesis fue establecer la existencia y unicidad
de la solucion de cuestiones eliptica variacionales en espacios de Hilbert y
aplicarlo a situaciones de problemas uniformes de Dirichlet y de Neumann. El
resultado de estos problemas variacionales se da en espacios de Sobolev
mediante el teorema de Lax-Milgram en el que las formas bilineales son
continuas y coercitivas sobre un espacio de Hilbert, las cuales estan
representadas por elementos del dual de dicho espacio. Para la demostracion,
nos hemos basado en un gran porcentaje en el resultado del teorema de
Riesz. Este estudio coincide con lo alcanzado por otros matematicos.

Para el problema de Drichlet uniforme con una condicion de frontera
regular, es una dificultad bien definido, es decir, existe una solucion y es Unica.
En otras palabras, hemos obtenido un resultado que pertenece al espacio
H¢(w). Esto indica que es un resultado débil, demostrando que a(u,v) =
g(v) para todo v € H}(w) tal que a(u,v) satisface las condiciones
bilinealidad, continuidad y coercitividad del teorema 4.1.1.1. Asi, el funcional
g(v) es una forma lineal continua en Hg (w).

Asimismo, el problema de Neumann uniforme con una condicion de
frontera regular, es un problema bien definido, es decir, existe una solucion y
esta es Unica. En otras palabras, hemos obtenido un resultado que pertenece
al espacio H1(w), esto indica que es un resultado débil, demostrando que
a(u,v) = g(v) para todo v € H'(w) tal que a(u,v) satisface las
condiciones del teorema 4.1.1.1., es decir, es bilineal, continua y coercitiva.
Asi, el funcional g (+) es una forma lineal continua en H*(w).



CAPITULO VI
CONCLUSIONES

6.1. La existencia y unicidad de la solucién del problema variacional eliptico se
presenta, mediante un resultado de los espacios de Hilbert a través del
teorema 4.1.1.1.

6.2. La existencia y unicidad de solucion de significado débil para el problema
eliptico uniforme de Dirichlet se establece por la proposicion 4.1.2.1.

6.3. La existencia y unicidad de solucién de significado débil para el problema
eliptico uniforme de Neumann se establece por la proposicién 4.1.3.1.



CAPITULO VII
RECOMENDACIONES

7.1. Seria de gran interés estudiar la extension del teorema de Stampacchia,
gue da lugar a la teoria de las desigualdades variacionales.

7.2. Seria muy interesante estudiar la existencia de una dificultad eliptica de
Kirchhoff donde el tema no lineal es localmente coercitivo y no uniforme.
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