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RESUMEN

Este informe de tesis tiene como objetivo demostrar la generalizacion del
operador de integracion ordinario de Cavalieri-Fermat al operador de integracion
de Riemann-Liouville de orden no entero en un intervalo [a,b] € R que
actualmente es de interés para la investigacion y sus aplicaciones en economia,
ciencias de la vida, ingenieria y otras ciencias aplicadas. En este caso,
presentamos la teoria basica de las diferentes aproximaciones del operador de
integracion de orden entero, utilizando la funcién Euleriana Gammay el problema
de Cauchy; que se utiliza en la generalizacion del operador de integracion a partir
de la integral iterada n-ésima entera de una funcion real que tiene n-ésima integral
iterada. De manera similar, usamos el método deductivo para la demostracion del
problema de Cauchy. Asimismo, esta teoria se ha aplicado al andlisis del
operador de integracibn no entero de funciones reales: constante, potencia,
logaritmo y exponencial. Finalmente, utilizando el método inductivo se ejemplifico

usando las propiedades de la integral no entera de Riemann-Liouville.

Palabras claves: Operador de integracion Riemann-Liouville, operador de
integracion Riemann-Liouville de la funcién constante, operador de integracion
Riemann-Liouville de la funcién potencia, operador de integracion Riemann-
Liouville de la funcién logaritmica, operador de integracion Riemann-Liouville de

la funcién exponencial.
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ABSTRACT

This thesis report aims to demonstrate the generalization of the ordinary Cavalieri-
Fermat integration operator to the Riemann-Liouville integration operator of non-
integer order on an interval [a, b] c R that is currently of interest for research and
its applications in economics, life sciences, engineering and other applied
sciences. In this case, we present the basic theory of the different approximations
of the integer order integration operator, using the Eulerian function Gamma and
the Cauchy formula; which is used in the generalization of the integration operator
from the nth integer iterated integral of a real function having nth iterated integral.
Similarly, we use the deductive method for the proof of Cauchy's formula. Likewise,
this theory has been applied to the analysis of the non-integer integration operator
of real functions: constant, power, logarithm and exponential. Finally, using the
inductive method, it was exemplified using the properties of the non-integer

Riemann-Liouville integral.

Keywords: Riemann-Liouville integration operator, Riemann-Liouville integration
operator of the constant function, Riemann-Liouville integration operator of the
power function, RiemannLiouville integration operator of the logarithmic function,

Riemann-Liouville integration operator of the exponential function.
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INTRODUCCION

La integral no entera se ocupa de las investigaciones de los denominados
operadores de integracion de orden no entero sobre dominios de funciones reales

y de la investigacion de sus aplicaciones.

Desde el célculo de la integral de Cavalieri y Fermat hasta la integral no entera
tiene en su haber una larga historia y ha sido objeto de interés por grandes
matematicos, por ejemplo, Euler ,Laplace ,Fourier ,Liouville ,Riemann ,Laurent,
Hardy o Littlewood .Sus origenes se remontan al afio 1695,donde se tiene la

primera referencia escrita debida a la carta que L’Hopital dirige a Leibniz.

El propoésito de este informe de tesis es determinar la generalizacion del
operador de integracién entero de Cavalieri y Fermat al operador de integracién
no entero de Riemann-Liouville. Se empleé el método inductivo-deductivo para
extender a una clase mas amplia de funciones las proposiciones de los
operadores de integracion no entera haciendo uso de las funciones Eulerianas y
el andlisis de Cauchy. Como resultado se determina que el operador de
integracion de Riemann-Liouville es una extension del operador de integracion
Cavalieri y Fermat; se extienden también los operadores de integracion Riemann-
Liouville de la funciones reales :constante ,potencia ,logaritmo ,exponencial. Asi
mismo ,la extension del operador de orden no entero de RiemannLiouville se
justifica porque permite aplicar su teoria a operadores de derivacion arbitraria y a
las ecuaciones diferenciales no entera de Riemann-Liouville, teoria de la

probabilidad, estadistica, teoria electromagnética y teoria de fluidos.



CAPITULO |
EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Descripcién de la realidad problematica

El célculo integral no entero se ocupa del estudio de los denominados
operadores de integracion Riemann Liouville sobre dominios de funciones

reales o complejas.

El calculo integral no entero, conocido como célculo integral fraccionario,
es una rama del andlisis matematico, destinado a extender el célculo integral
entero a una clase mas amplia de funciones, como propusieron de forma

independiente Cavaliere -Fermat.

La nocion de extender los operadores de integracion de Cavaliere a los
operadores de integracion de Riemann-Liouville es practicamente tan antigua
gue aparecio con el nacimiento de la propia integral de Cavaliere-Fermat. La
primera notacion de la integral fue realizada por el mismo Gottfried Leibniz,
posteriormente surgiria la notacion de Harold Thayer Davis de la integral iterada
O f(x) , y surgirian las siguientes cuestiones: ¢Cual seria el analisis de
sustituir —n por un namero racional?, a lo que muchos ilustres matematicos
responderian con una lucidez que esta aparente discusion permitiria mafiana
sacar interesantes y Utiles deducciones. Es por este hecho positivo que a este
conocimiento se le denominé de manera inédita el nombre de integral no
entera, siglos después se extendid a la siguiente pregunta: ¢Qué sentido
tendria sustituir n por un namero irracional ,fraccional o complejo?, lo que lleva
a una respuesta asertiva, para la cual el operador de integracién no entero de
Riemann-Liouville es el mas apropiado. Pero, en cualquier entorno, es natural

plantear los siguientes problemas.



1.2. Definicion del problema

1.2.1. Problema general
¢Bajo qué condiciones determinar la extension del operador de integracion
entero al operador de integracion de orden no entero?

1.2.2. Problemas especificos

a) ¢, Bajo qué condiciones determinar la extension del operador de integracion
entero al operador de integracion de orden no entero v de la funcidn
constante?

b) ¢ Bajo qué condiciones determinar la extension del operador de integracion
entero al operador de integracion de orden no entero v de la funcién
potencia?

c) ¢, Bajo qué condiciones determinar la extension del operador de integracion
entero al operador de integracion de orden no entero v de la funcion
logaritmo?

d) ¢ Bajo qué condiciones determinar la extensiébn del operador de la
integracion entero al operador de integracion de orden no entero v de la

funcién exponencial?

1.3. Objetivos de la investigacion
1.3.1. Objetivo general
Determinar la extension del operador de integracién entero al operador de

integracion de orden no entero.

1.3.2. Objetivos especificos

a) Determinar la extension del operador de integracion entero al operador de
integracion de orden no entero v de la funcion constante.

b) Determinar la extension del operador de integracion entero al operador de
integracion de orden no entero v de la funcién potencia.

c) Determinar la extension del operador de integracion entero al operador de
integracion de orden no entero v de la funcién logaritmo.

d) Determinar la extension del operador de integracion entero al operador de

integracion de orden no entero v de la funcién exponencial.



1.4. Hipétesis de la investigacion
1.4.1. Hipé6tesis general
Se puede determinar la extension del operador de integracién entero al
operador de integracion de orden no entero.
1.4.2. Hipdtesis especificas
a) Se puede determinar la extension del operador de integracion entero al
operador de integracion de orden no entero v de la funcion potencia.
b) Se puede determinar la extension del operador de integracion entero al
operador de integracion de orden no entero v de la funcion potencia.
c) Se puede determinar la extension del operador de integracién entero al
operador de integracion de orden no entero v de la funcién logaritmo.
d) Se puede determinar la extension del operador de integracién entero al

operador de integracion de orden no entero v de la funcién exponencial.

1.5. Justificaciéon y limitaciones de la investigacion

El presente informe de tesis es un problema sobre la extension del
operador de integracion entera al operador de integracién de orden no entero
de Riemann-Liouville la que se justifica porque permitira aplicar su teoria a
operadores de derivacion arbitraria y a las ecuaciones diferenciales no entera
de Riemann-Liouville, teoria de la probabilidad, estadistica, teoria
electromagnética y teoria de fluidos. Asi como también a establecer la
organizacion del pensamiento, propiedades y reglas de la integral no entera
para que sea una investigacion auto contenido e inteligible que pueda tener
utilidad como referencia futura a los investigadores y estudiantes de las ciencias
formales y facticas como economia, las ciencias de la vida, la ingenieria y otras

ciencias aplicadas.



CAPITULO I
MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del problema

Es en 1738 que aparece la primera ampliacion de la derivada entera de
la mano de Euler, quien observa que el resultado del analisis de la derivada de
orden entero de la funcién potencia tiene un significado para el orden no entero
[7]. En 1820, Laplace propuso la nocion de diferenciacion de orden no entero para
funciones que pueden manifestarse como una integral [13]. Posteriormente, en
1819, Lacroix, siguiendo la idea de Euler, dio la formula exacta para un proceso
sistematico y continuo de la derivada de medio orden para la funcion potencia [12].
Finalmente, en 1822, Fourier sugiri0 utilizar la derivada no entera como una

definicion a partir de un punto de integrales iteradas [8].

Se considera que el calculo no entero comienza con las investigaciones
de Liouville publicadas entre 1832 y 1835, lo que lo convierte en el padre del
célculo no entero. Una de las definiciones que ofrece Liouville se basa en la
férmula para derivar una funcién exponencial y adapta su definicion a la derivada

no entera [14].

En 1876, se publico el desarrollo de Bernhard Riemann de una teoria de
operaciones no enteras que utilizé una extension de una serie de Taylor para

deducir su problema para operadores integrativos no enteros [19].

En 1974 aparecio el primer texto de la integral no entera de Oldham-
Spanier dedicado integramente al calculo no entero, ambos investigadores

conocedores en electroquimica [17].



En 1993 apareci6 la monografia Samko-Kilbas-Marichev, que es la mas
amplia y completa obra escrita sobre el calculo no entero y sus aplicaciones a la
teoria de funciones y a las ecuaciones diferenciales e integrales [20].

Otro estudio dedicado a la integral no entera es el texto de Miller-Ross [15] que
introduce el célculo no entero y un estudio formal pero interesante de las
soluciones explicitas de ciertas ecuaciones diferenciales de orden no entero. Un
estudio de operadores integrales no enteros y sus aplicaciones en la teoria de
funciones especiales y transformadas integrales por Kiryakova (1994) [11].
Nishimoto (1984) [16], Miller-Ross (1987) [15] estudia las propiedades
fundamentales de ciertos operadores de diferenciacion e integracion no enteros

en un dominio complejo.

Finalmente, la investigacion que se enmarca dentro del campo del célculo
no entero y que pretende ser una introduccion al estudio de las ecuaciones
diferenciales enteras de orden no entero asociadas al operador de Riemann-
Liouville es el texto de Blanca Bonilla, Anatoly Kilbas y Juan Trujillo [4].

2.2. Bases teodricas
2.2.1. Funcién Gamma Euleriana
Definicion 2.1. (Funcién Gamma Euleriana)

Sea x; un numero positivo. La funcién real Gamma Euleriana

v:(0,+) - R definida por y(x;) = f0+°°e‘5 s*171ds se denomina funcién

Gamma Euleriana.
a) Propiedad. y(1) =1
Prueba

Por definicion de la funcion Gamma Euleriana se tiene:
+00
y(x1) =f e %s¥171ds
0
b

= lim | e ®ds
b—+c0
0

= lim [(—e™?) + 1]

b—+co

=—-e"+1
y() =1



b) Propiedad. y(%) =n'l2

Prueba

Por definicion de la funcion Gamma Euleriana se tiene:

+00
1 1,
Y(E) = f e *s2 “ds
0
+00
1
=f e s 2ds
0
Cambio de Limite de integracion
variable
s = Xq s=0->x,=0
ds = 2x1dx; 5 =400 - x; =+
+00
— [ e @
0
+00
= 2] e~xi dx,
0
1 +00 +00
[y (E)] = 2f e~xi dx, 2[ g% dx,
0 0
+00 +00
—(4] [ etied dxax,
0 o0

Cambio de variable

Limite de integracién

TZ

5 _o(xg =1cos(0)
=Xt {xz = r sen(0)

T
{rcos(@):OS0<§

rsen(0) > 0<r <+

+00

f e~ r. drde
o /

S nIa

.
X

o — iy

1d9
>




1 2
()] =
1
v(z) ="
c) Propiedad. y(x; +1) =x; y(x1),x; >0
Prueba

Por definicion de la funcion Gamma Euleriana se tiene:

+ oo

y(xs +1) = f e ss¥1t1-1(gg

0

d
= lim fe‘s s¥1ds
d—+oo
0
Integracién por partes
u =g dv = e %ds
du v=—e"®
= x;5°171ds
d
= lim —se‘5|8+fe‘5x1 s*171dg
d—-+oo
0
d
d*1
= lim ( d)+x1 lim fe‘s 17 1dg
d—+oo \ € d—+oo

0
+ 00

= xlj e %s¥171(ds
0

y(xy + 1) = x17(xq)

d) Propiedad. Six; es un entero no negativo, entonces y(x; + 1) = x;!

Prueba

Parax; =0=>vy(0+1) =y(1) = f0+°°e‘551‘1d5 = dliT fode‘sds =1=0!

Hipoétesis inductiva: Sik =m = y(k+ 1) = k!
Afirmacion: x; =k+1=vy(k+2) = (k+1)!

En efecto,sabemos que:y(k+ 1) = ky(k),k >0
y((k+1D)+1)=(k+Dyk+1) =k+Dk! =(k+1)!
Por tanto y(x; + 1) = x4! Vx, EZS



_IX2X5X7X--X(2m-1VT

e) Propiedad. y(m +§) =

Zm

Prueba

(e =(m- )
(- )

- (zmz_ 1) (zmz_ 3) (Zmz_ 5) o

N (Zm - (2m - 1))Y <2m - (2m-— 1))

2 2
2Zm—1\ /2m -3\ /2m —5 5 3 1
:( 2 )( 2 )( 2 )X'"XEXEXEX‘E
1\ 1xX3X5x7%X--Xx(2m-—1DVr
Y(m E)z om

2.2.2. Gréfica de la Funcion Gamma Euleriana con el Software Laboratorio

de Matrices

>> syms x1;

>> ezplot (gamma (x1),[-5,5]),
>> grid on

>> xlabel ('x1")

>> ylabel (‘(Gamma(x1)')

>> title (‘Funcion Gamma')

Funcién Gamma

-
g
-
s\

n
|

]

Figura 1: Funcibn Gamma de Euleriana

Fuente: Elaboracién propia con el Software Laboratorio de Matrices



2.2.3. Tabla de Valores de la funciobn Gamma Euleriana con el Software

Laboratorio de Matrices

Tabla 2.1: Valores de y(x;)
+00
y(xy) = f e *s*171ds, x; > 0
0

(1) 1.7725 ...
Y\2

(E) 0.8862 ...
Y\2

(g) 1.2254 ...
Y\2

(E) 1.1288...
Y\6

(Z) 0.9277 ...
Y\6

(1) 2.6789 ...
Y\3

(ﬂ) 0.8930...
Y\3

(E) 0.9407 ...
Y6

Fuente: Elaboracion propia

e ey, ., . . + _ —
Por definicién de la funcibn Gamma Euleriana se tiene y(x) = fo e s 1ds

Luego, se obtiene los siguientes valores de la tabla 2.2.1, usando el software

Laboratorio de Matrices:
o 1
a) y(%) = f0+ e *s zds

>>Syms s ;

>> y=exp(-s)/sqrt(1/s);
>> int (y,0,inf)

ans = pin(1/2)
>> piN(1/2)

ans =1.7725...

10



b) y(%) = f0+°°e‘5 s2ds

>> Syms s;
>> y=exp(-s)*(s"(1/2));
>> int (y,0,inf)
ans = pi’(1/2)/2
>> piN(1/2)/2
ans = 0.8862...

c) vy (3) = f0+°° e~ s 3ds

4

>> syms s;
>>y=exp(-s)/(s"(-1/4));
>> int (y,0,inf)

ans = gamma(3/4)
>> gamma(3/4)

ans = 1.2254...

d) y(g) = f0+°°e‘55_%ds

6

>> Syms s;
>>y=exp(-s)/(s"(-1/6));
>> int (y,0,inf)

ans = gamma(5/6)
>> gamma(5/6)

ans = 1.1288...

e) Y (g) = f0+°° e~ sods

>> syms s;

>> y=exp(-s)*(s"(1/6));

>> int(y,0,inf)
ans=pi/(3*gamma(5/6))

>> pi/(3*gamma(5/6))
ans = 0.9277...

11




f) YG) = f0+°°e‘5 s_gds

>> Syms s;

>> y=exp(-s)/(s"(-2/3));

>> int (y,0,inf)

ans =(2*pi*3™(1/2))/(3*gamma(2/3))
>> (2*pi*37(1/2))/(3*gamma(2/3))
ans =2.6789...

9) v(3) =" ems7ds

>> syms s;
>> y=exp(-s)/(s"(-2/3));
>>int(y,0,inf) ans=(2*pi*3°(1/2))/(3*gamma(2/3))
>> (2*pi*37(1/2))/(3*gamma(2/3))
ans =2.6789...

h) Y (3) = f0+oo e~ s3ds

>> Syms s;

>> y=exp(-s)*(s"(1/3));

>> int (y,0,inf)
ans=(2*pi*3(1/2))/(9*gamma(2/3))

>> (2*pi*37(1/2))/(9*gamma(2/3))
ans = 0.8930...

) y(2) = [ e seds

>> Syms s;
>> y=exp(-s)*(s"(5/6));
>> int (y,0,inf)
ans =(5*gamma(5/6))/6
>> (5*gamma(5/6))/6
ans = 0.9407...

12




2.2.4. Otras propiedades de la funcion Gamma Euleriana

a) Propiedad de Gauss.

m! m?

v(z) = lim

Motoo 2(z+1)(2+2)(z+m)
Prueba

Por la propiedad de factorial se tiene:

zl =2z(z—-1)!

Z!

(z-D!'= =

1X2X3x4X-xXzX(z+1)(2+2)(z+m)
zX(z+1)(z+2)--(z+m)
_ml(m+1)(m+2)--(m+2z)
zz+1D)(z+2)(z+m)

mz_(m+1)(m+2)_'_(m+z)

_m- m m m
zZ(z+1)(z+2)-(z+m)
— i m!-mz-(1+%)(1+%)---(1+%)

m-+00 zz+D(z+2)(z+m)

Z

Vv(z) = lim mi m
m-o+w0z(z+1)(z+ 2) - (z+m)

b) Propiedad de Euler.

=5 [0 03]

Prueba

Por 2.2.4. a) se cumple:

Z

y(z) = lim mi m
mo+eoz(z+1)(z+2) - (z+m)

2 3 4 + 1\?
= m

m—-+oo zz+1)(z+2)(z+m)

(Z.é.é...m_ﬂ)z

im L. 123" "m

mo+woz (z+1)(z+2) (z+m)
1 2 T m

1y, (O O )

2t (1) 1+ (145 (1+2)
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A (CHNCEN
e )

m=1

c) Propiedad de Weierstrass.

donde: y = lim (1+35+3++=—lg(m))

m-—+oo

Prueba

Por 2.2.4. a) se cumple:

y(z) = lim m! m
m-+0z(z+1)(z+ 2) - (z +m)

Aplicando la inversa de 2.2.4. a) se tiene:
1 oo zz+D)(z+2)(z+m)
lim

ﬁ - m—+oo m! m? m? = (elog(m))z
z+1\(z+2 Z+m
ey P
_ ’ eze%---e%(1+%) e‘Z(1+%)e_%---(1+%)e_%
2 (elogm)z
— 5. Jirfw e(1+%+%+...+%—log(m))z (1 n ;) ez, (1 n ;) o7 .. (1 + %) e—%
m

ettt Pl (142)

m-+o k
=Z-e”z-ﬁ{e_%(1+%>}

k=1
m=1

2.2.5. Funcién Beta Euleriana
Definicion 2.2. (Funcion Beta Euleriana)

La aplicacion real B:R x R - R Beta Euleriana se define

B(xy,x5) = fol s (1 =s)*"ds ,x; > 0,x, >0

a) Propiedad.Si x; > 0,x, > 0, entonces B(xy,x;) = YOy (xp)
y(x1+x2)

14



Prueba

+ o0

v(x1) =f e ss1 1 ds
0

Cambio de variable Limites de integracion

5 = x?% s=0-x,=0

ds = 2x, dx; $=40 > x; =+

+00 +oo
() = J. e~ x, %172 20y dixy = Zf e ™1 x, 2171 dx,
0 0
2 +oo )
kY(xZ) = f e %z x12x2—2 2xy dx, = Zf e X2 x12x2—1 dx,
0 0
to o
Y(a)y(xz) = (2] e x, 24171 dx1> (2[ e ™2 x,2%271 de>
0 0

+00 +00
Ya)Y(xy) = 4 j j o GEHad) y 21y 2001 gy gy
0 0

400

Cambio de variable Limite de integracién
x, =71 CosO {

3
2 = x2 2 rcosf=>0<60<—-
reEx X {xz =r Senb 2

rsend =>0<r< 4o

El Jacobiano de la matriz de transformacién es:
dx; dx;

0(x1, %) _ dr do _ |Cos8 —r Senb

a(r,0) dx, dx, Senf r Cosf
dr  do

= |r Cos?0 +r Sen?8| =r

+ oo

T
2
y(x1)y(x;) = (2 f e T’ r2X1m1p2% 1, dr) (2 f Cos?*11g Sen?¥2-1g de)
0 0

+o0
— <zj e—r2 r(2x1+2x2—1) dr)ﬁ(xl,xz)
0

Cambio de variable | Limites de integracion
s=1r2>+s=r r=0-5=0
1 r =400 - g =+
—ds =dr
2Vs

15



+o00 1 2x1+2x2—1 1
= Z.f e *® (57) (—) ds B(xq,x
o 2\/; B( 1 2)

+oo 1 1
= B(xl,xz)f e 5 1272472 ds
0

+o0
B(xy, xz)f % g(X1+x2)-1 g
0

B(x1, x2)y (%1 + x3)

y(x1)y(xz)

B(x1,x3) = m

b) Propiedad.Si x; > 0,x, > 0 ,entonces B(xy,x;) = B(x,x1)

Prueba

1
s*171(1 —9)*271ds

B(xy, x2) = f

0

Cambio de variable

Limites de integracién

s=1-s5

—ds =ds

s=0->s=1

s=1->5=0

1
— _f (1 _ S)xl_lsxz_lds
0

1
= ] s¥271(1 — s)¥171ds
0
B(xy,x2) = B(x2,%1)

c) Propiedad. Si f;mﬁ

A

X1 = sen(mm) = Y(m) Y(m h 1) = sen(mm)

Prueba

Cambio de variable Limites de integracion
x1_1x1 x,=0->x,=0
— Xp=0->x,=1
1
d d
ST
X, "1 ( 1 >
(12 xz) Ha=x)?
dx = X, dx,
0 1+ (1 — xz)

16




- f 1 <<1 —xal;m-l) <(1 —1x2)2)
0 1 fsz

— ), G=p)m
1

= f N1 = %) dxg
0

dx,

_ym)y(1 —m)
T y(m+1-m)
=y(m)y(1-m)
. m

~ sen(mm)

d) Propiedad. Si 2x; € Z{ , entonces

1 1
22971 = y(xy)y (x1 + 5) = /2y(2x)
Prueba

= SR G (GO
Blxy x,) = ]0 A1 - i1 e = LD

Suponiendo que x; = x, Se obtiene

1
J s¥171(1 —g)*2 1 (s
0

1
y(x1)y(x1) ] z _
———— =2 ¢l —-g)171ds
y(2x1) 0
Cambio de variable Limites de integracion
1 1
szl_u/z s==->u=0
2 2
1 1 s=0-u=1
ds = —Zu_fdu

_zjl 1—u\" ) 1—u'2 xl_l( 1 )d
1) (T2 2 N

1
1t -wntuz
== - —du

2 0 2x1 1 2x1 1

1
= zle—l

1 1
J uz(1l—-w*ldu
0

17



[
N
N
,_>.I<p—\
(=Y
pon)
/N
N, N =
=
=
N——

_ 1 v( )v(xl)
G

2.2.6. Funcién Digamma Euleriana
Definicion 2.3. (Funcién Psi Euleriana)

La funcion real ¥: R — R Psi Euleriana se define como

ien)

——:x; >0
y(x1) !

d
Y(xy) = d—xlloy y(xy) =

Observacion:
A la Psi Euleriana se le conoce como la funciéon digamma Euleriana.
Definiciéon 2.4. (Funcién Digamma Euleriana)

La funcion real ¥: R — R Digamma Euleriana se define como

Px) = f - (e_s e )ds,xy > 0

—p—S
0 s 1l-e

a) Propiedad. {(x; + 1) = Y(xy) + —, 2, > 0
1

Prueba
Se sabe que y(x; + 1) = x;y7(x7)
Logaritmo In(y(x; + 1)) = In(xy) + In(y(x1))

Derivando Lo — L Y
Y+ ox y(x1)

1
Yl +1) = X_1 + P (xq1)

= 1 1
e S st
m m+z

X1=1
Porlotanto ¢(x; +1) = xi + Y (x71)
1

b) Propiedad.

lim {14243+ +=—In(m)} = 057721566490153286060651 ... = A

m-—+4oo

18



Prueba
1-In(1) =1
1+ % —1n(2) = 0,8068528 ...

1+ +5—In(3) =0,734721 ...

1+ % + % + i —1n(4) = 0,6970389 ...
1
A= lim Z——ln(m)] = 0,57721566 ...
m-+oo k
k=1
c) Propiedad. Si a > -1y S > —1 entonces
1x1a _xlﬁ
V) = [ =+ D - e+ D
0 1 —x1
Prueba
Por la 2.2.6. a) se tiene:
1 1-— xlz_l
ll)(Z) =-A +]0 1_—xldx1
Entonces tenemos
114 _ f+1—1 11—Xf
( +1)=—/’1+f —dxz—/1+f dx
11_xa+1—1 ll_xfr
(a+1)=—/’l+f dx=—/1+f dx

Y CTi1-x 1 C1ox
Por lo tanto tenemos
YD) =yv@B+1)—yla+1)

/’l+f11_xfd ( /1+f11_xfd )

= — x; — (— x
0 1 —_ Xl 1 0 1 —_ x1 1
1,0 —xﬁ
=j 1 1 dx1
o 1—x

2.2.1.7. Derivada de la funcion Gamma Euleriana
Definicién 2.5. (Derivada (1))

+ oo

Y1) = j e ¥In(x) dx = —0.577215664901532860606512090 ...
0

Observacion:

Y =y'(1)=-1
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2.2.7. Tabla de valores de la funcion Digamma Euleriana utilizando el
Software Laboratorio de Matrices

Escribiendo la definicién de derivada ¥ (1) en laboratorio de matrices se tiene:

>> Syms X;
>> y=exp(-x)*log(x);
>> int(y,0,inf)

ans =-eulergamma

Tabla 2.2. Valores de la funcién Psi

Euleriana
_ Y (x1)
P(xy) = N RE >0
Y(1) —A
v+ D el il
2 3 m
1 -1 —21In(2)
v(3)
1 3
CIRESE
W G) _A— g —3In(3)

Fuente: Elaboracion propia.

s 1—e~S

Por definicién de derivada (1) tenemos ¥(x;) = |

+00 fe~S e—X1S
0

) ds.Luego, se

obtiene los siguientes valores de la Tabla 2.2.2, usando el software Laboratorio
de Matrices:

a) v = [ (- 5) ds

s 1—-e~S

>> Syms s;

>> y=(exp(-s)/s)-(exp(-s)/(1-exp(-s)));
>> int(y,0,inf)

ans =-eulergamma

20



s 1-e~S

b) p@) = 77 (5 -5 ds

>> Syms s;
>>y1=(exp(-s)/s)-(exp(-2*s)/(1-exp(-s)));
>> int(y1,0,inf)

ans = 1 — eulergamma

c) Y@3) = [ (- == ds

s 1-e~S

>> syms s;
>>y2=(exp(-s)/s)-(exp(-3*s)/(1-exp(-s)));
>> int(y2,0,inf)

ans = 3/2 — eulergamma

d) p) = J;7 (- 5) ds

s 1-e~S

>> Syms s;
>>y3=(exp(-s)/s)-(exp(-4*s)/(1-exp(s)));
>> int(y3,0,inf)

ans = 11/6 - eulergamma

e) () = 77 (-5 ds

s 1-e~S

>> Syms s;
>>y4=(exp(-s)/s)-(exp(-5*s)/(1-exp(-s)));
>> int(y4,0,inf)

ans = 25/12 — eulergamma

f P(©) = J7 (- == ds

s 1—e~S

>> syms s;
>>y5=(exp(-s)/s)-(exp(-6*s)/(1-exp(-S)));
>> int(y5,0,inf)

ans = 137/60 - eulergamma
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) v = f7 (- 55) ds

s 1-e~S

>> Syms s;
>> y7=(exp(-s)/s)-(exp(-7*s)/(1-exp(-s)));
>> int(y7,0,inf)

ans = 49/20 — eulergamma

h) p(®) = ;7 (5 -5 ds

s 1-e~S

>> Syms s;
>> y8=(exp(-s)/s)-(exp(-8*s)/(1-exp(-s)));
>> int(y8,0,inf)

ans = 363/140 — eulergamma

) W(9) = f0+°°(e_"°’_ e )ds

s 1-e~S

>> Syms s;
>> y9=(exp(-s)/s)-(exp(-9*s)/(1-exp(-s)));
>> int(y9,0,inf)

ans = 761/280 — eulergamma

]) z,b(lO) — f0+oo (e_‘s _ e—105) ds

s 1—-e~S

>> Syms s;
>> y10=(exp(-s)/s)-(exp(-10*s)/(1-exp(-s)));
>> int(y10,0,inf)

ans = 7129/2520 — eulergamma

0 b= (S o

>> Syms s;
>> y=(exp(-s)/s)-exp(-s/2)/(1-exp(-s));
>> int(y,0,inf)

ans = - eulergamma - log(4)
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) bQ)= (S as

>> Syms s;
>>y1=(exp(-s)/s)-exp((-3*s)/2)/(1-exp(-s));
>> int(y1,0,inf)

ans = 2 - log(4) — eulergamma

m b(Q)=17 (5 ) as

>> Syms s;
>>y2=(exp(-s)/s)-exp((-4*s)/2)/(1-exp(-s));
>> int(y2,0,inf)

ans = 1 — eulergamma

" b ()-8 (5-55)as

>> syms s;
>>y3=(exp(-s)/s)-exp((-5*s)/2)/(1-exp(-s));
>> int(y3,0,inf)

ans =8/3 - log(4) — eulergamma

0 b= 1 (S as

>> syms s;
>>y4=(exp(-s)/s)-exp((-6*s)/2)/(1-exp(-s));
>> int(y4,0,inf)

ans =3/2 — eulergamma

) v@) =1 (5 )

>> syms s;
>>y5=(exp(-s)/s)-exp((-7*s)/2)/(1-exp(-S));
>> int(y5,0,inf)

ans = 46/15 - log(4) — eulergamma
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) b =57 (5o

>> Syms s;
>>y6=(exp(-s)/s)-exp((-8*s)/2)/(1-exp(-s));
>> int(y6,0,inf)

ans = 11/6 — eulergamma

) Q)= (5 ) as

>> syms s;
>>y7=(exp(-s)/s)-exp((-9*s)/2)/(1-exp(-s));
>> int(y7,0,inf)

ans = 352/105 - log(4) — eulergamma

) o()= (5 - )

>> Syms s;
>>y8=(exp(-s)/s)-exp((-10*s)/2)/(1-exp(-s));
>> int(y8,0,inf)

ans =25/12 — eulergamma

) b= (51

>> syms s;

>> y21=(exp(-s)/s)-exp(-s/3)/(1-exp(-s));

>> int(y21,0,inf)

ans = - eulergamma - (3*log(3))/2 - (pi*37(1/2))/6

u) Y G) = [ <% — :L) ds

>> syms s;
>> y22=(exp(-s)/s)-exp(-s/4)/(1-exp(-s));
>> int(y22,0,inf)

ans = - eulergamma - pi/2 - log(8)
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25
2 +oo [e™S e 3

V) l/) (g) - fO (T - 1—e‘5) ds

>> SYymS S;

>> y23=(exp(-s)/s)-exp((-2*s)/3)/(1-exp(-S));
>> int(y23,0,inf)

2.3.Marco conceptual
2.3.1.0perador de integracién entera (Suma Superior e Inferior)
Definicion 2.6. (Suma Inferior)
Sea la funcién real g: [c,d] — R acotada, una particion P. = {c = 8y, 81, ., 8p =

d} y el k-ésimo intervalo de P., I, = [8x_1,8x]. Para k = 1,1, se define la suma

inferior de g correspondiente a la particion P. se define como:

n
S(9.P) = ) my (s = 54-1)
k=1

c S(g,P.) d

Figura 2: Suma Inferior S(g, F;)

Fuente: Elaboracién Propia

Definicion 2.7. (Suma Superior)
Sea la funcion real g: [c,d] —» R acotada, una particion P. = {c = 8¢, 81, ..., 8 = d}
y el k-ésimo intervalo de P., I, = [8;_1,8;]. Para k =1,n, se define la suma

superior de g correspondiente a la particibn P, se define como:

n
S(9.P) = ) My (51— $1-0)
k=1

25



c E(g, P.) d

Figura 3: Suma Superior S(g, P.)

Fuente: Elaboracién Propia

Definicién 2.8. (Operador de integracion entero Inferior)
Sealafuncién real g: [c,d] - R acotada, e I = [c,d] . El operador de integracion

entero inferior de g en I se define
d
5.8 = | g
Cc_

Definicién 2.9. (Operador de integracion entero Superior)
Sealafunciénreal g: [c,d] - R acotada, e I = [c,d] . El operador de integracién

entero superior de g en I se define
— d_
S0.R) = | gGodx

c

Definicion 2.10. (Integral Definida entera)

Sea g = [c,d] = R una funcion acotada g, e integrable sobre [c,d] siy solo si

j:ig(x)dx = fcd_g(x)dx

Notacion:

Si g es integrable sobre [c, d] entonces la integral entera de g sobre I se denota:

Jdg (x)dx

Teorema (1°Teorema Elemental de la Integral entera)

Sea la funcién real g:lc,d] » R continua en [c,d] y

G(x) = fcxg(zs)dzs Vs € [c,d] . Entonces G'(x) = g(x).

26



Prueba
Se debe demostrar que G'(x) = g(x).En efecto,

60 = f g(s)ds

x+h
G+ ) = f g(s)ds

Entonces:

X

x+h
G+ -6 = [ glods - [ glods

- f gy + f s - f "ge)ds

_ x+h
G +h) —G6x) _ lf 9(8)ds 2.1)

h h
Por hipétesis g es continua y por el teorema de valor intermedio 3e € [x,x + h] tal

que se cumple:

x+h
j g8)ds =ge)(x+h—x)

= g(e)(h) (2.2)
Reemplazando (2.2) en (2.1)
D600 11

_g©®
h
=g(e)

Gx+h)—G(x)

Aplicando limites a lim
h—0 h

= ;lirrég(e) , e€E[x,x+h]

G'(x) = gk)
Teorema (2°Teorema Elemental de la Integral entera)

Sea una funcién real g: [c,d] — R continua en [c,d] .Entonces se cumple
fcdg(x)dx = G(d) — G(c), donde G es una funcion continua en [c,d] tal que

g'(x) =g.

Prueba

Sea f(x) = [, g(s)ds Yy f continua en [c,d]
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Entonces f'(x) = g(x) = G'(x). Luego f es una antiderivada de G

G —fx) =k

d
6@ =k+f(d) =k+ f g(s)ds

Gle)=k+f(c)=k

d d
6 -G =k + f g(s)ds— k = f g(s)ds

Por lo tanto fcdg(x)dx = G(d) — G(c)
Definiciéon 2.11. (Operador de Integracion entera)
Un operador . D;: R([c,d]) = R definida por g - D.9(x) = f;g(ﬁ)dﬁ,Vt € [c,d]
es llamado operador de integracion entero.
Observacion:
a) R([c,d]):={g:[c,d] = R tal que g es integrable segin Riemann}
b) Para n € N, se utiliza el simbolo .D;", para denotar la n-ésima iteracion de
operador de integracion entera D, , es decir:
Ot = Dy
th_z = D¢ D¢

D" =D D (n22)
Definicién 2.12. (Fubini y la Integral entera)
Sea una funcién real G:[c,d] X [c,d] » R continua tal que d > z .Entonces se

define

Z Z

de1J G(z1,8)ds =Jd5!§(zl,5)dzl =Jc (z—58)G(z4,8)ds

Cc C

Notacion:
Se denota ./ D;%g(2) = fCZ dz, f:lg(a)da.

En particular G(z;,8) = g(8) se tiene graficamente la region D,
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D ={(z,8)/c <z <zc<8<z}

A C=2z;
Z]_:Z
Ceoe
° ® >
¢ z

2,

Figura 4:Region D,
Fuente: Elaboracion propia

Asimismo, se tiene graficamente la region D,

D, ={(z1,8)/c < 8<28<z <z}

8 c = Z
A
&= A
Zl
8

Ce

v
N
[

Figura 5:Region D,
Fuente: Elaboracién propia

Ejemplo 1. El operador de integracion enteran = 2

z Z1
D% = f dz, f g(s)ds
C C

z Z

= jg(a)dsjdzl

C 8

Porlotanto (D;% = [ (z—c)g(s)ds

29

21



Ejemplo 2. El operador de integracion enteran = 3

Z1

D;39(2) = fdzlf dzzf g(8)ds

z [ Z1 Z 1
= de1 J.dsf g(s8)dz,
c | ¢ 8 ]

Z4q Zq T
=fdzl J.g(s)dzsf dz,

Z1

fdzlf(zl —38)g(s8)ds

c

zZ

= jg(ﬁ)dﬁf(zl —8)dz,

C
Por lo tanto .D;3g(x) = %f:(z — 8)?g(8)ds

Ejemplo 3. El operador de integracion enteran = 4

z Z 2 Z3
D7;4g(2) = ]dzlj dzzf dz3j g(8)ds

- fon [ o [ [ o | dzyl

]dzlj dZZJ(ZZ —38)g(8)ds

c
Z1

de1 fg(zs)dsf(zz —38)dz,

8

9(s)ds f (2 — 8)2dz,

c
Por lo tanto D} g(z)—mf (z—8)3g(8)ds

Ejemplo 4. El operador de integracion enteran =5

z Z1 Z2 Z3 Zy
D7°9(2) = jdzlf dzzj dZ3f dz4J g(8)ds
Cc Cc c Cc c
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Z1 Zy [ Z3

Z3 7
dzzf dz, fg(zs)dxsf dz,
c 38 i

| C

== dZZf dZ3 f déf g(é)dZ4
c c c ]

Zq [ Z) Z3 T
= fdzlf dz, f dz3f(z3 —38)g(8)ds
c c | ¢ c J

z Z1 [ Z2

= fdzlf dz, fg(s)dzsf(zg—c)d%-

(o

dz, || dz, | (z, — 8)?g(8)ds
3o [ o]

123](121[@—5)3 (8)ds

c

Porlotanto . D;%°g(2) = — fc (z—8)*g(8)ds

Ejemplo 5. El operador de integracion n = 6

o0~ e f e f i o
- fon o] ] cous - o
<o o[ a0 - ruc00

o [ J o -y,

=532 g(s)dtf(zl — 8)*dz,

C
Z

g(s8)ds

-6 —

C

Expresando la generalizacion de la integral entera de Cauchy-Fubini se tiene:
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D"g(2) = 5 L (2 = )" g(e)ds = = [7(z — )" gs)ds,
De forma inductiva debemos mostrar que

_ 1 -
D92 =g J (2= 9" g (8)ds.
En efecto, para la hipétesis inductiva n = k se acepta

—_ 1 — —
D:#9(2) = 525, [ (2 = 9 g(9)ds = = [1(z — ) g (s)ds.

Paran =k + 1 se cumple

Z 1 1
27 090 = | dz [ -9 g(onds
1 VA Z
= mlg(é)dﬁf(zl — 8)ldz,

y(k+ 1)f(z—5)kg(5)d5

Por lo tanto, . D;"g(z) = f( — 8" 1g(s)ds

v(n)

2.3.2. Espacio Funcional L1([c,d])
Definicion 2.13. (Espacio de las funciones medibles segun Lebesgue)

El espacio L!([c, d]) esta formado por las funciones medibles g:[c,d] - R para

los que |g(x41)| es la integral de Lebesgue ,es decir, fcdlg(xl)l dx < o.La norma

de cualquier elemento g de este espacio se define como ||g|| = fcdlg(xl)l dx;.
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CAPITULO Il
METODO

3.1. Variables
3.1.1. Variables independiente e indicadores
3.1.1.1. Variable Independiente
Funciones medibles en el sentido de Lebesgue.
3.1.1.2. Indicadores
a) Funcion constante en el espacio L'[(c, d)].
b) Funcién potencia en el espacio L![(c, d)].
c) Funcién logaritmo en el espacio L*[(c, d)].
d) Funcion exponencial en el espacio L'[(c, d)].
3.1.2. Variable dependiente e indicadores
3.1.2.1. Variable dependiente
Operador de integracion de Riemann —Liouville.
3.1.2.2. Indicadores
a) Operador de integracion Riemann- Liouville de la constante.
b) Operador de integracion Riemann- Liouville de la potencia.
c) Operador de integracion Riemann- Liouville del logaritmo.
d) Operador de integracion Riemann- Liouville de la exponencial.
3.2. Tipo de investigacion
Esta tesis, extension del operador de integracién de orden entero a operador
de integracion de orden no entero, de acuerdo al fin que sigue es esencial, es
decir del tipo basica.
3.3. Disefio de investigacion
La tesis extension del operador de integracion de orden entero a operador de
integracion de orden no entero de Riemann-Liouville de acuerdo al disefio de

investigacion es causa y efecto, es decir, explicativa.



3.4. Poblacion de estudio y su procedimiento matematico de eleccion
La tesis corresponde a las ciencias matematicas y su analisis de investigacion
considera a los operadores de integracion de orden no entero de Riemann -

Liouville.

3.5. Procedimiento del método y sistema en Matematicas
3.5.1. Procedimiento de un Método Matemaético

Se eligié un conjunto de propuestas en todo el operador
Exploracion de integracion de Riemann-Liouville para ser elegido en

busca de una solucion.

Se ha discutido la definicion sobre el operador de
Método integracion entero al operador de integracion no entero.
matematico Asimismo, evaluamos con rigurosidad las definiciones

basadas en fundamentos tedricos.

Establece reglas de deduccion y definicién de la funcién
Gamma, Beta y Psi. De manera similar, de la proposicion
Inductivo de Cauchy se pasa a otras definiciones, introduciendo

nuevos conceptos y propiedades.

Comparamos las proposiciones del operador de
Semejanza integracion entero con las proposiciones del operador de

integracion no entero de Riemann-Liouville.

El operador de integracion no entero de Riemann-Liouville
Deductivo ha sido extendido mediante definiciones, teoremas, etc.,

basados en las reglas de deduccion e induccion.

3.5.2. Procedimiento de un Sistema Matematico

Es una proposicion que, por el grado de prueba y certeza que
presenta, se admite sin prueba. En el campo de las ciencias
Axioma | formales, se denomina axioma a un principio fundamental que no
se puede demostrar pero que se utiliza para el desarrollo de toda

una teoria.

Una definicion es una proposicion mediante la cual se intenta
Definicion | establecer sin ambigledades y con precision la comprension de

un concepto.
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Consiste en una proposicion que puede demostrarse logicamente

a partir de un axioma u otros teoremas que hayan sido probados

Teorema | previamente. Este proceso de prueba se lleva a cabo mediante
ciertas reglas de inferencia.
Lema Es una proposicion que apoya la demostracion de un teorema.
Corolario | Es una proposicion que sigue inmediatamente a un teorema.

3.6. Analisis matematico de los datos

Prueba directa

En la demostracion directa, partimos de un enunciado
verdadero r y terminamos con el enunciado s. La conclusion
q también es verdadera, ya que de una premisa verdadera

sé6lo se puede seguir un enunciado verdadero.

Esta prueba consiste en mostrar que el enunciado se cumple
para un numero natural inicial. Admitimos que se cumple para
un numero [. Luego mostramos que es cierto para [+ 1.
Concluimos que el enunciado se cumple para todos los

nUumeros naturales.

Prueba de
induccién
completa
Prueba de

reduccion al

La idea es suponer que la proposicién a probar es falsa, y de

esta suposicion, usando deducciones matematicas, llegamos

absurdo a una contradiccion o algo absurdo, lo que implica que
(indirecta) nuestra proposicion es verdadera.
Prueba por | Para hacer una demostracion por contraste, se toma como

contraposicion

(indirecta)

hipétesis la negacion de la conclusion denotada por ~s para
obtener la negacién de la hip6tesis denotada por ~r como la
tesis, la cual puede generalizarse en el caso de que existan

varias premisas.
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CAPITULO IV
PRESENTACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

4.1. Presentacion de resultados por variables
4.1.1. Generalizacion del operador de integracion no entero de Riemann-Liouville

X .
[, aaplicado n veces
c

a) Proposicién. (Operador de Integracion Fubini-Cauchy)
Sean € Ny g € L'([c,d)]. El n-ésimo operador de integracion entero de Fubini-Cauchy

esta dado por
1

D" g(2) = mfcz(z - 8" 1g(s8)ds,8>c,nEN (4.1)
Prueba.
Sea g € L'([c,d]). Determinar para z € [c,d] la funcién g con limite de integracién
inferior ¢ = 0,es decir,

0 D71 g(2) = fozg(s) ds,s>c,n€EN (4.2)
Para la integral se tiene  (D;2 g(z) = [, dz, [, g(s) ds (4.3)
Por la definicién de Fubini y la integral entera podemos intercambiar el orden de las

integrales en la integral doble (4.3)

(mfma=fufm@wl

= jozg(é) ds f:dz1

obfg@)=f(z—wg@ﬂw
0

Ahora consideremos tres integrales

oafmm=jdafd@jgwwa
0 0 0



= J:dzl U:ldzz fozzg(zs) dsl

= J:g(zs) ds fOZ(Zl —38)dz;
_ J.Z(Z_zé)zg(s) ds

g(z)—— f (z - 6)2g(s) ds

De lo anterior se deduce que para cuatro integrales se tiene:
1 z
0 90D = 15 | - g ds
0
z 1.2.3 ),

Entonces para n integrales se tiene:

z Z4q Z) Zn—2 Zn-1
0D;"g(2) =f dzlf dzzf dzs f dzn_lf g(s8)ds
0 0 0 0 0

0D, g(2) = \%fo (z—8)"1g(8)ds,8>c,neN

Ademas, como el limite inferior de la integral es arbitrario entonces se obtiene

07 g0 = [ - " lg() dss > cmen
0¥z gz _y(n)o zZ— 38 g(s8)ds,8>c,n

Supongamos que para n = k se cumple (4.1)

1 VA
009 = f (2 — 8 g(s) ds

Entonces se tiene paran =k + 1

RIS I _ gyt
0, 9(0) = [ dn = [ 21— 1 Hge) e

1 z z
= m] g(8) dzs] (z, — &) 1dz,

1 z _ k
:y(k)f (z k‘s) g(s8)ds

s f (2 — 9)*g(s) ds

= mjc (z—-8)g(s8)ds
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La ecuacion (4.1) es conocida como la formula de Cauchy-Fubini. Extendiendo esta
ecuacion se tiene:

Para un escalar v € R* y g una funcién integrable en L*([c, d]). Entonces
1 z

D7V g(2) = —f (z—8)""tg(s)ds, paratodo z € [c,d]
y(v) J.

Definicion 4.1. (Operador de integracion no entero de Riemann-Liouville)
Sea v € R*. El operador de integracién de orden no entero v denotado por . D;", del
tipo Riemann-Liouville de una funcién g € L([c, d]), se define:

C@;v g(Z) =

Ejemplo 1. (Operador de integracion Riemann-Liouville)

1

oo fCZ(Z — 8)""1g(8)ds ,paratodo z € [c,d]

. . . . 3 .z
Determine el operador de Riemann-Liouville de orden v = p de la funcion real g cuya

regla de correspondencia es g(x;) = 2.
Solucién:

Por la definicion de integracion no entero de Riemann-Liouville se tiene:

D2 ) = [ - 93 g () ds
v(3)"

1 (x 1
=—f 2(x; — 8)2ds
c

v(3)

Cambio de variable | Limites de integracion

U=x;—38 8=x1=>u=0

du = —ds =Cc>Uu=x;—¢

8 3
=—=0 —0)2

— D2 ()= \% f 0 () = % E () NG

4.1.2. Linealidad del operador de integracion no entero de Riemann-Liouville

X1—C
0

a) Proposicion. (Linealidad del operador de integracion Riemann-Liouville)

Sea g,h € L'([c,d]) ,c < x; <d, v € R" y el operador Riemann-Liouville .D;" tales
gue se cumple

1. Dy Ag(x1) = A:Dy) g(x1), VA ER
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Prueba

1 X1
DR Agla) = f (t1 — &) Ag(s)ds

— [ 99
— X1 — 38 8 8
O g
Porlotanto D5’ A(x1) =1,.D%) 9(x1), VAER

2.¢ @;f (.g +h)(x;) = D;l/ g(xl) +c D;l/ h(x,)

Prueba

1 X1
D7 (g + W) (xy) = ﬁ f (t1 = 8)*1(g + h) () da

-7 ) w9 s s [ o - e ds

Porlotanto D) (g +h)(x1) = Dy g(x1) + Dy h(x1)

4.1.3. Operador de integracién no entero de Riemann-Liouville de la funcién
constante

a) Proposicién. (Operador de Integracion Riemann-Liouville de la funcion
constante)

Si g:R — R es una funcién real tal que g(x;) = k; entonces el operador Riemann-

(x—c)”

Liouville D%} f(x1) = y(v+1)

Prueba

Aplicando la definicion de integracién no entero de Riemann-Liouville se verifica:
D g0n) = o [ 0o — 6) T g(s) ds

¢ Dy 9(x1) _E M, — 8) Tk ds (4.4)

Cambio de variable Limites de integracion

U=x;,—8 8=x; —>u=0 (4.5)

du = —ds 8=C—U=Xx;—C

Teniendo en cuenta (4.4) - (4.5) se tiene:
0

¢ Dxyg(x1) = u’™t (—du)

(V) x1—c
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xX1—C
kq 1

=— u’"ldu
Y(V) Jo
DV glxy) = _f (x; —c)
c X1 g 1 Y(V + 1) 1

Ejemplo 1. (Operador de Integracion Riemann-Liouville de la funcidén constante)
Calcular el operador de Riemann-Liouville ordenv = gy ¢ = 2 delafunciénreal g cuya

regla de correspondencia es g(x;) = 5.
Solucién:

Aplicando 4.1.3. a) tenemos:

-V, — _ v
nglk_y(v_l_l) (xl C)
k ( 2)3
ST e
v(3+1)
5 2
=——(x, — 2)3

")

y por lo tanto por la Tabla 2.2.1 se obtiene

_2 2
c @xf(S) = 5.5387(x; — 2)3

4.1.4. Operador de Integracién no entero de Riemann-Liouville de la funcién
potencia
a) Proposicién. (Operador de Integracion Riemann-Liouville de la funcion
potencia)

Si g(x;) = (x; — )}, 1 > 0,x; > ¢ entonces el operador Riemann-Liouville

—v N4 _ Y@+ V1
c :Dxl (xp—o)* = YO+A+D) (x; —¢)

Prueba

Aplicando la definicion de operador no entero de Riemann-Liouville se verifica:
fcxl(xl - s (s—c)*ds (4.6)

1

- p/ —
c :Dxf(xl -t = )
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Cambio de variable | Limites de integracion

s=c+t(x;—c) s=x;, —t=1 (4.7)

ds = (x; — c)dt s=c—t=0

Teniendo en cuenta (4.6) - (4.7) se verifica:

1 1
(DR = = = [ (G = (A= O e — )y — ) e

1 1
— y(v)f (xl _ C)v+/1t(/1+1)—1(1 _ t)v—l dt
0

_ \VHA 1
GO o g
yv)  Jp
Luego por la definicion de la funcion Beta Euleriana tenemos la forma:

(xl_c)v+l

- — A =

Por 2.2.5.a) se verifica:
(x1 — VYA + Dy (v)
yA+1+v)
y por lo tanto se obtiene el operador Riemann-Liouville de la funcién potencia

y(1+ 1)
YA+1+v)

¢ b;f(xl - C))L =

DY (x — )t = (x; —c)V**  paratodo v,A > 0,x; > ¢

Ejemplol. (Operador de integraciéon Riemann-Liouville de la funcidn potencia)

Determine el operador de Riemann -Liouville de orden v =% y c=7 de g(x,) =

x,—7
Solucion:

A partir de 4.1.4. a) se tiene:
y(1+1)
y(A+1+v)

1
Y(§+ 1) 3+3
=1 T
v(z+1+3)

r(3)

5
=3 (x - 76

V(%)

¢ Dy Gy — ) = (xg — )"+
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y por lo tanto por la Tabla 2.2.1. se obtiene:

0.8930 ...

5
= 2009407 .y 1~ 7)°

4.1.5. Operador de Integracion no entero de Riemann-Liouville de la funcidon

logaritmo

a) Proposicién. (Operador de Integracion Riemann-Liouville de la funcion

logaritmo)

Si la funcién real g(x;) = In(x; — ¢) tal que x; > c entonces el operador de Riemann-

Liouville
(xg — )
¢ D%, In(x; —¢) = y(1v—+1) (In(x; —c) —y -y +1)],
A 1,1 1
donde: y = mlﬂloo{1 Fo bt - 1n(m)}
Prueba

A patrtir de la definicion de operador no entero de Riemann-Liouville se verifica:

D In(xy —¢) = fcxl(xl —s)" tIn(s —c)ds (4.8)

1

Y
Cambio de variable Limites de integracion
s=c+t(x;—c) s=x;—~>t=1
X1—S=@ —c)(1-1t) s=c->t=0
ds = (x; — c)dt

Teniendo en cuenta (4.8) - (4.9) se tiene:
1
D In(x; — ) = y(%) fo Gy — (1= O InfeCrs — 0] (xs — €) de

_(xl—c)v _ ' _ -1
= m In(x, C)Jo(l t)Vtdt +

(%, — )Y

Wfo (1 - t)v_ ln(t) dt

Cambio de variable | Limites de integracion

u=1-t t=1->u=0
du = —dt t=0-u=1
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Nuevamente teniendo en cuenta el cambio de variable y los limites de integracion se

tiene
—v N (x; —¢)” _ (x; =) (* v_1 _
¢ Dy In(x; —¢) = EYOR In(x; —¢) + EON j; W)’ 'In(1—w)du
d(1—u") = —vu’ ldu = v’ ldu = —M
G Sl T G ROl _ _
=300 In(x; —¢) y( ) f In(1—u)d(1—1u")
(x; — ) (x; — )Y y 1 —wv
=y(v—+1)ln(x1—c)—m [ln(l—u)(l—u)](1)+_];) 1_udUl
( —c)’

de donde por la 2.2.6. c) se obtiene el operador Riemann-Liouville de la funcion

logaritmo
= (yx(lv%l); [In(x; —¢) — Y+ 1)+ Y0+ 1)]
(g =)y
Y(V D [In(x; —¢c) — Y +1) — 1]

Ejemplo 1. (Operador de Integracién de Riemann-Liouville de la funcidon

logaritmo)
. . . . 1 . 7
Determine el operador de Riemann —Liouville de orden v = 3 de la funcion real cuyo

regla de correspondencia es g(x;) = In(x; — 7).
Solucion:

A partir de 4.1.5. a) se verifica que:

¢ D%/ In(x; —¢) = (y( _-I- 1)) [In(x; —c) =y +1) — 1]
(x4

=m[m<xl n-w(ten)-4]

=%[ln(xl—7)—lp(%)—2—ﬂ]

Aplicando la Tabla 2.2.1. se tiene:
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!

1

=W[ln(x1—7)+A+21n(2)—2—/1]

!

~0.8862 ...

4.1.6. Operador de Integracion no entero de Riemann-Liouville de la funcidn

[In(x; —7) +2In(2) — 2]

exponencial
Definicion 4.2. (Funcion de Mittag - Leffler)
La funcion del tipo Mittag — Leffler denotado por E,4(x), se define como

o
n

X
E‘P’Cb(x) = 2y((pn + d)) (Qo,d) > 0)

n=0
a) Proposicion. (Operador de Integracion Riemann-Liouville de la funcion Mittag
- Leffler)
Sea g(t;) = e con ¢ > 0,entonces el operador de Riemann-Liouville
0D et = t,VE; ,11(cty)
Prueba
Sea g(t,) = e con ¢ > 0, expresando la funcién exponencial e‘** como serie de
Maclaurin, tenemos

. IARICD AR N %
0 ®t1veCt1 = % V( kl! = z 0 btlv kl!

k=0 k=0

Puesto que el operador de Riemann-Liouville el lineal se tiene

o D™ = Zk_ 0 Pt = Z?h” - wZWT—iD
k=0 k=0 k=0
Por lo tanto
0D et = t;VE 41 (cty)
La cual mediante la potencia arbitraria multiplicada por la funcién especial del tipo
MittagLeffler
Definicion 4.3. (Funcion Gamma Incompleta)

La funcion Gamma Incompleta denotada por y*(z, x) se define

1 R t
y(1,x1) = f tTle "t dt
! x1"y(7) 0
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b) Proposicion. (Operador de Integracion Riemann-Liouville de la funcion
Gamma Incompleta)

Sea g(t;) = e, donde ¢ es una constante. Entonces el operador de Riemann-

Liouville (D' g(t;) = t;Ve" 1y" (v, cty).

Prueba

En efecto, a partir de la definicidbn de operador de integracion no entero de Riemann-

Liouville se verifica:

ty

0D g(ty) = (t; —s)" " 'g(s)ds

YD g

1 t
= Wf (t; —s)V te ds, v>0
0

Cambio de variable | Limites de integracion

Xy =t;—S s=0-x1=t;

—dx; =ds s=t->x;=0

1 (4
= mf xlv_lec(tl_xl)(_dxl)
0

1 t
— j X1V_1€Ct18_cx1dxl
Y(v) Jo

eCt t1

YW M

tl'\/ect t1

C5"y(v) 0

v—1e—cx1 Xm

le_le_cxl Xm

e 1 “ 1
=t,'e f X' e 1dx,
t,"y(v) Jo

0D g(t) = t;Vetry* (v, cty)

4.1.7. Semigrupos y Conmutatividad del operador de integracion no entero de
Riemann-Liouville

4.1.7.1. Semigrupos del operador de integracion no entero de Riemann-Liouville

a) Proposicién. (Semigrupos del operador de Integracion Riemann-Liouville)
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Sean v,v, €ERY y g € L'([c,d]). Entonces el operador Riemann-Liouville
e Dt e Dr2g(xy) = Dy Vg (x1) 3y € [e,d]

Prueba
A partir de la definicion de operador de integracién no entero de Riemann-Liouville se

verifica:
DR D) = s f (6 — )17 D2 g (8) dt
aven f (x, “1g(r) dr
= m}; 1[ (x; — OVt —1)V2"1g(7) drdt

Aplicando la definicion de Fubini y la integral entera se tiene:

1 e i 1 -1
= m-]‘ g(T)dT -]- (X'l - t)V1— (t - T)Vz dt

Cambio de variable | Limites de integracion

t=1t+s(x—1) t=x;-os=1

dt = (x; — 1)ds t=71->s=0

1
= oo g [ 1600 - st - 01 - s

m[ g(T)(xl —‘[)(V1+V2) lde (1_5.)1/1 16v2—1 gg

Aplicando la definicion de la funcion Beta Euleriana y por 2.2.5. a) tenemos:

1 X1 y(v)y(vy)
= ——— ), — )Vt —————drt
y(vm(vz)fc 9@ =D S v
1 X
— _ V1+V2—1d
S f 9@ —1) :
Porlo tanto ;" . D 2f (x) = . D2 g(xy)

4.1.7.2. Conmutatividad del operador de integraciéon no entero de Riemann-

Liouville
a) Proposiciéon. (Conmutatividad del operador de Integracién Riemann-Liouville)
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Sean v;,v, ERY y g€ Ll([c,d]) .Entonces el operador de Riemann-Liouville
Dt Dy 2g(xy) = D, % Dy tg(xy)
Prueba
A partir de 4.1.7.1. a) tenemos D, . D, ?g(x;) = iD;l(vlJ“”Z)g(xl)
Pero v4,v, € RT entonces
Dt e Dy 2g(xy) = DV g () = (D) = Dy Dy g ()

Ejemplo 1. Sea la funcion real g cuya regla de correspondencia es
3 3 5 . . . _
gxy) =x2yvy = 5 V2 =3 . Determine el operador de Riemann-Liouville:

a) o iD;flg(xl)

Solucién:
3

-5(. 3 1 (M 13
0D, <x12) = —3f (x, —t)2tzdt (4.10)
(2"

Cambio de variable | Limites de integracion

t =5x; t=x1—)5=1 (411)

dt = x,ds t=0-5s5=0

Teniendo en cuenta (4.10) - (4.11) se tiene:

3, 3 1 1 3
0 Dy! (xlz) = Y(—%)J; (1 — 5%1)2(5%1)2 x1ds
xl; f 1(1—5)%(5)3615
v(3)%
(@)
v(3) v
= (0.2216 ... )x;3
b) o D;fzg(xl)

Solucién:
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5

3 1 [ 33
0D, 2 (x12) = —Sf (x; —t)zt2dt
1 v(z) "
2

Cambio de variable

(4.12)

Limites de integracion

t=sx; t=x;,-2s=1 (4.13)

dt = x;ds t=0-5s=0

Teniendo en cuenta (4.12) - (4.13) se tiene:

= %fl(xl — sxl)%(sxl)% x1ds
v(3)%
xt ot 3.3

= (1—s)2(s)2d
e

@)

Y(3)ve)

5, 3
0D, 2 (xlf) — (0.0554...) x,*

c) o SD;II 0 fD;fzg(xl)

Solucién:

2 Lo 2l 33
0 @xl 0 ®x1 (x12) =0 ®x1 @fo (x1 - t)ztzdt
Teniendo en cuenta el resultado de (4.12) se tiene

3
=0 ®x12 (00554 )x14

3
= (0.0554...) [0 :o;f(xl‘*)l

1

V(o)

= (0.0554 ...)

N t)%t“dtl (4.14)

Cambio de variable

Limites de integracion

t=Sx1

dt = x,ds

t=x;->s=1

t=0-s5s=0
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Nuevamente reemplazando (4.15) en (4.14) se tiene:
KN
ME)
T

(%)
v(2)
(7 )y (3)v®
4OMES

11
= (0.0046 ...)x, 2

1 1
= (0.0554...) f (x1 — sx1)2(sx)*x ds
0

= (0.0554...)

1 1
f (1 —s)zs*ds
0

= (0.0554...)

d o ZDZZ 0 fD;flg(xl)
Solucion:
5 3

-2 =5/ 3 21 13
0®x12 ijgle (x12) = ofbx1 —3L (x; —t)2t2dt
v(2)

Teniendo en cuenta el resultado de (4.10) se tiene

5
=09,2(0.2216 ... )x,*

= (0.2216...) lo b;lg(xf)l

= (0.2216...) Iﬁ fo"l(x1 — t)§t3dtl (4.16)

Cambio de variable Limites de integracion
t=sx; t=x;,-2s=1
dt = x;ds t=0-5s=0

Teniendo en cuenta (4.16) - (4.17) se tiene:
1
5
v(z)”
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= (0.2216 ...)

X1 3
f (g — 5%1)2(5%1)°x,ds

(4.17)



11
(x1 2) 1 3

= (0.2216...) —5f (1 —s)2s3ds
Y(3) °°

11
= (0.0046 ... )x, 2

e) oD g(x))

Solucién:
-3+ (, : x 3
0D, 7 (132) = oDt (x:2) = = — M, — 1) £ dt (4.18)
Cambio de variable | Limites de integracion
t =5x; t=x,->s=1 (4.19)
dt = x;ds t=0-s5s=0

Teniendo en cuenta (4.18) - (4.19) se tiene:

0 fD;f (x1%) (4)f (%1 — 5%1)3 (5x1)2 x,ds

- 247) jolu — $)3(s)zds
X, 7Y@y (E)

i y(4)y (13)

— (0.0046 ..)x,7

4.1.8. Existencia del operador de Integracion no entero de Riemann-Liouville
Sea la funcion real g continua en el intervalo semi-infinito [0, o) y fijamos los escalares

(x1_T)v

y(v+1)

x; — 1)1

Wy ="
y(v)

por tanto h es creciente en [0, x,] .Entonces, el operador de integracion no entero de

—v,x; > 0. Si definimos la funcion h(t) = — , 0 <1 < x; entonces

Riemann-Liouville se puede expresar como una integral de Riemann-Stieltjes:
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1 X1 X1
0 DRg0x) = o f (t1 — )P g (1) dr = f 9@ dh(D)

Como g es continua y h es monétona, implican que el operador de integracion

existe,para todo x; > 0.

4.2. Discusion de resultados

4.2.1. La extension del operador de integraciéon no entero de Riemann-Liouville se
realiz6 demostrando la férmula de Cauchy, y utilizando reiteradamente la definicion de
Guido Fubini para luego aplicar una demostracion inductiva, y finalmente obtener:

1 VA
(09@) = s f (z— 8)""g(s) ds

4.2.2. La extension del operador de integracion no entero de Riemann-Liouville de la
funcion constante se efectué aplicando la definicién de Riemann -Liouville, luego se
resolvié la integral realizando un cambio de variable y aplicando las propiedades de la
funcibn Gamma Euleriana, para finalmente obtener:

¢ Dxy = ﬁ(xl —c)Y
4.2.3. La extension del operador de integracion no entero de Riemann-Liouville de la
funcién potencia se realizdé aplicando la definicibn de Riemann -Liouville, luego se
resolvié la integral realizando un cambio de variable y aplicando las propiedades de la
funcion Gamma y Beta Euleriana, para finalmente obtener:

y(A+1)

_ \V+A
Yyov+1+1) (= c)

c CD;I(xl - C))L =

4.2.4. La extension del operador de integracion no entero de Riemann-Liouville de la
funcién logaritmo se logré aplicando la definicibn de Riemann-Liouville, luego se
resolvio la integral haciendo un cambio de variable y aplicando una integracion por
partes. De igual forma, se 67 utilizaron las propiedades de las funciones Eulerianas
Gamma, Beta y Digamma para finalmente obtener:

(2 — )Y

D InCry — ) = Y1)

[In(x; —¢) =2 =9(v + 1)]
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4.2.5. La extension del operador de integracion no entero de Riemann-Liouville de la
funcion exponencial se puede hacer de dos maneras:
Primero, escribe la exponencial como una serie de Maclaurin que da la potencia
arbitraria multiplicada por la funcion de Mittag-Leffler, es decir,

0 D;Vet = tYEy 41 (ct)
Segundo, usando la definicion de Riemann-Liouville para usar las propiedades de la
funcibn Gamma y Gamma Incompleta, es decir,

0 DiVet = tVely*(v, ct)
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CAPITULO V
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

5.1.1. Por 4.1.1. a) el operador de integracién no entero de Riemann-Liouville es
una extencién del operador de integracion entera.

5.1.2. Por 4.1.2. a) es posible determinar la extencién del operador de integracion
no entero de Riemann-Liouville de la funcién constante.

5.1.3. Por 4.1.3. a) es posible determinar la extencidén del operador de integracion
no entero de Riemann-Liouville de la funcién potencia.

5.1.4. Por 4.1.4. a) es posible determinar la extencién del operador de integracion
no entero de Riemann-Liouville de la funcién logaritmo.

5.1.5. Por 4.1.5. a) es posible determinar la extencién del operador de integracion
no entero de Riemann-Liouville de la funciéon exponencial mediante la potencia no

entera multiplicada por la funcién especial del tipo Mittag-Leffler.

5.2. Recomendaciones

5.2.1. Resultaria de gran interés estudiar los operadores de Integracién de
Riemann-Liouville sobre intervalos infinitos.

5.2.2. Resultaria de gran interés realizar estudios de los operadores de Integraciéon
de Riemann-Liouville sobre espacios de funciones generalizadas o funciones de

pruebas.
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Anexo 1: Operadores de Integracion

O d d 1 [?

bera O'l’eS © (D79)(2) = —f (z—-t)V 1g(t)dt (z > —o0)
Integracion no Y(v) ) o
enteros de

Liouville-Weyl

. 1 [
sobre intervalos | (v oy, = ﬁf (t—2)V"lg()dt (=00 <z < o)
semi-infinitos YA Jz

[c,0) y (=00, d].

Operadores de Integraciéon no enteros de Hadamard

g(t) dt

)1Vt
t

(0:9)(2) = (v)f

(z>0,v>0)

Esto permitié introducir a Samko-Kilbas —Marichev los siguientes operadores de

integracion no enteros de Hadamard.

g) dt

)IVt
t

(Dg=9)(2) = (v)f( (;2 tht (0<z<dv>0)
z

(z>c=0,v>0)

(2:F9) = (v)f

g(t) dt

)1Vt
t

@@= (g(;ivdf (2> 0,v > 0)

(©579)(2) = (v)f 2> 0v>0)
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Anexo 2: Interpretacion Geométrica

Interpretacion
geométrica del
operador de
Integracion no
entero segun

Igor Podlubny.

1. Por la definicion de operador de integraciéon no entero de

Riemann-Liouville tenemos:
-1

RSN T
D 9@ = o5 @D o

2. Sea lafuncion h,(§) =

{z0 - (2-9"}
3. Derivando con respecto & tenemos:
dh(®) = —(z—-§'*

4. Expresando el operador de integracion ;¥ como

y(v+1)

05" g(2) = f 9(®) dhy(®) d&,
0

gue es una integral de Stieltjes.

5.Fijando z > 0, dibujamos el camino

I'(€¥) = (& h,(%),g(¥) en R3,uniendo esta curva con su proyeccion
en el plano (E, hz(i)) formamos una malla curvada o cerco.
6.Proyectando la malla sobre la pared (E,g(E)) obtenemos una
sombra en la pared cuya area es fozg(E) d¢ (sombra marron).

7. En cambio si proyectamos la malla sobre la pared
(h, (%), g(®),el area de la sombra

Iy 9(®dh,(®) dt = 4 D3 g(2) (sombra azul).

8. Cuando més curvada este la malla, mas diferencia hay entre el
operador de Integracion entero y el operador de Integracion no
entero entre las respectivas proyecciones en cada pared.

9. Para la figura el operador de integraciéon v = 0.5 la funcién
g(z) = z+ 0.5sin(32)
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con z = 10.

8
6

4 f©

10. En " - cambio en
la figura se ha tomado v =
0.1 la funcion

g(z) = z3 con z = 10.

f©
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Anexo 3: Operador de integracion no entero

1. Definimos la convolucion h; * h, entre dos

funciones hy(x;) y h,(x;) como

(hy * hy)(x1) = f 1h1(‘[)h2(x1 —1)dr
0

= j-XIhl(xl —1T)hy(7) dt
0

El operador de Integracion 2. Expresamos el operador de Integracién no

no entero vista como la entero como la convolucién entre dos

convolucién entre funciones funciones, y para ello definimos la funcion

1

_ "
gv(xl) - Y(U) FT > 0-
3. Por lo tanto
1 *1
0 D3l hy(2) = @f (x; — 1)V hy(D)dr
0

= (gv * h)(x1)
VPO
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Anexo 4: Matriz de Consistencia

Generalizacion de laintegral clasica a integral de orden arbitrario

PROBLEMA OBJETIVO HIPOTESIS VARIABLES INDICADORES MUESTRA DISENO INSTRUMENTO
Problema General: Objetivo General: Hipotesis General: Variable Indicadores de VI: Poblacién=Muestra De acuerdo al | a) Demostracién
¢Bajo  qué condiciones | Determinar la extension Se puede determinar la | independiente a) Constante del espacio | La tesis corresponde | disefio de directa.
determinar la extension del | del operador de extension del operador de | (VI): LM (c, d)]. a las ciencias | Investigacion es | b) Demostracion
operador de integracion | integracion entero  al integracion  entero  al | a)Funciones b) Potencia del espacio | matematicas y su | explicativa y de indirecta.
entero al operador de | operador de integracion de operador de integracién | medibles en el LM (c, d)]. analisis de | acuerdo al fin | ¢) Demostracion por
integracion de orden no | orden no entero. de orden no entero sentido de | c)Logaritmo del espacio | investigacion que se persigue induccion.
entero? Objetivos Especificos: Lebesgue . LM(c, d)]. considera a los | es de  tipo | d) Teoremas.
a) Determinar la extension | Hipotesis Especificas: d) Exponencial del | operadores de | bésica, que nos | e) Definiciones.

Problemas Especificos: del operador de | a) Se puede determinar la | Variable espacio L'[(c,d)]. integracion de orden | llevara a la | f) Lemas.
a) ¢Bajo qué condiciones integracion entera al extension del operador de | dependiente no entero de | busqueda de

determinar la extension del operador de integracién integracion  entera  al | (VD): Indicadores de VD: Riemann -Liouville. nuevos

operador de integracién de orden no entero v de operador de integracién | a)Operador de | a) Operador de conocimientos

entera al operador de la funcién constante. de orden no entero v de | integracion de | integracion Riemann- en las

integracion de orden no | b) Determinar la extension la funcién potencia. Riemann -Liouville Liouville de la constante. ecuaciones

entero de la funcién del operador de | b) Se puede determinar la b) Operador de diferenciales

constante? integracion entera al extension del operador de integracion Riemann- ordinarias
b)¢,Bajo qué condiciones operador de integracion integracion  entera  al Liouville de la potencia. arbitrarias.

determinar la extension del de orden no entero v de operador de integracion c) Operador de

operador de integracion
entera al operador de
integracion de orden no

entero de la funcion
potencia?
c)¢Bajo qué condiciones

determinar la extension del
operador de integracion
entera al operador de
integracion de orden no

entero de la funcion
logaritmo?
d)¢Bajo qué condiciones

determinar la extension del
operador de la integracion
entera al operador de
integracion de orden no
entero de la funcion
exponencial?

la funcién potencia.

c) Determinar la extensiéon
del operador de
integracion entera al
operador de integracion
de orden no entero v de
la funcién logaritmo.

d) Determinar la extension
del operador de
integracion entera al
operador de integracién
de orden no entero v de
la funcion exponencial.

de orden no entero v de
la funcién potencia.

c) Se puede determinar la
extension del operador de
integracion  entera  al
operador de integracién
de orden no entero v de
la funcion logaritmo.

d) Se puede determinar la
extension del operador de
integracion  entera  al
operador de integracion
de orden no entero v de
la funcion exponencial.

integracion Riemann-
Liouville del logaritmo.
d) Operador de

integracion Riemann-
Liouville de la
exponencial.
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