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RESUMEN

El propdsito de este informe de tesis es establecer la solucion de una
ecuacion diferencial hiperbdlica homogénea que modela las vibraciones de
una cuerda. Para esto se emple6 el método inductivo - deductivo y asi
obtener la solucién por medio de series de Fourier de la ecuacién de una
onda unidimensional la cual se altera en su posicion de equilibrio. Como
resultado se establece que, si la serie de Fourier de una funcion dada en
forma trigopnométrica converge en cada punto, se obtiene la solucion de la
ecuacion de la onda unidimensional homogénea, Ecuacion Diferencial
Parcial de segundo orden, lineal e hiperbdlica usando el método de Fourier.
La soluciébn de una Ecuacion Diferencial Hiperbdlica Homogénea se
justifica principalmente porque este tipo de ecuaciones modelan las
pequefias vibraciones de una cuerda elastica, la propagacién de una onda
acustica o electromagnética en un medio elastico las cuales son
solucionadas con la ayuda del Analisis Funcional y las Ecuaciones
Diferenciales Parciales. A demas se us6é el programa Wolfram
Mathematica, Fortran F90, Fortran F95 y GNU Octave para el comparativo
del analisis numérico de diferencias finitas de la onda unidimensional con

la solucién exacta y los gréaficos correspondientes.
Palabras clave: Ecuacion Diferencial Hiperbdlica, vibraciones de una

cuerda, Series de Fourier, Método de Fourier, analisis numérico, diferencias

finitas.
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ABSTRACT

The purpose of this thesis report is to establish the solution of a
homogeneous hyperbolic differential equation that models the vibrations of
a string. The inductive and deductive method was used to develop the
Fourier series solution of the equation of a one-dimensional wave that is
altered in its equilibrium position. As a result, it is established that if the
Fourier series of a function, given in trigonometric form converge at each
point, the solution of the equation of the homogeneous one-dimensional
wave, linear and hyperbolic second-order Partial Differential Equation is
obtained using the Fourier method. The solution of a Homogeneous
Hyperbolic Differential Equation is mainly justified because this type of
equation model the small vibrations of an elastic rope, the propagation of
an acoustic or electromagnetic wave in an elastic medium, which are solved
with the help of Functional Analysis and the Equations Partial Differentials.
In addition, the Wolfram Mathematica, Fortran F90, Fortran F95 and GNU
Octave programs were used to compare the numerical analysis of finite
differences of the one-dimensional wave with the exact solution and the

corresponding graphs.

Keywords: Hyperbolic Differential Equation. String vibrations, Fourier

series, Fourier Method, numerical analysis, finite differences.
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INTRODUCCION

El trabajo de investigacion denominada “Solucién de una ecuacion
diferencial hiperbdlica homogénea que modela las vibraciones de una
cuerda” configura el comportamiento de ondas unidimensionales que se
genera al soltar o perturbar su estado de equilibrio de una cuerda atada en
ambos extremos, mediante una expresion matematica de Ecuacion
Diferencial Parcial (EDP) de segundo orden de manera analitica y mediante

analisis numérico usando software cientifico.

El método de diferencias finitas permite aproximar a la solucion
exacta y en ella el dominio conformado por el espacio y el tiempo a partir
de nodos para aproximar las segundas derivadas parciales con polinomios

de segundo grado centrados en el punto (x;, t;).

El objetivo del trabajo de investigacién es contrastar la solucion
exacta y el resultado por analisis numérico a través de la programacion en
software cientifico Fortran F90, Fortran F95, Wolfram Mathematica y GNU
Octave de diferencias finitas con valores iniciales y de contorno, la cual esta
estructurado en cuatro capitulos de la siguiente manera: Planteamiento del
estudio, preliminares como antecedentes, Series de Fourier, resultados y

discusion.



1.1

CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO

Descripcion de la realidad problematica

El fendmeno de la ecuacion de una onda en particular es una
Ecuacidon Diferencial Parcial (EDP) de segundo orden, lineal e
hiperbodlica dadas las variables independientes x e y, asi mismo la
variable dependiente u = u(x,y), del dominio Q c R?, dada por
Auyy + Buyy, + Cuyy, + Du, + Euy, + Fu+ G =0, pero como la
Ecuacion Diferencial Parcial es de segundo orden, debemos tener
presente que A%(x,y) + B%(x,y) + C?(x,y) # 0, para B2 — 4AC > 0,
garantiza que la ecuacion no sea trivial, y es importante para validar
gue tenga soluciones significativas y en conjunto estas condiciones
son importantes para el estudio de la Ecuacion Diferencial Parcial
gue describe la propagacion de ondas en un medio continuo. Su
clasificacion es de tres tipos: ondas mecanicas, electromagnéticas y

materiales.

Las ondas mecanicas, sustentadas por las leyes de Newton

encontradas en ondas del mar, ondas sismicas y sonoras.

Las ondas electromagnéticas se propagan en medios

materiales y en los rayos ultravioletas, rayos X, microondas, etc.



1.2.

Las ondas materiales, ligadas a las particulas fundamentales,
son usadas en el campo cuantico y tecnologias modernas.
En relacion con la direccibn de la propagacion, las ondas se
clasifican como unidimensionales, bidimensionales y
tridimensionales. Las unidimensionales se propagan en una sola
direccion, por ejemplo, en cuerdas y resortes, las bidimensionales se
propagan a través de una superficie, como la superficie de un lago y
las ondas tridimensionales en todas las direcciones del espacio

tridimensional.

Supongamos que una cuerda es alterada de su posicién de
equilibrio a una cierta altura y luego se suelta con velocidad cero, de
modo que vibre libremente. Por lo tanto, el desplazamiento vertical
debe satisfacer el problema del valor inicial y de contorno. Asi, en

todo este contexto es natural formular los siguientes problemas.

Definicion del problema

1.2.1. Problema General

¢ Es posible establecer la solucion analitica y por analisis numérico

la ecuacion diferencial parcial hiperbdlica que modela las vibraciones de

una cuerda?



1.2.2. Problemas Especificos

a)

b)

1.3.

¢,Bajo qué condiciones es posible establecer la solucidén analitica la
ecuacion diferencial parcial hiperbolica homogénea que modela las

vibraciones de una cuerda?

¢,Bajo qué condiciones es posible establecer la solucion por analisis
numeérico la ecuacion diferencial parcial hiperbélica homogénea que

modela las vibraciones de una cuerda?
¢En gué medida se aproximan la solucién analitica y por analisis
numeérico la ecuacion diferencial parcial hiperbélica homogénea que

modela las vibraciones de una cuerda?

Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo General

Establecer la solucién analitica y por analisis numérico la ecuacion

diferencial parcial hiperbdlica que modela las vibraciones de una cuerda.

1.3.2. Objetivos especificos

a)

Establecer la solucion analitica de la ecuacion diferencial parcial
hiperbdlica homogénea que modela las vibraciones de una cuerda.



b)

Establecer la solucion por andlisis numérico la solucion de la ecuacion
diferencial parcial hiperbdlica homogénea que modela las vibraciones
de una cuerda.

Interpretar la aproximacion entre la solucién analitica y por analisis
numerico la ecuacién diferencial parcial hiperbdlica homogénea que

modela las vibraciones de una cuerda.

1.4 Justificacion e importancia de la investigacion

La tesis de investigacion denominada: “Solucion de una
Ecuacion Diferencial Hiperbdlica Homogénea que modela las
vibraciones de una cuerda”, se justifica principalmente por la
importancia de conocer la relaciébn o diferencia que existe en su
solucion analitica exacta y solucion aproximada por diferencias finitas
empleando el software cientifico Fortran F95 de la ecuacién de la onda
de cuerda atada en ambos extremos durante su vibracion, lo cual tiene
mucha importancia, pues existen numerosas aplicaciones en las
ciencias matematicas de este tipo de ecuaciones que modelan las
pequefias vibraciones de una membrana flexible y elastica, asi mismo
modelan la propagacion de una onda acustica o electromagnética en
un medio elastico las cuales son solucionadas con la ayuda del

Andlisis Funcional y las Ecuaciones Diferenciales Parciales.

La vibracion generada en la cuerda atada de ambos extremos
es matematizada a través de las ecuaciones diferenciales parciales
hiperbdlicas homogéneas y para muchos, estos movimientos son de
gran interés desde una mirada fisica y matematica, despreciandose

en este caso las fuerzas de friccion, fuerzas internas, fuerzas externas



y gravedad; pero, considerando la importancia de las derivadas
parciales en diferencias finitas con condicion inicial y de frontera, se
realiza la aproximacion de la solucién analitica y numérica para la
ecuacion de la onda, haciendo uso del software cientifico Fortran F95
y los resultados del desarrollo de las series de Fourier son
corroboradas de manera grafica con el GNU Octave y Wolfram
Mathematica.

Actualmente la investigacion sobre la solucion de una ecuacién
diferencial parcial hiperbdlica homogénea que modela el
comportamiento de la cuerda sigue siendo una linea de trabajo en el
ambito de la Teoria de Distribuciones y los Espacios de Sobolev para
abordar conocimiento, reflexiébn, debate y aporte académico en
centros de educacion superior y en el caso particular desde la Escuela
Profesional de Matematica de la Facultad de Ciencias de la

Universidad Nacional Jorge Basadre Grohmann de Tacna.

1.5. Variables

a) Variable de estudio 1
Solucién de la Ecuacién Diferencial Parcial de la cuerda de manera

analitica.

b) Variable de estudio 2
Solucién de la Ecuacion Diferencial Parcial de la cuerda por analisis

numeérico.



c) Variable de estudio 3
Interpretacion de aproximacion por analisis numérico a la solucion
analitica exacta de la ecuacion diferencial parcial hiperbdlica

homogénea que modela las vibraciones de una cuerda.

1.6. Hipo6tesis de la investigacion

1.6.1. Hipotesis General

Se puede establecer la solucién analitica y por andlisis numérico la
ecuacion diferencial parcial hiperbélica que modela las vibraciones de una

cuerda.

1.6.2. Hipotesis Especificas

a) Se puede establecer la solucion analitica de una ecuacion
diferencial parcial hiperbdlica homogénea que modela las

vibraciones de una cuerda.

b) Se puede establecer la solucién por analisis numérico la solucion
de la ecuacion diferencial parcial hiperbdlica homogénea que

modela las vibraciones de una cuerda.

c) Se puede interpretar la aproximacion entre la solucion analitica y
por analisis numeérico la ecuacion diferencial parcial hiperbdlica

homogénea que modela las vibraciones de una cuerda.



CAPITULO I

PRELIMINARES

2.1. Antecedentes de la investigacion

2.1.1. Antecedentes internacionales

a) Ruiza, Fernandez y Tamayo (2004), destaca que las
investigaciones de Pierre de Fermat se iniciaron 1629, como
premio a los aportes de Apolonio al uso del sistema de
coordenadas cartesianas para resolver problemas geométricos y
situaciones algebraicas, lo que se denomina geometria analitica.
Destacando aportes de Francois Viete tales como: ecuaciones de
la recta, hipérbolas, parabolas y circunferencias.

Fermat también es reconocido como uno de los mateméticos
gue dio este salto cuantico al Célculo y el primero en estudiar
problemas de maximos y minimos (ya en 1636 mediante el método
que ahora llamamos “derivada” registrado por primera vez), en los

tiempos de las obras del obispo francés Nicolas de Oresme.

Fue posible crear un algoritmo diferencial, para determinar los
valores maximos y minimos de una curva polindbmica y trazar las
tangentes correspondientes; todos estos logros allanaron el camino
para el desarrollo posterior del calculo de Newton y Leibniz.



b) Sanchez y Valdés (2021), Jacob Bernoulli es considerado el

primero de la familia en estudiar en una universidad, el primero en
ciencias matematicas, el primero en obtener el Grado de Doctor y
el primero en ser nombrado como profesor de matematicas de la
familia en la Universidad de Basilea. Su carrera cientifica gir6 en
torno a la esencia del estudio de las curvas utilizando el nuevo

Caélculo.

Al final de este trabajo, Jacob propuso como su desafio lo que
denominamos el problema de la catenaria: consiste de encontrar la
forma matematica que tomaria una cuerda (o cadena),
perfectamente elastica y uniforme, atada en ambos extremos por la

accién de su propio peso.

El trabajo en el que Jacob resolvid es el problema de la
braquistécrona fue el titulo original “La decisién sobre el problema
de mi hermano, que planted otro problema” dos nuevos problemas.
Anteriormente mencioné el hallazgo del camino mas rapido entre
una familia especifica de cicloides y lo acelerado resuelto por

Johann.

Pifieros y Garzon (2009), en su articulo producto del resultado de
su proyecto de investigacion titulado “Modelado matematico de
procesos de ingenieria mecanica y biomédica, financiado por la
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota” sobre la solucién
numérica de la ecuacion de onda de la Revista Journal Ingenieria
y Universidad, sefiala que las soluciones numeéricas a ecuaciones

diferenciales parciales han evolucionado con el tiempo, pero adn



d)

estan sujetas a investigacion y desarrollo continuo. En su trabajo
publicado, propuso dos métodos para la solucién computacional de
ecuaciones de onda que involucran problemas de tiempo: el
Método de Diferencias Finitas (DF) y el de Newmark. En
comparacién con el DF, el método de Newmark tiene una alta
precision y una excelente convergencia. Mientras, el método de DF
es facil de implementar. Para comparar los dos métodos, se han
adoptado dos problemas de prueba tipicos en Fortran: un problema
de prueba con wuna membrana cuadrada con bordes
completamente fijos y una velocidad inicial ubicada en el centro, y
un problema de prueba con una viga empotrada simple con una
velocidad inicial ubicada en uno de sus extremos. Cada uno de
estos problemas se puede implementar utilizando métodos de

elemento finitos en el espacio.

El presente trabajo de investigacién recoge el aporte del
método de diferencias finitas en Fortran para contrastar con la
solucion analitica exacta y por analisis numeérico la ecuacion de la

onda unidimensional de una cuerda.

Gobmez, J. y Gomez, D. (2021), en su trabajo de investigacion de
final de carrera en matematicas, concluyé: “Una de las aplicaciones
mas importantes de la ecuacion de onda se refiere a los llamados
sistemas oscilatorios. En este trabajo, el problema de describir las
fluctuaciones de un medio es si es homogéneo o no”. En este
trabajo estudiamos un problema que describe las oscilaciones de
un medio, ya sea en estado homogéneo o mixto, preservando su

borde, teniendo en cuenta su posicidn inicial y velocidad. El
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problema se formula dentro de un marco abstracto que garantiza la
existencia y unicidad de la solucion. Luego se identifican soluciones
para algunos casos especificos. A similitud, el trabajo de
investigacion a  desarrollarse  consiste en  establecer
especificamente las ecuaciones de las vibraciones de la cuerda
hiperbdlica homogénea y sus valores por método analitico y por

Analisis Numérico.

2.1.2. Antecedentes nacionales

a)

b)

Poemape, B. (2021), en su informe de Tesis titulada: “Consistencia,
estabilidad y convergencia de la solucibn de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbdlicas mediante la utilizacion de
diferencias finitas”, menciona: el método de diferencias finitas debe
ser suficientemente consistente y estable. También considera que
el numero de iteraciones, se debe tener criterio con respecto al
namero de pasos en la variable espacial y variable temporal, ya que
debe cumplirse la condicién CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) para la
estabilidad del método. Es por ello que la presente tesis toma como
referencia de aplicacion de la consistencia, estabilidad y
convergencia en la validacion de estos parametros de investigacion
en la solucion de la Ecuacién Diferencial Parcial Hiperbdlica

Homogénea que modela las vibraciones de una cuerda.

Santamaria, A. y Ramirez, J. (2015), en su informe de Tesis
titulada: “Diferencias Finitas Asistido con Matlab en la Solucién de
Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbdlicas” concluyen: se

determina la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales
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parciales hiperbdlicas de segundo orden utilizando el método de
diferencias finitas por su discretizacion, valorando al Matlab como
una herramienta digital de gran soporte de apoyo en la solucion
numeérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales Hiperbolicas.
También se resalta que la aplicacion de métodos clasicos
(Separacion de Variables, Transformada de Laplace) y el método
de diferencias finitas progresivas en la solucibn de EDP

Hiperbdlicas, se verifica que los resultados son semejantes.

A diferencia el presente trabajo de investigacion usa el
software cientifico Fortran F95, Wolfram Mathematica y GNU
Octave con el método de diferencias finitas centradas en la solucion
de EDP Hiperbdlicas.

2.1.3. Antecedentes regionales

a) Amayay Cabrera (2013), en su trabajo de informe final del PROIN
2012, denominada “Métodos de diferencias finitas para la solucion
de ecuaciones en derivadas parciales elipticas, parabdlicas e
hiperbdlicas” mencionan: la obtencion de formulas en diferencias
finitas aproximan las derivadas parciales en un punto del dominio
con el objeto de sustituir dichas expresiones en la siguiente
ecuacion diferencial en derivadas parciales de segundo orden,
permite aproximar los resultados a la solucion analitica. Asi mismo
el presente trabajo de investigacion establece el movimiento
vibratorio de las ondas y su expresion matematica relacionada con

la Ecuacion Diferencial Parcial Hiperbdlica Homogénea e interpreta
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b)

los resultados del procedimiento analitico y por Analisis Numérico

del comportamiento de la onda unidimensional.

Chéavez, Becerra, Rodriguez y Lopez (2017), en su informe final de
investigacion titulada “Existencia y unicidad de la solucién
generalizada de una ecuacion diferencial hiperbdlica que modela la
propagacion de una onda en un medio elastico sometida a una
fuerza externa” llegan a la conclusion que existe solucion débil para
el problema hiperbdlico, es decir de una funciéon u: [0, T] —» H} (),

satisfaciendo que:

= @' (),v) + a(u(t),v) = (f(£),v)  enD'(0,T) Vv € HE(Q)

También mencionan que la solucién generalizada u: [0,T] —»
H}(Q) del problema hiperbdlico es Unica. Es en esa mirada que, se
realiza la presente investigacion a través de la solucion de una
Ecuaciéon Diferencial Hiperbdlica homogénea que modela las
vibraciones de una cuerda mediante solucién analitica y Analisis

Numeérico.

Amaya, L. (2018), en su articulo publicado denominado “Solucion
numeérica para la ecuacion diferencial parcial hiperbdlica: la
ecuacion de la onda” resume que, la solucion numérica de la
ecuacion de la onda, es de aplicacion mdultiple en las matematicas
y la ingenieria, haciendo uso del software de calculo simbdlico
Matlab. A razon de ello, la presente investigacién se diferencia por
el uso del software cientifico Wolfram Mathematica, Fortran F95 y
GNU Octave acerca de las vibraciones de la onda unidimensional,

ejemplos y soluciones.
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d) Minano, W. (2012), en su informe de tesis titulada “Programa del
Método del Elemento Finito para Ecuaciones Diferenciales
Parciales Parabdlicas con Frontera Convexa”, concluye la
utilizacion del programa MATLAB, para implementar algoritmos
computacionales del método de elemento finito en la optimizacion
del tratamiento de datos de una EDP parabdlica con frontera
convexa. También desarrollé formulas y algoritmos para el método
de elementos finitos y utilizé el lenguaje de programacion MATLAB
para resolver ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas con
limites curvos. A diferencia el presente trabajo de investigacion
emplea el método de diferencias finitas en la solucion de la EDP
hiperbdlica homogénea unidimensional mediante el uso del

software cientifico Fortran F95.

2.2. Ecuacioén diferencial

Se denomina Ecuacién Diferencial a la ecuacion que contiene

derivadas o diferenciales. (Carmona, 1992, p.23).

Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales

1. Tipo de una Ecuacion Diferencial

a. Ecuacion Diferencial Ordinaria

La Ecuaciéon Diferencial Ordinaria (EDO) es una ecuacion que

comprende variable independiente x, una funciéon y(x) y una o varias

derivadas de y(x).
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b. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales que expresan algunas
leyes fisicas aparecen derivadas parciales como la ecuacion de
o%u

a%u .
Laplace, ﬁ"'a_yz: 0, es empleada en el estudio de los campos

electrostéticos, funciones armonicas, y juegan un papel importante en
problemas relacionados con la conductividad térmica, flujo de fluidos y
potencial eléctrico. Analizando esta ecuacion, tenemos como variable

dependiente U y variables independientes x, y.

Stewart, J. (2012, pp.902 - 908), si f es una funcion de dos

variables, sus derivadas parciales son las funciones f, y f, definidas

por
. f(x+hy)—f(xy)
fr(x,y) = }llgg) A
) h - )
fy(x. y) = }li_r}?)f(x Y+ f)L fxy)

Notacion para derivadas parciales

Si z = f(x,y), denotamos

d 0z
) = fo = o f0Y) = 5= = fi = Dif = Dof

d

d
By = =5 f0oy) = @ = f, = Dof = Dyf

Regla para determinar las derivadas parciales de z = f(x,y)
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a) Para determinar f,, conservar a y constante y derivar f(x,y) con

respecto a x.

b) Para determinar f,,, conservar a x constante y derivar f(x,y) con

respecto a y.
Orden de una Ecuacién Diferencial

El orden de una ecuacion diferencial (ya sea EDO o EDP) es la

derivada de mayor orden presente en la ecuacion. (Zill y Cullen, 2009,
p.3).

a. Primer orden: se presenta de la siguiente forma
F(x,y,y) =0

b. Segundo orden: tenemos
Flx,y,y",y") =0

c. Tercer orden:

F(X, y,y/’y//,y///) — 0
d. Ordenn

F(x,y,y’, ...,y(”)) =0
Grado de una ecuacion diferencial

a. Lineales

En una Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) la variable

dependiente y ademas todas sus derivadas son de primer grado.
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Cada coeficiente de y incluso sus derivadas dependen

solamente de la variable independiente x (puede ser constante)

d" dant d
() 5+ an () =F + -+ a; () - + ap()y = g(x)

(2.1)
b. Nolineales

Las ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden o
superior tienen propiedades de combinaciones lineales que satisfacen

el siguiente teorema:
Si se considera que y;, s, ..., ¥k €S la solucién de orden n de la

ecuacion diferencial homogénea en el intervalo I, entonces la

combinacion lineal

Yy =c1y1(0) + 2y, (x) + -+ ey () (2.2)
Enellalasc;, i = 1,2,...,k es una constante arbitraria, también es
una solucion de intervalo. Las ecuaciones no lineales no poseen esta

capacidad de superposicion (Zill y Cullen, 2008, pp.108,146)

Carmona, 1. (1992, p.24) plantea ejemplos que corresponde a la

clasificacion de Ecuaciones Diferenciales:
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Ecuacion diferencial Tipo Orden Grado Lineal

dy y Ordinaria 1 1 Si
— = 2e
dx
dy ox bl — dy Parcial 1 1 Si
ot ot ds
x%y"+xy'+y=0 Ordinaria 2 1 Si
yy" +x’y =x Ordinaria 2 1 No

(el coeficiente de
y no depende de
x exclusivamente)

dy 0%y Parcial 2 1 Si
—+—==c
ot = 0s?
d? d Ordinaria 2 1 Si
x? d_x}zl + xd—y + (x?
—v?)y
04v 92m\ > Parcial 4 1 No
Iz ( on? >
(yV)3 —y" +y" —y2 Ordinaria 5 3 No
=0
y +y=x/y Ordinaria 1 1 No
seny'+y =0 Ordinaria 1 ? No

2.2.1. Ecuacion Diferencial Parcial Lineal

La ecuacidén presenta una variable dependiente u y la variable
independiente x como también la variable independiente y es asi que se
presenta una Ecuacion Diferencial Parcial Lineal de segundo orden dada

por
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A(x, y) +—B(x y) +—C(x y) +—D(x y)——%—E(x y)——%—F(x yu =

G(x,y), (2.3)

en ella los coeficientes A, B, C, D, E,F y G son constantes reales o funciones
de x e y. Cuando una ecuacion diferencial parcial es de orden 2 y lineal es

homogénea si G(x,y) = 0; caso contrario es no homogénea.
Ejemplo 2.1: tenemos una ecuacion diferencial parcial homogénea

62u 0%u
d0x? ay

Ejemplo 2.2: tenemos una ecuacion diferencial parcial no homogénea

0°u odu

oz oy 7

2.2.2. Parte principal de una ecuacion diferencial parcial

Se llama parte principal de una ecuacion diferencial parcial a la parte

de la ecuacion que contiene las derivadas de mayor orden.

2.2.3. Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales Parciales de

segundo orden

Una Ecuacion Diferencial Parcial Lineal de segundo orden con dos
variables independientes con coeficientes constantes, esta clasificada en
tres tipos a partir de Zill y Cullen (2008, p. 530-531),

19



0%u 0%u
Aﬁ-l_Baxay

0%u ou ou
+Ca—y2+Da+E£+Fu—0, (24)

donde, A, B, C, D, E y F son constantes reales, y se presentan de la siguiente
forma:

Entonces se dice que la ecuacion diferencial parcial (EDP) es:

a) Hiperbolica, si B2 — 4AC > 0
b) Parabdlica, si B> —4AC =0
c) Eliptica, si B> —4AC < 0

Ejemplo 2.3: Analizando las siguientes ecuaciones, segun propone Zill
(2008, p.530), se tiene:

0%u  odu
a) 3ﬁ—5—0

0w _ otu _
ax2z  9yz

0%u = 0%u
C) ﬁ‘l‘ﬁ =0

Solucién:

a) ldentificando los coeficientes de la EDP

0°u  oJu B

ax2 9y 0

Tenemos A=3,B=0yC =0.
En este caso, B> — 4AC = 0> —4(3)(0) =0
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Luego, la Ecuacion Diferencial Parcial es Parabdlica.
b) De modo similar, para la ecuacion

0°u  0%u

=0
dx? 0y?

Tenemos los siguientes coeficientes: A=1, B=0y C = —-1.
Sustituyendo los coeficientes en la expresion, B2 — 4AC, obtenemos
(0)2 — 4(1)(—1) = 4, es decir B> — 4AC > 0.

Visto el valor obtenido la Ecuacién Diferencial Parcial es Hiperbdlica.

c) De igual forma, para la ecuacion

0%u N 0%u — o
ax2  dy?

Se tiene A=1, B=0y C =1. Reemplazando en la expresion,
B? — 4AC, se obtiene 0% — 4(1)(1) = —4 < 0, entonces la Ecuacién

Diferencial Parcial es Eliptica.

2.3. Funcioén periddica
Una funcion f: R — R. Se llama periodica de periodo T # 0. Si

f(x)=f(x+T) para todo x € R. Esto se repite para todos los

multiplos enteros de T.
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Observacion: El valor positivo mas pequefio de T se llama periodo

fundamental de f.

Teorema 2.1: Sean f(x), g(x) funciones periddicas con periodo T.

- h(x) = af(x) + bg(x), a,b € R, también es periddica con periodo
T.

Teorema 2.2: Si T es periodo de f(x) — nT,n entero, también es
periodo. (Carmona, 1992, p.548)

2.4. Funcién par e impar

2.4.1. Funcién par

Sea f:D c R— R tal que y = f(x). Se dice que la funcion f es par

cuando cumple las siguientes condiciones:

1. SixeD=—-x€D
2. f(x)=f(—x) Vx€eD
3. La grafica de la funcion f debe ser simétrica respecto al eje Y,

lo que significa que si se tiene un punto (x,y) en la gréfica,

también debe existir el punto (—x, y).

2.4.2. Funcién impar

Seaf:D c R — R talque y = f(x). Se dice que la funcién f es impar

cuando cumple las siguientes condiciones:
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1. SixéD=—-x€D

2. f(x)=—f(—x) Vx€eD

3. La gréfica de la funcion f debe ser simétrica respecto al origen,
lo que significa que si se tiene un punto (x,y) en la grafica,

también debe existir el punto (—x, —y).

2.5. Propiedades de suma, diferencia, producto y cociente de

funciones

2.5.1. Sumade funciones

1. Silas funciones f y g son pares, entonces la suma de ambas
funciones h es par.

2. Silas funciones f y g son impares, entonces la suma de ambas
funciones h es impar.

3. Sila funcién f es par y la funcién g es impar, entonces la suma
de ambas funciones h no puede ser par ni impar, salvo que en

algunos casos una de las funciones sea nula.

2.5.2. Diferencia de funciones

1. Silas funciones f y g son pares, entonces la diferencia de ambas
funciones h es par.

2. Si las funciones f y g son impares, entonces la diferencia de
ambas funciones h es impar.

4. Si la funcién f es par y la funcion g es impar, entonces la
diferencia de ambas funciones h no puede ser par ni impar, salvo

gue en algunos casos una de las funciones sea nula.
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2.5.3. Producto de funciones

1. Silas funciones f y g son pares, entonces el producto de ambas
funciones h es par.

2. Si las funciones f y g son impares, entonces el producto de
ambas funciones es par.

3. Silafuncion f es pary la funcion g es impar, entonces el producto

de ambas funciones h es impar.

2.5.4. Cociente de funciones

1. Silas funciones f y g son pares, entonces el cociente de ambas
funciones h es par.

2. Si las funciones f y g son impares, entonces el cociente de
ambas funciones h es par.

3. Silafuncién f es pary la funcion g es impar, entonces el cociente

de ambas funciones h es impar.

2.6. Funciones ortogonales

Gonzales, P. (2013), sea f; Y f, funciones reales de una variable real

definidas en un intervalo [a, b]. Su producto interno es el nUmero

(Funfa) = [1 fi () - fo(x)dx
(2.5)

Mientras que f; y f, son ortogonales si
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Fuf) = [0 fi () fo(¥)dx =0 (2.6)

Esto significa que las funciones f; y f, son ortogonales si el producto interno
de las dos funciones, calculado mediante la integral en el dominio [a, b], es

igual a cero.

Propiedad 2.1. Relaciones trigonométricas de ortogonalidad

Sean m,n € R. Asimismo:

f_LL cos (nLﬂ) sen (?) dx=0, si n¥m>1; (2.7)

L 0, sinFmnm=1
J, cos (ﬂ) cos (m) dx={ L sin=m>>1 (2.8)
- L L )

2L, sin=m=0

fsen () sn ()= (M2 NS

Prueba de la ecuacion (2.7)

Por razones trigopnométricas de la suma de dos arcos, tenemos:
sen(A + B) = senAcosB + sen B cos A
sen(A — B) = senAcosB — sen B cos A
cos(A + B) = cosAcosB — sen AsenB
cos(A — B) = cosAcosB + sen AsenB

Si sumamos seno suma y seno diferencia, obtenemos:
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sen(A + B) + sen(A — B) = 2senA cos B

Sen(A + B) + sen(A — B)
2
Sin #m > 1y aplicamos apropiadamente la formula de célculo integral:

= senAcosB =

cos(au
(aw)

fsen(au)du =—

Tenemos:

f_ LL cos (nl,ﬂ) sen (?) dx
L

= % J {sen [—(n +lrln)7tx] + sen [—(n —zn)nx]} dx

-L

= %{(n -ijn)n cos [(n +lrln)ﬂx] + (n __fn)n €os [(n _Zn)nx]}_L

1 —L (n+m)rL -L (n+m)rn(-L)
“slermee T )

(n+m)m ¢ L T (n+m)m €os
1 —L (n—m)mL
+E{(n—m)ncosl L l
—L (n—m)n(—-L)
B (n—m)ncos[ L ]}

_ 1 —L L
= E{(n e cos[(n + m)m] + o cos[(n + m)n]}

+%{(n —_fn)n cos[(n —m)m] + o _Lm)ﬂ cos[(n — m)n]}

1 1
=3{0} +3{0)

2
=0
.[_LL cos (nLﬂ) sen (?) dx =0
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Prueba de la ecuacién (2.8)

Por identidades trigopnométricas se tiene:
cos(A + B) = cosAcosB — sen AsenB
cos(A — B) = cosAcosB + sen AsenB

Si sumamos coseno suma y coseno diferencia, obtenemos:
cos(A + B) + cos(A — B) = 2cosA cos B

cos(A+ B) + cos(A — B)
2

cosA cosB =

Ecuacion (2.8.a)

Sin+m;n,m=>=1 y aplicamos apropiadamente la formula de célculo

integral:
sen{au
f cos(au)du = # +C
Tenemos:

= % f {cos [—(n il m)nx] + cos [—(n —lrln)nx]} dx

L
L
j L (nnx) (mﬂx) 1 {Sen(n +m)nx sen(n — m)nx}L
. cos \——)cos(— =3 L L y

1 {sen(n + m)nlL B sen(n + m)n(—L)}

2 L L

sen(n —m)rLl sen(n —m)m(—L)
i —
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= %{sen(n + m)r — —sen(n + m)m}

+ {sen(n — m)m — —sen(n — m)m}

+{sen(n — m)mr — —sen(n — m)m}

— 1{2567’1(7’1 + m)m + 2sen(n — m)m}

2
1
=E{2-O+2-0}
= 1{O+O}
2
L nmx mmx
j_ . cos (T) cos (T) dx=0

Ecuacion (2.8.b)

Sin=m=>21

]_ LL cos (nLﬂ) cos (mztx) dx
L

J‘ cos (n+ n)nx cos (n —Ln)nx]} dx

-L

f_L cos (nLLx) cos (mztx) dx = % f{cos (ZnL)nx] + cos (O)Lnx]} dx

-L
= % f{cos [(an?nx] + 1} dx

—-L

e )
-L
~sameen [T - e T+ o0
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_ 1¢ L L
= E{% sen[(2n)m] + L — %sen[—(Zn)n] + (—L)]}

= %{0+L — [0+ (-L)]}

1
=E{O+L—0+L}

—12L
= {21}

=1L

j_ LL cos (nLLx) cos (?) dx =1L

Ecuacion (2.8.c)

Sin=m=0

f_ LL cos (nLﬂ) cos (mzcx) dx
L

J‘ cos (n+ n)nx cos (n —Ln)nx]} dx

-L

f_L cos (nLLx) cos (mztx) dx = % f{cos [@] + cos (O)Lnx]} dx

-L

L

1
= E_{(l + 1)dx

L

_1 2d
—zf x

—-L

1
= E {ZX}EL

1
= > 2 - 2(-1))
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=3 (4L)
= 2L
j_LL cos (nLLx) cos (?) dx = 2L

Prueba de la ecuacién (2.9)

cos(A + B) = cosAcos B — sen AsenB
cos(A — B) = cosAcosB + sen AsenB

—cos(A + B) = —[cosA cos B — sen Asen B]
cos(A —B) —cos(A+ B) = 2sen AsenB

1
= senAsenB = 3 [cos(A — B) — cos(A + B)]
L nmx mmx
sen|{——)sen dx
| sen(“F)sen (")

3l

-L

Ecuacioén (2.9.a)

Sin#+m

~

e

-L
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= 1 chos [—(n — m)nx] dx ! fcos [—(n +Lm)7rx] d

2 2
—_ L L
- %l{(n m)n en [(n m)”x]}_L B {(n -Il-lm) sen [(n +Lm)nx]}_Ll

= %[((n o [(n—- m)n]) + (ﬁsen[(n—m)n])

l rrmm sen[(n+m)7t]) + (ﬁsen[(n+m)n])”

N %[((n Zan)n”"[("‘m)”]) N ((nf;)nse"[(”m)”])]
= Lo-0)

=0-0
=0

f_ LL sen (nl,ﬂ) sen (mzcx) dx =0

Ecuacion (2.9.b)

Sin=m

~

= [ o [ _ g [t O,

-L

=% f{l — cos (ZnL)ﬂx]}dx

—-L
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“l\)lb—\ Nlb—\ NID—\ N -

{[x]eL [(Zn)nsen[@n)’f’f]]_j
o [ sencenm)
{ZL L sen anm
(2L-0}=1

" sen () sen () ax = 1.

32



CAPITULO Il

SERIES DE FOURIER

4.1. Serie de Fourier

Una serie de Fourier corresponde a una serie infinita que converge
puntualmente a una funcion continua y periddica. Sea f una funcion real
continua por partes definida en el intervalo [—L, L], donde L es la mitad del
periodo de la funcion, entonces la serie de Fourier f es la serie

trigonométrica y tienen la forma:

flx) = %ao + Yo (ancos (nLﬂ) + b, sen (%)) (3.2)

1 L
ap = —f f(x)dx
L),
a, = %f_LLf(x)COS(nLix) dx, n=0,1,2,...

by == ", f()sen("2) dx, n=0,12,..

Donde los coeficientes de Fourier a,, y b,, son calculados por las férmulas

y a, es el coeficiente de la componente constante.

Teorema 3.1: Sea f una funcion periédica, con periodo 2 y sean f(x) y
f'(x) seccionalmente continua en el intervalo (—m, 7).

Entonces la serie de Fourier converge a:



a) f(x) si x es un punto de continuidad.
b) 3( lim f(x) + lim_f(x)) si x es un punto de discontinuidad.
2 x—>x3’ x—>x0
(Carmona, 1992, p.572)
Teorema 3.2: (De Fourier): Fierros, J. y Rivera, H. (1996, p.21), sea f una
funcién periédica con periodo 2 y suave por partes (es decir, fy f’ son

continuas por partes) en [—m, ], entonces, la serie de Fourier de f

converge en cada punto del intervalo a

1
SUF@H + @]
4.1.1. Los coeficientes de Fourier

Duoandikoetxea, J. (2003, pp.1-4), considera que la serie
flx) = % + Y1 lag cos(kx) + bysen (kx) | converge uniformemente en

[-m, ] a la funcién f, escribimos la igualdad
flx) = % + Yo ila, cos(nx) + b,sen (nx)] (3.2)

y la integramos en [—m, ] la convergencia uniforme permite integrar
término a término la serie segun el Teorema de convergencia uniforme en

un intervalo y se obtiene

/" fodx = ma, (3.3)
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de donde sale el valor de a,. Del mismo modo, si multiplicamos la ecuacion

(3.2) por cos(kx) e integramos en [—m, ], la propiedad de ortogonalidad da
f_nnf(x) cos(kx) dx = may, (3.4)

Haciendo lo mismo con sen (kx) llegamos a

f_nnf(x) sen(kx) dx = mby, (3.5)
Entonces los valores ay, b, que se obtiene son los siguientes:
A = %ffnf(x) cos(kx)dx, by = %f_nnf(x) sen(kx) dx (3.6)

Si f es par (es decir, f(—x) = f(x), se tiene b, (f) = 0 para todo k y la

férmula para a; se puede escribir
ay = %fonf(x) cos(kx) dx (3.7)

Cuando f es impar (es decir, f(—x) = —f(x), se tiene b, (f) = 0 para todo

k y b, se puede escribir
b == [ £ (x) sen(lex) dx (3.8)

Monferrato, M. (2009, pp.90-93), sea una funcion f:[0,L] - R continua y
diferenciable por tramos, debe expresarse como una serie de Fourier que

contenga sélo “seno” o solamente “coseno”. Por asi decirlo
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f@) =3+ Ty ancos (322 (3.9)

b—a

0 bien

(3.10)

2nnx)
b—a

) = By ansen (
Para algunas constantes a,b con a < b. Estas representaciones también
se denominan “expansiones de rango medio de la serie de Fourier” y se
utilizan ampliamente para resolver ecuaciones diferenciales parciales como

la ecuacion del calor y de onda.

Intentemos usar el teorema de Fourier para obtener estas expresiones,
pero esta funcion f debe ser periddica. Ademas, para representarlos
simplemente como una serie de Fourier de senos, f debe ser impar, y si
gueremos representarlo simplemente como una serie de Fourier de

cosenos, f debe ser par.
4.1.2. Convergencia de la Serie de Fourier
Teorema 3.3: Convergencia de la serie de Fourier en senos.

Si f:[0,L] — R es continua y derivable por trozos entonces
o0 nmx
fG) = Seabusen () vx € [0,L]

donde
2

b, = fOLf(x)sen ("Tnx) dx

T L
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Teorema 3.4: Convergencia de la serie de Fourier en cosenos.

Si f:]0,L] — R es continua y derivable por partes entonces

flx) = % + Yo, aycos (%) vx € [0, L]

donde

a, = %foLf(x)cos (%) dx
Ejemplo 3.1. Desarrollar en serie de cosenos f(x) =2x, 0<x <2

Solucion:
Figura 3.1
Funcion lineal f(x) =2x; x €(0;2) y su prediccion

simétrica respecto al eje Y.

L
|« y
__________________ ,Q""“""""
AN
Y
N
\\
< | 1 Il
- I I I
4 -3 2
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Figura 3.2

2x; O0<x<?2

Grafica de la funcion f(x) = {—Zx' —2<x<0

obtenida con el programa GNU Octave (version 6.4.0).

)=
gls)=—2x

5 T T T T

fix)
=]

Intervalo (0, L)
Semiperiodo : L, para L = 2
Periodo T=2L=4

Sea la serie de Fourier:

f(x) = %ao + i (ancos (nLix) + b, sen (nLix)>
n=

Segun la funcion representado en la figura (3.1) por convergencia en serie

de Fourier en cosenos para b,, = 0, tenemos:
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fG) =S+ ) ancos ()

n=1

2 L
=zj;f(x)dx
Donde:
2 (2 2 x2 2=x
a0=—12xdx=2]xdx—2[ l —2[———
2Jo 0
nnx
ff(x)cos )dx
2
22 nwx
anszxcos(—)dx
0
2
2 nmwxy [2=% 2 nmwx
=2|x ESQH(T)L)_)C— ESBH(T) X
—2(0+ 2 2 (TlT[X) x
In= A oex

8 cos(nm) 8
I =5 (cos(nm) — 1) = 2 2
Por lo tanto:
- 8 8 nmx
fx) =2+ Z (n2n2 cos (nm) — nznz) cos (T)
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Figura 3.3
Gréfica de aproximacion de la funcion

o 8 8
fOx) =24+ X0, (nznz cos (nm) — nznz) cos (%) a las
2x; 0<x<?2

funciones f(x) = { para T =4

—2x; —-2<x<0
obtenida con el programa GNU Octave (version 6.4.0)

5 T T T T

fix)

-]
b
5]
=S
[1%]
+e
[=r]

Ejemplo 3.2. Desarrollar en series de senos y cosenos la funcion

X; 0<x<4
f(x)_{B—x; 4<x<8

Solucién:

Por serie de senos: tenemos
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Figura 3.4

Gréfica de la funcién f(x) = {g_ X 2 Z f{ i ?3 y su prediccion
simétrica respecto al origen.
y A
2L
bagromommmmoemomoooooooeee 4

A

& d »
R AN %
N
-8 -6 +4 -2 /0

' s

' /7

1 Ke

' Q

i s

' P4

! ’

' ’

' Q

[l

SR

N4
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Figura 3.5

X, —4<x<4
Grafica de la funciénf(x)={ 8 —x, 4<x<8
—x — 8§, —8<x <-4

obtenida con el programa GNU Octave (version 6.4.0).

)t

flx)
=
T

Intervalo (0, L)
Semiperiodo : L, paraL = 8

Periodo T =2L =16

Sea la serie de Fourier:
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Segun la funcién representado en la figura (3.5) en serie de Fourier en

Seneos para a, = 0, tenemos:
TlT[X)

f(x) = z bnsen

by =2 [ f(x)sen(=) dx

Calculamos b,,:

Por ser funcion semiperiddica de la Serie de Fourier en senos que se

extiende, tenemos:

n =2y foosen(™=) dx

nnx
ff(x)sen )dx
[ 4
1 d nmx d
=2 ]xsen x+J(8—x)sen( 3 ) X
0
1 nmxy 8 82 nmxn |
| xeos () + msen (5 )]

8 /nt n?m? 8

I (8—x)cos(mrx) 8 _ 8 sen(nnx)r

= % [—xcos (ﬂ) i + o4 sen (nnx)r

2 /nm n?m? 8 /1y
[ (8 —x)cos (ngx) % - ngiz sen (%)E
=1l () oen (7))
132 nm 64 nm
+ Z{% cos (7) + 22 sen (7)}
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nm 2 22 2 2 22 2
= 7;62 sen (%) + 16zsen (%)
v = sen ()

Por lo tanto, reemplazando en:

f(x) = %ao + 2 <ancos (nLLx) + b,sen (nLLx)>
n=

fx) = Z nisz sen (n7n) - sen (%)

n=1
Figura 3.6
Grafica de aproximacion de la funcion de la serie de
. 0 32 nmwy nmx
Fourier f(x) = anlmsen (7) sen (T)

obtenida con el programa GNU Octave (version 6.4.0)

ha
T

f(x)
=]
T

-20 -10 a 10 20
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Por serie de cosenos: tenemos

Periodo T =2L=16

Figura 3.7
Gréfica de la funcion f (x) = {

simétrica respecto al eje Y

X,
8

_x,

0<x<4

4 <x<

gy su prediccién

A

2L

45




Figura 3.8

X, 0<x<4
Gréfica de la funcion f(x) = Ex_ X, _‘iiii%
x+38; —-8<x< —4

obtenida con el programa GNU Octave (version 6.4.0).

x)
=
T

o
=
o

Sea la serie de Fourier:

f&) =

e ) (scos (") 4 bsen ()

n=1

l\JIb—\

Segun la funcién semiperiddica representado en la figura (3.7) en serie de

Fourier en cosenos para b,, = 0, tenemos:

o)

f(x) = 70 Z a, cos (nLﬂ) vx € [0, L]

n=1
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2 L
ag =z.[;f(x)dx

Calculamos ay y a,:
0 4 8

-4
1
ao =3 j(x+8)dx+
e

a0:4

8
2
ap = gff(x)dx
0

[ 4

A

| 0

_1'35244_18 x2]®
T2 T2
L 0 4

_1(16 O)+1{64 64 (32 16)}
4\ 2 4 2 2

8
xdx+j(8—x)dx
4
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4
1 nrm niwx
a”:Z fxcos( 3 dx+f(8—x)cos( 3 )dx

s (] - [ en ()]

{[(8 —X) —sen (ngx)]xj — LS -1 %sen (%) dx}

2 x=4
= % (% sen (n7n) + Infnz cos (ngx) x=0) 1(0 - %sen (nzn))

x=8

4

= 8-%sen (?) + n17612 cos (n27t) —%—%%sen (E)

——— C0S ——

1[ 64 nmwx
n2m? 8 li—s

|

17 64 4 o5 (™"
+7 [_ > cos(nm) + g2 <08 (7)]
y . 16 1 64 64 nm
~ 2z ©%° (7) ~ e Y 2| T gz cos(m) + s cos (7)]
= 205 (7)) ~ 7z ~ g o0 + 1 003 ()
32 nmy 16 16
An = 227208 (7) T ngz gz cos(m)
Por lo tanto
aq > nmwx
FO) =5+ ) ancos ()

S reos (B) = g = 3 pcosn) cos (")

32 cos (E) - % - n:zlf[z CoS nn) coS (%)
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Figura 3.9

Gréfica de aproximacion de la funcion

f(x) =2 +Z,°1°=1( 22 cos (m) - =5 _ ¢ cosnn) cos (%) a

n2m? 2 n?m?  n2n?
X, 0<x<4
. _ 8 —x, 4<x<8 .
las funciones f(x) = —x: _4<y<po Obtenidacon
x + 8; —8<x<—4

el programa GNU Octave (version 6.4.0).

4 T T T

fix)
P
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Ejemplo 3.3. Sea f: R — R una funcion periddica de periodo 2, definida
por

Solucion:
Figura 3.10
Esbozo de gréfica de la funcion cuadratica f(x) = x2, T = 2m, x €
[—m, 7]
Y A
S 2 N
-3 —27 -1 0 T 2r 3 x
v
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Figura 3.11

Gréfica de la funcion f(x) =x%, T = 2m;x € [-7, 7]

obtenida con el programa GNU Octave (version 6.4.0).

fix)
=
T

F{aipms®

] 2
X

&
L F
4% ]

Queremos determinar la serie de Fourier de la funcion f.

En efecto, primero se calcula los coeficientes ay, a,, y b,

En este caso, se obtiene:

x3

3

_ 1L _1m 2.1,
aO_Lf—Lf(x)dx_nf—fo dx_” X=—T

a, = %fif(x)cos (?) dx

1" mmx 1 ("
a,=—| =x%cos(——)dx == x%cos(mx)dx
T)_, T T)_,

Usando integracion por partes:
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u = x? dv = cos(mx) dx

sen(mx)

du = 2xdx v =

m

Entonces

1 s
a, = gf x?cos(mx)dx
—TT

T m m

B 1< , sen(mx)|*~" _ J‘” - sen(mx) dx)

X=—T

s m  le—_g m

B 1( , sen(mx)|*7" _ f” - sen(mx) dx)

T m m m

1 T sen(mx)
=—|10—-0-— f 2x ——dx
T o m

_ 1 <7-[2 sen(mm) 2 sen(mm) J” - sen(mx) dx)

Integrando por partes una vez mas y considerando:

u=x dv = de
_ __ cos (mx)
du = dx v=——
Tenemos:
2 J‘" sen(mx)
a, = —— x———dx
T)_, m
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2([—x-cos(mx)] x=mn T cos(mx)
(R
_ 2(({=@@cos(mm) —(—m)cos(m-—m)\ sen(m-x) T
Bl _E{< m2 - m? ) - m3 ]_n}
2 (m)cos(mm) (m) cos(m - m) sen(m - x)1"
Bl _E{<_ m2 m? ) - md ]_n}
_ 2(—2mcos(mm) (sen(mm) sen(m-—m)
Bl _E{ m2 B ( m:  m3 )}
_ 2(—2mcos(mm) (sen(mm) sen(m-m)
Bl _E{ m2 B ( ms T m )}
B _E —2mcos(mm) 040 =4 cos(mm)
oo m2 B m2
4(-1)™
an =— 3

Calculando el coeficiente b,, y sabiendo que el producto de una funcion par

por una funcién impar resulta una funcion impar, es decir:
1t mmx 1 (" mmx
b, = ZJ_Lf(X)sen (T) dx = ;J_n x%sen (T) dx =0

Sustituyendo los coeficientes encontrados, tenemos que la Serie de Fourier

que representa la funcion f(x) = x? es:

2n?
3

f(x)zT

4(;12)171 cos (m::x) +0-sen (%))

1

L i (on
=3 — cos (mx)

n=1

S
1l

+
[
—

—
3
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D"

m2

cos (mx)

m? C
fx) = x2~?+ 42
n=1

Figura 3.12

Grafica de aproximaciéon de la serie de Fourier,
f(x) z%2+42;'l°=1(_m;2mcos (mx), a la funcion
f(x) =x?%, x € [-2m, 2n] obtenida con el programa
GNU Octave (version 6.4.0).

id T T T

flxh

4.1.3. Convergencia puntual de la Serie de Fourier

4.1.3.1. Funcidén seccionalmente continua
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Una funcién f:R - R se dice que es seccionalmente continua si
contiene un numero finito de discontinuidades de salto, es decir, si a < b,
existen
a<a <a,<-<a, <btalesque f es continua en cada intervalo abierto
(a;,a;41),j = 1,2,..,n— 1,y existen los limites laterales para cada punto de

discontinuidad.

li li
Fa) = Jar @y FG =, Jo f@) (3.11)
Figura 3.13

Funcién seccionalmente continua

y

A

v

3.1.3.2. Funcién seccionalmente diferenciable

Una funcibn f:R - R es seccionalmente diferenciable si es
seccionalmente continua y sus derivadas de la funcion f, son

seccionalmente continua.

3.1.3.3. Teorema de Dini

Sea f:R — R una funcion continua a trozos, 2m periodica y tal que

para todo x € R se cumple que existen y son finitos los siguientes limites:
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- + - -
lim ZEE0TED = ey i L0 — - (3.12)

Entonces, dado x, € R se cumple que:
Sew(F (o) = Tim_8,,(f)(xp) = Lol (3.13)

Cuando f es continua los puntos f (xg) y f(xg) coinciden. Por lo tanto,

tenemos el siguiente corolario:
Corolario 3.1:

Sea f: R — R una funcién continua en las hipétesis del Teorema de
Dini. Entonces S, (f) converge puntualmente a f en R. O lo que es

equivalente:

o)

a
0+ z aycos(kx) + z a,sen(kx)
k=1

2
k=1

f&) =

Se recomienda que:

Sea f una funcién impary a € R = f_aaf(x)dx = 0.

Sea f unafuncibnparya € R = f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx.

Sea f y g dos funciones pares (o impares) = f - g(x) es una funcién par.

Sea f una funcion par y g una funcion impar = f - g(x) es una funcion
impar.
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Considerando la ecuacion (3.1), de la funcion f:R — R diferenciable de
periodo 2L. La funcidn converge, en cada punto x, para % [f(xt) + f(x)],

es decir:
%[f(xJ“) +f(x7)] = %ao +Yr (ancos (%) + b,sen (%)) (3.14)

Prueba 3.1:

Considere f(y) como una funcion [—L,L]. Haciendo las debidas

sustituciones de los coeficientes de Fourier tenemos:

1 < kmx kmx
Sp(x) = > o + Z a,cos (T) + bysen (T)
n=1

Tal que

=7 LLf(y)cos (%) ay

bo=1 J_LLf(y)sen (%) ay

Sustituyendo en la suma de la serie de Fourier tenemos

1 L
Sn(x) = ZLJ f(y)dy+
-L

(i sl (e () 5n (P en () )

n=1

Utilizando la identidad trigonométrica
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cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a)sen(b)

En la suma parcial tenemos:

L L

L n L
1 1 k k
5, = ﬁf Oy + k:l__fL cos (< = =) F)dy

5200 = [1,2[3+ Ty cos (= ) )] F o)y (3.15)
3.1.3.4. Nucleo de Dirichlet

. s 1]1 k .
La funcion Dy (x) = ; [5 + 3" cos (?)] es conocida como el

Nucleo de Dirichlet y satisface las siguientes propiedades:

D,) D, es una funcion par, es decir, D, (x) = D, (—x)

L
D) fDn(x)dx =1
-L

D3) D, es una funcion continua

D,) D, es una funcién periodica de periodo 2L.

Ds) Dn(0) = %(n + %)

D¢) La expresion compacto de D, (x), para x # 0; +2L; +4L; ... esta

dado por D,,(x) = %—Se:e(:(z)f

Desarrollando las propiedades, tenemos:
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1) D,, es una funcion par:

En efecto, D,(—x) = %E + Xk=1c05 (_kl,nx)]

5+ 2 (D)

k=1
= Dy, (x)

1

L

2)  [LDy()dx=1
En efecto, f_LL D,(x) =2 fOL D, (x)dx

-1 (5 e (5

k=1
_ 2 1x L+2J (nx)_l_ <2nx)+ (37Tx>+
—LZOLCOSL cosL cosL

0

a0 ) GRRIG) B
@),

2
=1+Z(0+0+---+0)

=1
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3) D,, es una funcién continua

En efecto, las componentes del Nucleo de Dirichlet son continuas.

4) D,, es una funcion periédica de periodo 2L por la hipotesis de la

proposicion.

5) D, (0) = 12)

L

En efecto D, (x) = %E + Y-, cos (%)]

11 < 171
P =1lz+ 21| =7[3+ 1)
k=1
n+%
Dn(0)= I

6) La expresion compacto de D, (x), para x # 0, +2L, +4L, ... esta

dada por
1 sen (n + %) %
Dn(x) = i ' X
sen (ﬁ)
En efecto

Calculemos la expresion

X

n
S, (6) =1 +Zcos ko), 6=
L=1
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Se tiene que tomar solo la parte real (Re(*)), ya que la suma en si

puede ser un nimero complejo.

S,(0) = Re (1 + Z eik9>

k=1

1_Zn+1

yquel+z+z+- 4zl =—no,z%#1
Luego,
1 — eitn+1)0
Sn(0) = Re <1_—ee>
o2 (1 — pin+D0 o2 _ g+ 1)8
S.(0) = Re __l.e< T ) =Re — ——w__
e 2 e2 —e 2
e‘Tw B ei@(n+%)
= Re —3 5 para 0 # 0,+2m, +4m, +6m, ...
e 2 —ez2
—ie i
e 2 —e?2
= Re —isenf

cosg 2 (cos%+i-seng)

cos%—isen%— (cos (n+%)9 +isen(n+%)>

. 0
—21$en7

= Re

sen% + sen (n + %) 0
Sn(g) =

2sen 5
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Entonces se tiene que

sen (% I ) + sen(n + 1)—

wen (559

Sn(x) =

Pero, tenemos que

Sp(x) =1+ Zn:cos —

Sabemos que

sen(%-%)+sen(n+%)%—%

Por lo tanto
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D,(x) = —W (3.16)

x#0,  +2L,+4L,+

%+ZCOS<kL—n(x—y))

k=1

Partiendo de

L1
5:09=[ 1 Oy
-L

Utilizando
1/1 k
D, (x) = ; (5 + Y5 CcOS %) y

sen n+1 nx
sk

Reescribiendo la variable independiente tenemos y = x —t

Tenemos

L+x

S.(x) = [X D =) f(dy = [17 D (Of (x — t)dt (3.17)

Como D, y f son periddicas de periodo 2L y la suma parcial S,, se

puede reescribir como

Sa(x) = X Da(Df (x — t)dt (3.18)

Usando el dato de que D, (t) es una funcion par, tenemos que
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Su(x) = [ Da(Of (x = t)dt + [, D (O f (x — t)dt

0 L
= —f Dy (—t)f (x + t)dt +f D (D)f (x — t)dt
L 0

=f Dn(t)f(x+t)dt+j D, (t)f (x — D)dt
0 0

= [IDa(OIf(x + ) + f(x — D]dt

Por lo tanto, obtenemos la siguiente expresion

Parae, = S, (x) — [%} definida como

en(x) = [ Dy(OUf (x +6) = FH] + [f(x — ) — F(x)]}dt

En efecto

L
eﬂ@=fDﬂmvw+ﬂ—ﬂfﬂ+vw—ﬂ—ﬂfﬂwt
0

eﬂ@=fDAmU&+0+ﬂw%ﬂ—U@ﬂ+ﬂfﬂwt
0

L L
=f Dn{[f(x+t)—f(x—t))]—fDn(t) [f(x”)—f(x")]}d
0
0

= 5,00~ [F&) + £ [ Do) de
0

en(x) = Sn(x) - {f(x+):f(x_)}
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Supongamos que f es seccionalmente continua, entonces existen
las derivadas laterales en cada punto de x

Entonces, dado x = x, € R se cumple que:

N _

Se(F(0) = i 5,(F)(xp) = LD (3.23)
Cuando f es continua los puntos f(xg) y f(xy) coinciden. Por lo
tanto, se cumple por corolario que f: R — R una funcion continua en
las hipotesis del Teorema de Dini. Entonces S,(f)(x,) converge

puntualmente a f en R. O lo que es equivalente:

fO) =22+ TR agcos(kx) + Xy asen(kx) (3.24)

LFGe) - fGO] = ag + 22 (ancos (%) + bpsen (”Lﬂ)) (3.25)

Ejemplo 3.4. Calcular la Serie de Fourier de la funcion periddica a trozos
de periodo 2 definida en [0,2) por

(1, six € [0,1)
fe) = {0, six €[1,2)

Solucién:
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fix)

Figura 3.14.

1, six € [0,1)

Gréfica de la funcioén a trozos f(x) = {0 six €[1,2)

T=2,x€][0,2)
y
(o]
< & = >
0 1 2 x
v
Figura 3.15
- . : <
Gréfica de la funcion f(x) = {(1) 2 < ’; : % T =2,

x € [0,2), obtenida con el programa GNU Octave
(version 6.4.0).

2

=1
+ glx=0
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Calculamos:

f(x) =

NI»—\

i( cos me +bnsen (nLix))
n=1

Sean los coeficientes:

_ % j_ LLf(x) dx ao == L "
= %fif(x)cos (?) dx
_ % J_LL fesen (T5) dx
ntervalo  : [0,1]
Semiperiodo: L

Como 2L = 2 y la funcién es integrable en [0,2], inicialmente calculamos

los coeficientes de la serie

2 2 1 2
a0=§f f(x)dx=f 1dx+J 0dx =1
0 0 1

1

anZ%fozf(x) cos (m;rx) dx:f0 1- cos (mfx) dx
2 mmx
+J1 O-cos( 1 )dx

1 1
= — sen(mmx)
mm

0

1 1
= —sen(mm-1) ——sen(mm - 0)
mm mm
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1
= —sen(mm) — 0
mim

a,=0

n = %fozf(x) sen (m;rx) dx = j:sen (?) dx

— cos(mmx) !
mm

0

—cos(mm-1) - cos(mm - 0) - cos(mm) s cos(0)

mm mm mm mm
— cos(mm)

mrm mrm

_ 1 —cos(mn)

mrm
_1-(C=1D™
no mn
Entonces:
0 mpar
1 — _1 m )
O el G { ) |
mrnm -, mimpar
mri

Por lo tanto: la serie de Fourier de f es:

fx) = —aO + Z <ancos m;tx) + b,sen (?))
1+ i (0 + b,sen (?))

i mnx _ 1 i 2 (mnx)
sen =5 — - sen 1
n=1

n=1

f&) =

N =

NI»—\

f&) =
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+ i ( -t + ) -sen((2k — 1)mx)

1 2

=327 ZE(

1 szen((Zk—l)nx)
f<x>~z+; T2k — 1)

Fx) ~ % N 22 sen((2k — 1)mx)

l\)lb—\

) sen((2k — 1)mx)

2k —1
k=1
Figura 3.16
Grafica de aproximacion de la serie de Fourier
o1, 2¢w sen((2k—-1)mx) ..
f) =S+ nzk=1—2k—1 a la funcion

1, 0<x<1 .
flx) = {0- l<x<2 obtenida con el programa GNU

)

Octave (version 6.4.0)

2 T T T

a5

fix)

0.5
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La funcién f satisface la definicion ecuacion (3.14) de la Serie de Fourier,

entonces la serie converge para f(x) si x es un valor no entero y converge

1 .
para > si x es un valor entero.

Figura 3.17

Gréfica de la funcioén a trozos f(x) =

1, 0<sx<1 _ L
{0; 1<x<?2 T =2, x €[0,2), converge a %.

y A
P——C)
1/2 .
< @ = »
q 1 2 x
v
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fia)

a5k

05

Figura 3.18
Gréfica de la funcion a trozos f(x) =

{1; 0<x<1
0, 1<x<?2

obtenida con el programa GNU Octave (version
6.4.0).

T =2, x €[0,2), converge a %,
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. RESULTADOS DE LA INVESTIGACION

En este apartado se muestra el desarrollo de la Ecuacion Diferencial
Parcial Hiperbdlica Homogénea, en particular la ecuacion de la cuerda de
onda unidimensional, mediante el método de solucidon analitica y por
analisis numérico a través de la implementacion del software cientifico
especifico (Fortran F95) ademas, se complementa con diversos graficos

haciendo uso de Wolfram Mathematica 12.2 y GNU Octave.

4.1.1. Ecuacién de la onda

La ecuacion de la onda es una Ecuacion Diferencial Parcial de

segundo orden, lineal e hiperbdlica dada por

2%u 2 0%u

5z = ¥ 52 (4.2)
donde u(x, t) es la funcidon desconocida, a es una constante que representa
la velocidad de propagacion de la informacion en el sistema o constante

dependiente de las condiciones fisicas del problema y las derivadas

parciales son respecto a t y x, respectivamente.



En relacién con la direccion de propagacion, las ondas se clasifican
como unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales. La
propagacion unidimensional es una de las direcciones como, por ejemplo:
las cuerdas y resortes, las bidimensionales se propaga de una superficie
como las aguas de lago después de una piedra arrojada en él y las
tridimensionales se propaga en todas las dimensiones un ejemplo de la cual

es la propagacion de la luz.

4.1.2. Problemas de valor inicial y frontera

Un problema de condiciones de frontera consiste en que la cuerda
esté fija segun la figura 4.1 y figura 4.3, al eje x en x = 0 y en x = L durante

todo el tiempo. Interpretando asi las dos condiciones de frontera (CF).

Para una cuerda que vibra se puede especificar el desplazamiento

inicial f(x) asi como la velocidad inicial g(x). En expresiones matematicas

se busca una funcion u(x, t) que satisface la ecuacion ‘ZZTZ— 2 % =0ylas
dos condiciones iniciales:

u(x,0) = f(x), Z—L: o gx), 0<x<lL 4.2)
y sus extremos fijos

u(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0. (4.3)

73



Figura 4.1
Cuerda en equilibrio atada en

ambos extremos.

Figura 4.2
Cuerda alterada de su posicion de

equilibrio para ser soltada.

A
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Figura 4.3

Cuerda en posicion de equilibrio de longitud L

Siendo:
x: puntos de la cuerda en equilibrio
u: desplazamiento vertical de la cuerda

T: tension de la cuerda

Figura 4.4
Cuerda elastica alterada de su posicion de

equilibrio para ser soltada.

A

/vol /'L M

u=0enx=20 u=0enx=1L

Supongamos que la cuerda se altera de su posicién de equilibrio por
el punto medio, una distancia que designamos por h y luego se suelta con
velocidad cero en el intervalo t = 0, para que vibre liboremente por lo tanto
el desplazamiento vertical debe satisfacer los problemas de valor inicial y

de frontera.

75



4.1.2.1. Consideraciones de simplificacién

Las consideraciones a tomar en cuenta segun Rubio, F. (2023) son:

a. La amplitud de vibracion de la cuerda es pequefia y cada punto de
la misma se mueve solamente en direccion vertical.

b. La cuerda es flexible.

c. Todas las fuerzas de friccidn (tanto internas como externas) pueden
despreciarse.

d. La masa de la cuerda, por unidad de longitud, es suficientemente
pequefia en comparacion con la tensién en la misma por lo que, las
fuerzas de gravedad pueden despreciarse.

e. La tension de la cuerda es tangente a la misma (Universidad

Nacional Rio Cuarto)

Figura 4.5
Esbozo de la cuerda y segmento de cuerda

gue comienza a vibrar con velocidad inicial de

longitud L.
u As
;"J"I u(x,t)
Jid
xI x+'Ax X
0
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4.1.2.2. Frecuencia de vibraciéon de una cuerda
La frecuencia de vibracion de una cuerda tensorial medido en ciclos

por segundo, esta dado por:

F=— |I (4.4)

T 2L+e

donde un ciclo por segundo se denomina un Hertz (H;)
F: frecuencia de vibracion de la cuerda

L: longitud de la cuerda vibrante

T: tension de la cuerda

e: densidad lineal de la cuerda

Para abordar la solucion de este problema segun (Rubio, O. 2024)
se debe considerar los siguientes puntos:

Primero: saber si existe solucion

Segundo: si la solucion es Unica

Tercero: si la solucion es bonita

Cuarto: como resolver el problema (método)
4.1.3. Métodos de solucion
4.1.3.1. Solucién analitica

Resolver una ecuacion diferencial parcial de segundo orden, como
la ecuacién de la onda unidimensional, implica obtener una solucion exacta

empleando técnicas matematicas formales, sin necesidad de recurrir a

aproximaciones numéricas. Entre las que se mencionan, son:
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- Método de separacion de variables
- Series de Fourier y Sturm-Liouville

- Método de transformada de Laplace
- Método de funciones de Green

- Foérmulas de D’Alembert

4.1.3.2. Solucién por métodos numéricos

Los métodos numéricos o0 aproximacién numérica son instrumentos
muy poderosos para la resolucion de problemas. Capaces de buscar y
solucionar sistemas de ecuaciones grandes, geometrias complicadas,

imposibles de resolver de manera analitica (Chapra, S. y Canale, R. 2007,
pp.4-5).

Si se tiene un amplio dominio en programacion computacional y
métodos numéricos, estos conocimientos permiten reducir los elevados

costos econGmicos que tiene un software.

Los métodos numeéricos son un medio complementariedad de la
amplia gama de las matematicas y nos ofrece una alternativa de solucién

para calculos muy complicados.
4.1.3.3. Analisis numérico

El andlisis numérico es una de las ramas de las ciencias
matematicas de estos ultimos tiempos, cuyas limitaciones no son del todo

preciso. Al ser una disciplina se ocupa de describir, analizar y crear

algoritmos de manera numeérica, permiten resolver diversos problemas
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matematicos, con cantidades numéricas, con precision determinada. Su
objetivo es dar un estandar normativo para analizar el comportamiento de
los métodos numéricos en diversos problemas, considerando la
convergencia, estabilidad, consistencia y errores. (Castillo, G., Faundez, L.,
Rivas, D y Irazoqui, E. 2010, p. 5).

Resolver problemas de ecuaciones diferenciales parciales desde una
mirada de métodos numéricos y/o analisis numérico es hallar por
aproximacion numérica (diferencias finitas, elementos finitos, elementos de
contorno, etc.) con la denominacion de solucién aproximada a la solucion

analitica, exacta.

4.1.4. Modelo matematico para procesos ondulatorios

Los fendmenos oscilatorios de diferente naturaleza (vibraciones de
cuerdas, membranas, oscilaciones acusticas del gas en los tubos,
oscilaciones electromagnéticas) se describen por las ecuaciones del tipo

hiperbdlico. (Romero, Moreno y Rodriguez, 2001, p.31)

La mas elemental es conocida como la ecuacion de vibraciones de la

cuerda (ecuacion de la onda unidimensional)
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Ejemplo 4.1

Hallar u € C%(U) tal que:

%u(xt) o 0%ulxt)
otz axz

U:0<x<L t>0 (4.5)

Condiciones de frontera: extremos fijos

u(0,t) =u(L,t)=0,t>0 (4.6)
Condiciones iniciales: posicion inicial y velocidad inicial

u(x,0) = f(x)

2D = (), 0<x<L (4.7)

. . . T
Siendo x la coordenada espacial, t el tempo y a? = P’ donde T es la

tensién de la cuerda y p su densidad lineal.

4.1.4.1. Solucion analitica por el método de separaciéon de variables

El método conocido como método separacion de variables consiste

basicamente en procurar una solucion de la ecuacion (4.5) haciendo que:

sea
u(x,t) = X(x)T(t) en que X es una funcion que dependen solamente

de la variable x ademas la funcién T depende de la variable t.

En este caso, sustituyen u en ecuacion (4.5) obtenemos:
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XGOT"(t) =o X" (x)T(t)

Tll(t) 3 Xll(x) 3
<2 T(t) X(x)

-1, AER

Asimismo, debemos tener

Xr(x) 1
x(x) X'(x)+AX(x) =0
e _ < {T”(t) +A02T() =0 (4.8)
x2T(t)
Siendo ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).
X"(x)+2X(x) =0, A>0,setiene
r24+1=0
r2=-1
r=+iVva (4.9)
Luego
X(x) = ¢, cos(VAx) + ¢, sen(vV2x) (4.10)

La ecuacion (4.10) es la solucion general de la EDO vy utilizando las
condiciones de contorno
X(0) = X(L) = 0, obtenemos

X(0) =¢ cos(ﬁ . O) +c, sen(ﬁ- O) =0, ¢ =0 (4.11)
X(L) =cy;sen(VA-L) =0, sic, #0 (4.12)
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=>sen(\/Z-L)=0
sen(VA-L)=0oVi-L=nn,neL

n?m?

L2’

Por tanto, tenemos lo que denominamos autovalores A = con

n = 1,2,3, ... y sus autofunciones correspondientes esta dada por

X,(x) = czsen< nin? x), n=123,.. (4.13)

L2

Asumiendo ¢, = 1, se tiene

X, (x) = sen< n x> n=123, .. (4.14)

n

2.2
Sustituyendo el valor 1 = L’ZT en la EDO

T"(t) + Aa?T(t) = 0, obtenemos

T"(6) + 2 a?T(t) = 0 (4.15)

(p>+ %oﬂ) T() =0 (4.16)

K2+ g2 = 0 (4.17)
L2 )

ky = ia |- (4.18)

ky = —ia | (4.19)

Siendo a una constante real positiva, tenemos para cada n € N la solucion
de la EDO.
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T,.(t) = a,cos (a nifz t) + b, sen <a n;ﬂ t) (4.20)

Asimismo, las soluciones de la ecuacién (4.5) y las condiciones de contorno

ecuacion (4.6) son

u,(x, t) = [ancos (n"Tat) + b,sen (mTat)] sen (% x), n=123..
(4.22)

Luego, por el principio de la superposicion se tiene

up(x,t) = Yoy [ancos (%at) + b,sen (%at)] sen (%) (4.22)
Es también solucion de (4.5) sujeto a las condiciones (4.6)

Resta, entonces, encontrar cuales deben ser los valores de las constantes

a,y b,,n €N.

Aplicando la condicién inicial en la solucion u(x, t), tenemos:

0 = 10 = 3 oo (252) - sen (520 on (1)

L L

= ulx,0)=f(x)=Yoa,sen (ﬂ) (4.23)

L

Luego en términos de funcién trigonométrica corresponde a las series de

Fourier, asi:
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an =2y fG)sen () dx,  n=123,.. (4.24)

L

Asimismo, para encontrar b,, vamos a derivar la solucion u(x, t) término a

término en relacion a t y aplicar la condicion inicial (4.7). Tenemos

3 c nmat b nmat nix
u(x, t) = Z [ancos ( L ) + b,sen ( L )] sen (T)
n=

Ju " = d i [ (nnat) +h (nnat)] (nnx)
PR x,t) = 3 a,cos I nSen I sen I

n=1
_ i [ nna (nnat) +h nna (nnat)} (nnx)
= aanen 7 nLcos 7 sen I
n=1
(x,0) = i [ nnwa (nnaO) +b nmwa (nnaO)} (mrx)
u(x,0) = an I sen I n] cos I sen I
n=1
=g()
u(x, 0) = Ty [ba 1] sen (") = g () (4.25)

Utilizando las propiedades de la serie de Fourier, se tiene que

b, = — [ g(x)sen ("Lﬂ) dx, n=123.. (4.26)

nmna

Por lo tanto, hemos obtenido la solucion del problema de valor inicial y de

contorno.
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4.1.4.1.1. Ecuacion de la cuerda de un violin
Ejemplo 4.2

Se analiza el comportamiento que ocurren cuando se tocan las cuerdas de
un instrumento como con violin. Las configuraciones de este
comportamiento son descritas por la funcion u(x, t), solucion del problema

de valor inicial y de contorno (4.1), con condiciones iniciales

hx
— para0 <x <a

fe) =429’ (4.27)
hx L), para a <x <L

a—L

gx)=0 (4.28)
Solucion:

Considerando la ecuacion 4.21
- nmat nmwat nmwx
u(x, t) = Z [ancos ( I ) + b, sen (T)] sen (T)
n=1
L

2 nmwx
a, = Zf f(x)sen (T) dx, n=123,..
0

L

2 nmx
b, = — g(x)sen (T) dx, n=123,..
0

Consideremos la solucion para el problema de valor inicial y de frontera

UG, ) = e [ancos (M22) + bysen (24| sen ()
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Donde

a, =2 Oaf;—xse (nnx)d += th(x b sen (E) dx (4.29)

L L

= —f g(x)sen( )dx =0 (4.30)

nma

Calculando las integrales de los coeficientes de Fourier a,,

separadamente, utilizando integracion por partes y asumiendo

u= h—x y dv = sen( ) )dx obtenemos
duzadx vz—j—ncos(nLﬂ)
=2 [ gen (M) ax
0
2 hx L nmx | ¥=a ; L nmx\ h
—z . ECOS—x_O—Of—ECOS<T)E X
a
=% _%'% cos(@) +% cos(ﬁ)dx]
0
21 hL Lh L .
= z —E coS (@) % Esen (nl,ix)]o
2
= % — :—i cos (mza) + arLzZ:ITZ sen (mza)l
a, = — %cos (%) + %sen (nLﬂ) (4.31)
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Calculando la segunda integral del coeficiente a, por medio del

meétodo de integracion por partes, con u = —hix__LL) y dv = sen (%) dx

du=de v=—icos(w)
a—-L nr L
Se sigue que
L
2 (h(x—1L) nmwx
—zf p— sen(L)dx

L

2| h(x-L) L nnxx=L+f h L (nnx)d

L a—L nr 7L x=a a—1L nw S\ )%
a

2)_hL-L) L cos(nm) — hla—1L) L cos (ﬂ)
L a—1L a—1L L
hL? nmay|
+ (a — L)n?m? Sen ( L )
x=a
_2[r(a-L) L (nna) N hL? (nnL>
"Ll @=0 nr UL T @Dz L
hl? nma
(a — L)n?m? sen( L )

2h nna 2hL nra

- ECOS ( L ) B (a — L)n?m? sen (T)

De este modo, podemos reescribir el coeficiente a,,

a, = _n?rh cos (mza) + aiilftz sen (mza) + % cos (@)
2hL nma
"~ (a—L)n?n? sen( L )
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— Yy - (—Zh N 2h> (nna) N ( 2hL 2hL ) (nna)
R e A ) an?m? (a — L)n?n? Sen\L

2hL (1 1 nma
= -——)sen|(—
n?n2\a a-L L

Por lo tanto, la funcion que describe el n-ésimo término de una cuerda de

violin sera

2hL (1 1 nrwa nmx nrat
un €)= 55 (5 = o) sem (%) sen (57) cos (457) (4.32)

Esta ecuacion modela el movimiento transversal de una cuerda al
tocar en un determinado tiempo, tenemos que la intensidad del sonido esta
ligada a la amplitud de las vibraciones y esta amplitud es representada por

la oscilacion de una onda.

4.1.4.1.2. Ecuacion de onda de la cuerda de la guitarra
Ejemplo 4.3

Monferrato, M. (2009, pp.123-125). Plantea:

Una guitarra esta apoyada verticalmente contra la pared de un
camion. En el instante t = 0, el camidn choca contra un muro a la velocidad
vy = 22,2 m/s. La funcion posicién o desplazamiento vertical y(x,t) en el

instante t de un punto x de una de sus cuerdas que se extiende entre x = 0

1 “* H 4 ”
yx=-m responde a la “ecuacion de onda”.
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d0%u(x,t) _ 2 0%u(x,t)
atz 0x?

Sujeta a las condiciones de frontera

w(0,t) = u Gt) =0, t>0 (4.33)
y las condiciones iniciales

u(,0) =0,y =222 0<x<- (4.34)

a=1

Hallar la solucién de la ecuacion

. ., .y, 1
Graficar la funcion solucidbnentre x =0my x = smentret=0sy
t=6s
Representar graficamente los desplazamientos de la cuerda en los

instantes t = %s yt=1s

Solucién:

a)

Reemplazando en ecuacion 4.21, tenemos:

_ = nmat b nrat nmx
u(x, t) = Z [ancos ( I ) + nsen( I )] sen (T)
n=

_ = nmat nmx b nmat nmnx
u(x, t) = Z [ancos< I )sen (T) + nsen( I )sen (T)]

n=1
Hallamos los coeficientes:

L
2 nmwx
a, = Z_f f(x)sen (T) dx, n=123,..
0
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0.5 0.5
a, =0
L
b =2 f Wsen () d — 123
n=——| g(sen(——)dx, n=123
0
0.5
n= 1f 22.2 sen(—)dx
0
5
44 .4

b, = —— | sen(2nmx) dx
nm
0

44.4 [ sen(antx)r:O'5
b, = N -

nm 2nm
x=0
44 4 n
bn = TL2T[2 [1 - (_1) ]

La solucién de la ecuacion de la onda es

U(x,t) = 2% 32'2 [1 — (=1D)"]sen(2nmx)sen(2nmnt) (4.35)

22

Graficamos la convergencia u(x, t) considerando los 200 primeros
z . . 1
términos de la serieentre x =0my x = smentret = Osyt=6s

Graficamos:
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Figura 4.6

Funcién de la onda unidimensional durante 6 segundos de longitud 0.5

m, obtenida con el programa Wolfram Mathematica (version 12.2).

mioj= ULx , £ ] t=Sum[22.2/ (n*2x~2) (1- (-1)n) Sin[2n=x] Sin[2nx t], {n, 1, 200}]
suma seno seno

Plot3D[U[x, t], {x, @, .5}, {t, @, 6}, AxesLabel —» {"x", "t", "U(x,t)"}, PlotPoints - 100]
representacion grafica 3D etiqueta de ejes numero de puntos en la 1

Al representar graficamente los desplazamientos de la cuerda en los

instantes

1 .
t=ssyt= 1 s, tenemos las figuras:
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Figura 4.7
Desplazamiento de la cuerda t=%s , obtenida con el programa

Wolfram Mathematica (version 12.2).

niep= U[x_, t_] t=5Sum[22.2/ (n*2 7"2) (1-(-1)"n) Sin[2 n m x] Sin[2 n & t], {n, 1, 208}]
suma seno seno
Plot[U[x, ©.5], {x, ©, ©.5}, AxesLabel » {"x", "Desplazamiento vertical™}]
representacion gréfica etiqueta de ejes

Desplazamiento vertical

6.x10716
4.x10716
out[17]=
2.x10716 |
0 04 ok
Figura 4.8

Cuerda en equilibrio en t = 1s, obtenida con el programa Wolfram

Mathematica (version 12.2).

nzzr= U[x_, t_] 1=5um[22.2/ (n"*2 n"2) (1-(-1)"n) Sin[2 n 7 x] Sin[2 n x t], {n, 1, 208}]
suma seno seno
Plot[U[x, 1], {x, @, 0.5}, AxesLabel » {"x", "Desplazamiento vertical”}]
representacion 'rﬂ ca eliquela de ejes
10f
0sf
out[23]=
. . . . L X
0.1 02 0.3 0.4 0.5

-0s5f
-10f

En el segundo 1 se estabiliza la cuerda de la onda, es decir, deja de vibrar
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Ejemplo 4.4

Halla la solucién analitica de la ecuaciéon de la onda unidimensional

9%u(x,t) %u(xt)
sz 452 =0, 0<x<1, t>0 (4.36)
dada las condiciones de frontera
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0 (4.37)

y las condiciones iniciales
au(xO)

u(x,0) = sen(mx), y =0 0<x<1 (4.38)

Solucién:

Reemplazando en la ecuacion (4.21), tenemos:

B = nmat ) nmwat nmwx
u(x, t) = Z [ancos( I ) + b, sen (T)] sen (T)
n=1
B = nmat nmwx ) nmat nmx
u(x, t) = Z [ancos ( I )sen (T) + nsen( I )sen (T)]
n=

Hallamos los coeficientes a,, y by,:

ff(x)sen )dx n=123 ..

1

2 nmx
a, = fsen(nx) sen( )dx n=123,..
1
0
a, =2 fol sen(mx) - sen(nmx)dx (4.39)

Empleando la integral por identidad tenemos:
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sen(4) - sen(B) = %[cos(A — B) — cos(A + B)]

Al aplicar esta identidad a sen(mx) y sen(nmx):

sen(mx) - sen(nmx) = %[cos((l — n)rrx) — cos((l + n)nx)]

Se convierte en:

a, =2 -%fol[cos((l —n)rx) — cos((1 + n)mx)|dx
1

1
a, = f cos((l — n)nx)dx — f cos((l + n)rrx) dx
. 0
__ sen((1-n)m) _ sen((1+n)m)
n - 1-n)m (1+n)m

Evaluando para sen(mk) = 0, para cualquier valor entero k.
Evaluando para el segundo sumandon =1

sen((1 +n)m) B sen((1 + 1)m) _sen(2m) 0

A+nr (A+Dm 2n

n=2

sen((1 +n)m) B sen((1 + 2)m) _sen(3m) 0
A+nr ~  (A+2m 3

Sin embargo, cuando n = 1, tenemos:
sen(mx) * sen(mx) = sen?(mx)

Al aplicar esta identidad sen?(8) = g[l — cos (20)], tenemos:
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a, = 2 -%fol[l — cos(2mx)]dx = f01[1 — cos(2mx)]dx

1 1
an, =fdx—fcos(2nx) dx
0 0
sen(2 0
| _sen@m) _sen(0)
21 21

a, =

a, =1

cuando n # 1, tenemos

1, sin=1,
0, sin#1

Reemplazando en:

= nmat nmx nmat
u(x, t) = Z [ancos< L )sen (T) + bnsen< L

n=1
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105 = 3 oo (75 sen () 0-sn ()

u(x,t) = i ancos (F25) sen (M)

(o) = z ancos (228) sen (22|

~u(x,t) = sen(mx) cos(2mt) (4.46)
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4.1.4.2. Solucion por analisis numérico

Se desarrolla el andlisis numérico por el Método de Diferencias

Finitas (MDF) considerando su consistencia, estabilidad y convergencia.

Maco, Salazar, Castillo y Rodriguez (2018), en su aporte cientifico
mencionan: no es sencillo encontrar soluciones analiticas para la ecuacion
diferencial parabdlico, por este motivo, es preciso buscar métodos para
hallar soluciones numéricas aproximadas, a razén de ello, es necesario
aplicar el andlisis numérico para contrastar con mayor rigor cientifico la
denominada “solucién de una ecuacién diferencial hiperbdlica homogénea
gue modela las vibraciones de una cuerda” que converge a la solucién

exacta.

El método numérico es similar a un experimento de laboratorio, en el cual
los elementos del conjunto leido nos permiten determinar la distribucion de
la cantidad medible en el dominio de investigacion. Para ello sea desde el
analista numérico como el experimentador de laboratorio deben establecer
un namero finito de valores numéricos como resultado. EI método incluye
esa tarea de proveer un conjunto de ecuaciones algebraicas para esas
incégnitas y prescribir un algoritmo para resolver dichas ecuaciones.
(Rubio, O. 1999, p.5)

4.1.4.2.1. Método de diferencias finitas (MDF)

Lara, L., Chavez, Z. y Castafieda, J. (2019, p.8-9), el Método de
Diferencias Finitas (MDF) es un método de caracter general que permite la

resolucién aproximada de ecuaciones diferenciales definidas en dominios
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finitos. Probablemente es el primer método numérico utilizado en la
resolucion de problemas en dinamica de fluidos y transferencia de calor,
asi como en problemas electromagnéticos; existe documentacion en la que
se menciona que Gauss utilizd este método. Su uso se generalizé con la
aparicion de los primeros ordenadores y la bibliografia sobre el mismo es
abundante en los afios 60, especialmente en relacién con el analisis de
guias de ondas. Este método obtiene una solucién aproximada de las
ecuaciones diferenciales definidas en un dominio o regién de trabajo. En
dicho dominio estaran definidas las condiciones de contorno o frontera y las
condiciones iniciales que marcaran el punto de partida en la solucion de

problemas concretos.

Los términos explicitos e implicitos estan relacionados a los valores
del esquema de diferencias finitas y la dependencia de la forma en que se

calcula el transcurrir del tiempo.

Las Ecuaciones Diferenciales Parciales es una nueva metodologia
de trabajo en constante cambio. En ello consideran el desarrollo de la onda
desde dos miradas respecto al tiempo: Newmark y Diferencias Finitas (DF).
(Pifeiros y Garzon, 2009)

En tal sentido el presente trabajo de investigacion denominado
“Solucion de una ecuacion diferencial hiperbolica homogénea que modela
las vibraciones de una cuerda”, se desarroll6 haciendo del analisis
numeérico acorde al avance de la ciencia y la tecnologia haciendo uso de
software cientifico fortran a la vanguardia de la ciencia y la tecnologia como

medio de modelacion.
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Pifileros y Garzon (2009), mencionan que la solucibn numérica de
ecuaciones diferenciales parciales variables en el tiempo es un campo de
trabajo en crecimiento. Para hacer esto, tenga en cuenta que existen dos
métodos dependientes del tiempo para resolver computacionalmente la

ecuacion de onda: el método de Newmark y el de Diferencias Finitas (DF).

4.1.4.2.2. Discretizaciéon de la ecuacion diferencial

El método de diferencias finitas también se llama método de Taylor porque
utiliza la formula de la serie de Taylor para aproximar un operador

diferencial con un operador de diferencias finitas.

Teorema de Taylor. Supongamos que f € C*[a,b] y f™*D(x) existe en

(a,b). Sea x, € [a, b], para todo x € [a, b], existe {(x) entre x, y x tal que

f(x) = Py(x) + Rp(x) (4.47)

donde
P(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0) +%(x — X)% + -+
™ (xo)
+ fTO (X - xo)”
) (x,

= S L= (o — xg) (4.48)
es un polinomio de grado n alrededor de x, y

R, (x) = [(E) (x — x9) ™D (4.49)

(n+1)!
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es el residuo o error de truncamiento asociado con el polinomio B, (x).
Hay tres tipos de diferencias finitas, entre ellos destacan:
1. Diferencias finitas hacia adelante:
En este enfoque, la derivada de una funcion f(x) en un punto x, se

calcula utilizando los valores de la funcién en x, y x, + h, donde h es un

paso pequefio. La aproximacion de la derivada hacia adelante se define

como:
f(xp) ~ LT (4.50)
F'(x) ~ —f(xi+3)+4f(xi+2h)2—5f(xi+1)+2f(xi) +0(h?) (4.51)
2. Diferencias finitas hacia atras:

Similar al método hacia adelante, se emplea la diferencia entre x, y

xo — h. La aproximacion de la derivada hacia atras se define como:

/ f(xo)—f(xo—h
JEHEEE (4.52)
f”(xi) ~ Zf(xi)—sf(xi—ﬂ';‘:f (j—2)—f(xi—3) + O(hZ) (453)

3. Diferencias finitas centradas:

Este método ofrece una mayor precision que los anteriores al tomar

diferencias hacia adelante y hacia atras. La aproximacion se define como:
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I (xo+h)—f(xo—h
f (g ~ LRt G0l (4.54)

En general, siu € C*

f”(xi) ~ —f(xi+1)—2£§xi)+f(xi_1) + O(hz) (4_55)
d*u(x) _ ulx+h)—2u(x)+ulx—h) 2
s = +0(h%) (4.56)

4.1.4.2.2.1. Discretizacion de la variable independiente

La discretizacion de las variables independientes significa la
digitalizacién de las variables espaciales en un campo finito.

Si consideramos Q = [0,L] o [a,b] 0 un intervalo de forma mas
general, podemos tratar todos los R como dominios naturales. Permita un
ndamero Ax, llamado espacio, luego divida el dominio en subintervalos

equidistantes de longitud Ax.

También es posible dividir subintervalos no igualmente espaciados,
como [x;,x;41] se considera la longitud Ax;. De los subintervalos

mencionados consideramos los homogéneos.
Malla

Sea Ax un numero positivo, la malla considerado en el dominio Q c
R son los puntos 7 = {x,,} c Q, tal que cada x,, esta en el interior o en la

frontera de un subdominio tal que x,,; =x, +Ax. (Lara, Chavez y
Castafieda, 2019, p.10)
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Los puntos x, en la malla se denomina nodos y este proceso de

eleccién no es unico.

La norma de la malla como el didmetro del subdominio méas

grande, es:

Ax = ||z]l = max{Ax;}
0<isn

(4.57)

En la ecuacion de la onda unidimensional homogénea, la variable x

representa esa posicion en el espacio, mientras la variable t representa el

tiempo. Las dos variables se consideran como variables independientes.

4.1.4.2.3. Solucion por andlisis numérico por el método de

diferencias finitas

Ejemplo 4.5

Hallar u € C?(U) tal que:

9%u(x,t) 2 02u(x,t)
= < <
512 ar—==, U:0<x<Lt>0

Condiciones de frontera:
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0

Condiciones iniciales:

u(x,0) = f(x)
0 = g(0), 0<x<l!
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Solucién:

Se interpreta las expresiones:
0%u(x,t)
at?

0%u(x,t)
dx2

: representa la aceleracion de la onda,

: representa la curvatura o variacion espacial de la onda,

a: es una constante fisica de velocidad de propagacion de la onda en el

medio

T: tension de la cuerda
u: densidad lineal de la masa de la cuerda

Asi mismo la posicion inicial:

u(x,0) = f(x)

También la velocidad inicial:

ou(x,0)
5 = 9(x)
0<x<1

Sujeta a las condiciones de frontera o extremos fijos:

{u(O, t)=0

ui=0 0

De las anteriores se analiza las condiciones de la cuerda:
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Figura 4.9
Proyeccion del comportamiento de la cuerda

vibrante

> h =£, x; =ih,Vi=0,m
m
> k =paso, t;=jk,j=0,1,2,..
Para establecer el método de diferencias finitas, se selecciona un entero

m > 0y el tamafio de paso k > 0 en el eje y de la variable temporal. Con

L ~ . .
h = — tamafio de paso de la variable espacial, entonces los puntos de red

u(xi, t]) son:
x; =th,ytj=jk;1=0,1,2,..,m; j=0,12,.. (4.65)
El método de diferencias finitas se halla al aproximar las segundas

derivadas parciales con polinomios de segundo grado centrados en el

punto (x;, t;).
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Puxt)  ulxi—ptp-2u@xpt)+uivot)) h_254u(#i.uj) to < U<t
axz h2 12 ax* ' J-1 Hj J+1

(4.66)

Put) _ ulrptji-)-2ulpt)+ulptiv) k2 9*u($ut))
at2 k2 12 9t '

Xi—1 < & < Xipq

(4.67)

Sustituyendo en la ecuacion (4.58) en derivadas parciales se obtiene:

u(xptj—a)—2ulxpt))+ulxpt va) —a? u(ai—pty)—2u(opty) +ulxieaty)
k2 h2 N

_ k2o*u(Suty)  a?h?0*u(dut))
T 12 At 12 dxt

- 0(h? + k?) (4.68)

Ecuacion en diferencias finitas u = W:

Wiip1—2W; i+ Wi i Wigq i=2W; i+Wi_q ;
1,j+1 19} 1,j—1 _ az i1+1,] L] 1—1,j — 0 (469)
k2 h2
Entonces:
Wijer =2Wij+Wi;q Wihq ;= 2W i+ Wiy
K - hZ
Wiie i =2W: : + Wi . -
2 Mi+l,j i,J i-1,j ;2
Wi,j+1 — 2Wi,j + Wi,j—l = hz k

.
Wi,j+1 = (12 h2 Jk2+2Wi,j_Wi,j—1

a’k? a’k? a’k?
Wijr ==z Wirry =255 Wiy + =5 Wiy +2W;; = Wiy

Wi,j+1 = )LZWi+1‘j - Z)LZWi,j + /’lZWi_l‘j + ZWi,j - Wi,j—l
Wi,j+1 = AZWH_L]' - ZAZWl”j + ZWi’j + /12Wi—1,j - Wi,j—l
Wijsr = BPWiqj = 2W; ;A2 = 1) + BPWi_yj — W, j4
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Wijir = A2Wipq; — 2% = DW,j + AP2Wi_yj — Wi
Wijsr = APWipj +2(1 = 2PIW; j + BPWiyj — W4

Wi,j+1 = 2(1 - AZ)WLJ‘ + AZ(Wi+1,j + Wi—l,j) - Wi,j—l (470)

Esta ecuacion se mantiene para cada i =1,2,...,m—1y j=12,.. Las

condiciones de frontera proporcionan:

Woj=Wp; =0, Vj=123,.. (4.71)
y la condicién inicial implica que

Wio = f(x), Vi=Tm—1 (4.72)

Se escribe a continuacion este conjunto de ecuaciones en forma matricial

y nos da
W:l.j+1 2(1 _ 12] A2 0 D WJ.,_;-‘ W:l.j—l
2 z 2 e
w:.,-'+1 A 2(1 —4 ) A T, Wz,j Wf-;’—l
Win—1,j+1 0 = W11 W11
(4.73)

Para calcular w; ,, deben obtenerse a partir de la condicion de velocidad
inicial.

ou(x;,0)

) _ g) 0<x <l (4.7

106



Wi,j = u(xl-, tj) (475)

k

_ ka
1== (4.76)

Figura 4.10

Dibujo para encontrar un nodo de la malla

Para la segunda iteracion se aplicaria al despejar a u(xi, t]-) obteniéndose:

21,2 21,2
u(xp, tj41) = 2 [1 - ]u(xi» 5) + 5 [w(xior &) + u(xien )] -
u(x;tj_q)

(4.77)

El Unico problema es que cuando j = 0 el dltimo término no se conoce, es

decir, que se necesitaria u(xl-, tj_l). Sin embargo, la primera iteracion
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completa se puede determinar a partir de las condiciones iniciales, al
aproximar la primera derivada parcial con respecto al tiempo.

ou(x,t) _ ulxpt)—ulxpto) (4.78)
ot lg=o k .
g(x;) = u(xi:tll)(_f(xi) (4.79)

Al despejar a u(x;,t;) se obtiene la expresion que permite realizar la

primera iteracion (iteracion cero o valor inicial):

u(x;, to) = f(x;) + kg(x;) Vi=0,m (4.80)

Condicién de estabilidad:

. . k , , . 7 .
Si se define 1 = “7 entonces el método sera estable siy soélo si:

1<1 (4.81)

Ecuacion de diferencias finitas para el nivel 0 o condicion inicial, tenemos:

{(xi; tj)/xi =hi, tj= kj; Vi=0,m; Vj= O,n}
u(x;, t;) = f(x) + kg(x) i=012...m j=012,..

Si existe f" y la ecuacién de diferencias finitas para el nivel 1, es:

{(ot)/xi=hi, ti=kj; Vvi=1m-1, Vvj=12,..}

u(xp ty) = ulx, to) + kg (x) + = a? " (x), (4.82)
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Ecuacion de diferencias finitas para los niveles 2 hacia adelante con error

0(h? + k?):

{(xitj))/xi=hi, t;=kj; vi=Tm-1, vj=12,..}

(o ty) = (1= D) +5 fwn) + 5 fOr) +hg(r) (483

u(p tiar) = 2[1 =S5 u(a ) + S [uxis, ) + u(rie, b))
—u(x; ;1) (4.84)
Figura 4.11

Dibujo de nodos de la malla conociendo nivel inicial o nivel

cero

A
S -
u(xii,tjﬂ) I : :
TR S U S —

u(xl-_l, tj) U(.X;'i, t]) u;(xi_,_l,tj)
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Ejemplo 4.6
Aproxime la solucion de la ecuacién de la onda del ejemplo 4.4

9%u(x,t) %u(xt)
Yo Py =0, 0<x <1, t>0

dada las condiciones de frontera
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0

y las condiciones iniciales

ou(x,0) _

o 0 0<x<1

u(x,0) = sen(mx), y

Comparar con la solucién analitica del problema expresado en (4.46)

u(x,t) = sen(mx) cos (2mt)

Considere el valorde h = 0.25y k = 0.1, y encuentre los valores de

u(x,t) cuandot = 0.3

Solucién:

Siendo la condicién de estabilidad

1== (4.85)

Los valores de: h, k, t son

h=025 k=01 t=03
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segln el problema a? = 4, entonces a = 2

Calculamos "A":

/,l_ak_ZxO.l_
~ h 025
1=0.8

Este dltimo resultado asegura que el método no serd inestable

numéricamente a medida que la simulacién avance.

PUNTOS DE RED PARA EL NIVEL CERO O NIVEL INICIAL
{(xi,tj))/x;=0,25i, t;=01j, i=0:4  j=0:3}

Aplicando la férmula para diferencias finitas la ecuacién (4.80) para el nivel

cero, tenemos:

u(xl-, tj) = f(xi) + kg(xi) Vi=0m Vj =0,n
PUNTOS DE RED PARA EL NIVEL 1
{(xt)) /2, =025, t; =01, i=14 j=12..}

Aplicando la férmula para diferencias finitas ecuacion (4.82) para el nivel 1,

tenemos:

% " L
u(xl-, tj) = u(xi, tj_l) + kg(x;) + ?azf (x;), Vi=1m—-1; j=1
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PUNTOS DE RED PARA EL NIVEL 2
{(xi,tj)) /x;=025i, t;=01j, i=1:4  j=123.}

Aplicando la formula del arreglo matricial (4.73) para diferencias finitas y la

ecuacion (4.84) para el nivel 2 en adelante, tenemos:

Wy it 2(1—4%) a2 i] — [] Ve
Wa it 1; 2(1 - f{ﬂ} 22 [i WH W,. o
o G = 0 .,13 2(1-2%) W1 WVen—1,j1

Wi =[2Q0=22) Wy j+ 22-Wy;+0-Wy; +0-W,,;| —Wy ;4

aZkZ 2k2
u(xl-, tj+1) =2 ll ~ 5z l u(xl, t; ) +— PP [u(xl L, ) + u(le, t; )]
= u(2;, tj-1)

Vi=T,m—-1 Vj=123,..
h=025 k=0.1

NIVEL CERO O CONDICION INICIAL (C.1.)

Para laiteracion 1 6 C.I., t = t, = 0 reemplazamos en:

du(x,0)

Condiciones iniciales u(x, 0) = sin(mx) y ek 0
W(x;, t;) = f(x) +kg(x)
W(xi, tj) = sen(mx;) + kg(x;)
W(xi, tj) sen(mx;) + k——— au(x‘ O vi= 0,m
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f(x;) = u(x,0) = sen(mx)

du(x,0)
g(x;) = at 0
h=10.25 k=01
du(xy, 0)
W (x,ty) = sen(mx,) + kT
0

W(0,0) =sen(r-0)+0.1-0

W (0,0) = 040
W (0,0) = 0
Ju(xq,0)
W (x4, ty) = sen(mx,) + kT
0

W (0.25,0) = sen(m-0.25) +0.1-0
W (0.25,0) = 0.707106 + 0
W (0.25,0) = 0.707106

Ju(x,, 0)
dty

W(0.5,0) =sen(r-0.5)+0.1:0

w(0.50)=1+0

w(0.50) =1

W (x5, ty) = sen(mx,) + k

ou(xs,0)
adt,

W (0.75,0) =sen(w-0.75) + 0.1-0
w(0.75,0) = 0.707106 + 0
W (0.75,0) = 0.707106

W (x5, ty) = sen(mxs) + k

113



0u(x,, 0)

W (x4, ty) = sen(mx,) + k
dt,

W(1,0) =sen(mr-1)+0.1-0

w(1,0)=0+0
w(1,0) =0
NIVEL 1

Para la iteraciéon 2, t = t; = 0.1 reemplazamos en:
Para el caso que u = W esté en C2. Entonces la ecuacion de diferencias
finitas para el nivel 1 o 2da fila, tenemos:
k? . P E—
u(xl-, tj) = u(xi,tj_l) + kg(x;) + 7a2f”(xl-) Vi=1m-1

f(x) = sen(mx)

f'(x;) = cos (mx)m

f"(x;) = —m?sen(mx)
_ 0u(x,0)
g(x) = Fra 0

h=0.25 k=01

kZ
u(xy, t) = ulxy, to) + kg(xy) + 7“2f”(x1)

u(xq, t;) = u(0.25;0.1)

. (0,1)2 5 5
u(0.25,0.1) = sin(m - 0,25) + 0,10 + ~—— 2*(~7sen(w - 0,25))
VI, 1 (V2
u(0-25;0-1) - 7 +0+ M -2 <—T[ 7)
v2 1 V2
-2 _ g2
u(0.25,0.1) > 750 (n > >

u(0.25,0.1) = 0,70710678 — 0,13957728 = 0.5675295
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u(xy tr) = ulx, to) + kg (x) + = a? " (x)
f(x) = sen(mx)

f'(x;) = cos (mx)m
f"(x;) = —m?sen(mx)
k2
u(xz, t) = ulxy, to) + kg(xz) + 7a2f”(x2)
u(x,,t;) = u(0.5;0.1)

u(0.5;0.1) = sen (g) +0,1-0+ (O'Tl)z - 22 (—nzsen(%))

1
— 9 (— 2.
u(05,01) =1+ 0+ - 2(-7*- 1)

1
_ (2
u(0.5,0.1)—1+50 (—m*)
2

/i1
501)=1——
1(0.5,0.1) =0

1(0.5,0.1) = 0.80260791

u(xy ty) = uCa, to) + kg(x) +5 a2f"(x)
f(x;) = sen(mx)

f'(x;) = cos (mx)m

f"(x;) = —m?sen(mx)

kZ
u(xs, t;) = ulxs, to) + kg(xs) + 7a2f"(x3)

u(xs,t;) = u(0.75,0.1)

3w 0,1 _, X 3
1(0.75,1) = sen (T) +01-0+ — 2¢| —m“sen (T

u(0.751) = —+ 0+ — 2 —m? - =

V2 1 V2
2 100 ( 2)
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u(0.75,1) = g =0 (nz g)
u(0.75,1) = g ( 100 >
u(0.75,1) = g ”21(0{)_ )

1(0.75,1) = 0.707106 — 0.13957728
1(0.75,1) = 0.56752872

NIVEL 2

Para la iteracion 3, tj,; = t, = 0,2 y las siguientes, reemplazamos en:

21,2 21,2

a‘k a‘k
u(xp tjer) =2 ll B l ‘u(x;, t)) ta

[u(xio1 t;) + u(xise )]

—U(Xi,tj_l)
Vi=1lm-—-1;j=1
h=10.25 k=01

22(0,1)2
(0,25)2

22(0,1)2
* 0,25
22(0,1)2
(0,25)2

u(xy, ty41) =2 ll - l ~u(xg, ty)

[uCxq—1,t1) + ulxpr, t)] — ulxg, t1-q)

22(0,1)2

W [u(xo, t1) + u(xz, t1)]

u(x,,ty) =2 ll — l “u(xqy, ty) +

- u(xll tO)

Al reemplazar valores y ordenando queda:
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u(0.25,0.2) = 0.72 * u(xy, t;) + 0.64 * u(xy, t1) + 0.64u(x,, t1) — ulxy, to)
1(0.25,0.2) = 0.72 %« 0,5675295 + 0.64 = 0 + 0.64 * 0,80260791 — 0.707106
1u(0.25,0.2) = 0.40862124 + 0 + 0.513669062 — 0.707106

1(0.25,0.2) = 0.215184302

2k2 2k2
Wi tyas) = 2 [1 S ] o) + o [ ) + urinn, )]
—u(x;, tj4)
2 2 2 2
u(xy, t14q) = 2 ll - z(()EZL’SI))Z ‘u(xy, ty) + % [u(xz-1,t1) + u(x241, t1)]
—u(xz,t1-1)
2 2 2 2
u(xy, ty) = 2 ll - %} “u(xy, t1) + 2(()(’2% [uxy, t1) + ulxs, t1)]
- 'U,(X'z, tO)

Al reemplazar valores y ordenando queda:

u(0.5,0.2) = 0.72 * u(xy, t;) + 0.64 * (xq,t;) + 0.64u(xs, t;) — u(x,, ty)

1(0.5,0.2) = 0.72 * 0,80260791 + 0.64 * 0,5675295 + 0.64 * 0,56752872
-1

u(0.5,0.2) = 0.577877695 + 0.36321888 + 0.36321888 — 1

1(0.5,0.2) = 0.304315455

21,2 21,2

a‘k a‘k
o) = 2|1 = S| ) + i ) + i )

—u(xy, tj-1)
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22(0,1)2 22(0,1)2

u(xz, t141) = 2 ll - W ‘u(xs, ty) + (0’2—5)2 [u(xz_1,t1) + ulxsiq, ty)]
—u(xs3, t1-1)
L[ 2oy 22(0,1)2
u(xs, tp) = [ - (():2—5)2 u(xs, t) + W [uxz, ty) + ulxy, t1)]
- u(x3, tO)

Al reemplazar valores y ordenando queda:

1(0.75,0.2) = 0.72 * u(xs3,t;) + 0.64 * u(x,, t1) + 0.64u(xy, tq)

— u(xs, to)

1u(0.75,0.2) = 0.72 % 0,56752872 + 0.64 * 0,80260791 + 0.64 * 0
—0.707106

1(0.75,0.2) = 1.68 * 0,5675295 + 0.64 * 0 + 0.64 = 0,80260791
—0.707106

u(0.75,0.2) = 0.215184302
Al aplicar la féormula del arreglo matricial, tenemos:
W1,j+1 == [2(1 - /12) - Wl,j + /12 - W2,j + 0 " WZ,j + 0 - WZ,j] - Wl,j—l

Cuandoj=1

W1,1+1 = [2(1 - AZ) ' W1,1 + A% W2,1 +0- W2,1 +0- W2,1] - W1,1—1
Wip =[2(1=2%) Wy, + 22-Wyq +0+0] — Wy
Wip=[200=22) - Wi+ A% W] = Wiy

22(0,1)2 22(0,1)2
W1’2= 2 1—W 'W1‘1+ W.Wz‘l —Wl‘o
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(0,25)? (0,25)2
Wy, = [0.72 - 0.5675295 + 0.64-0.80260791] — 0.707106
Wy, = [0.408620 + 0.513668] — 0.707106
Wy, = 0.922288 — 0.707106
Wy, = 0.215182

22(0,1)2 22(0,1)2
Wi, =|2(1-2225-) 05675295 + ————2--0.80260791| — 0.707106

NIVEL 3

Para laiteracion 4, t; = 0,3 y las siguientes, reemplazamos en:

a’k? a’k?

u(xi, tj+1) =2 Il - hz l ' u(xl-, t]) + hz [u(xi_l,tj) + u(le, t])]

= u(2;, tj-1)
h=025 k=01

2 2 2 2
u(xq, tr1) =2 ll - 2(()(’2% ‘u(xy, ty) + % [u(xi—1,t2) + u(x141, t2)]
—u(xq, t2—1)
2 2 2 2
u(xy, t3) = 2 ll - %} ~u(xg, ty) + % [u(xo, tz) + ulxy, t3)]
- u(xlﬂ tl)

Al reemplazar valores y ordenando queda:

1(0.25,0.3) = 0.72 * u(xy, t;) + 0.64 * u(xy, t;) + 0.64u(x,, ty)

- u(xlf tl)
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u(0.25,0.3) = 0.72 * 0.215184302 + 0.64 * 0 + 0.64 * 0.30431545
—0,5675295

u(0.25,0.3) = 0.154932697 + 0 + 0.194761891 — 0.5675295

u(0.25,0.3) = —0.217834131

i) = 21~ S| ) + S fuCai ) + a6
—u(x;,ti-)

u(xy, ty4q) = 2 ll - % ~u(xy, tp) + %[u(xz_l, ty) + u(xz4q,t3)]
—u(xy, ty_q)

u(xy, t3) = 2 ll - %} ~u(xy, ty) + % [u(xy, t3) +ulxs, t)] — ulxy, ty)

Al reemplazar valores y ordenando queda:

1(0.5,0.3) = 0.72 * u(xy, t;) + 0.64 * (x4, t;) + 0.64u(xs, t;)
—u(xy, ty)

1(0.5,0.3) = 0.72 * 0.304315455 + 0.64 x 0.2151843 + 0.64
* (0.2151843 — 0,80260791

1(0.5,0.3) = 0.219107128 + 0.137717953 + 0.137717953
—0.80260791

1(0.5,0.3) = —0.308064876

21,2 21,2

a‘k a‘k
o) = 2|1 = S| o) + S i) + 0o )]

—u(x; tj-1)
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22(0,1)? 22(0,1)?
u(xz, tz41) = 2 ll - ﬁ u(xs, ty) + (0%2—5))2 [u(xs_1,t2) + ulxzsq, t2)]
—u(xs, ta—1)
~ 22(0,1)2 22(0,1)2
u(xs, t3) = 2 [1 - Wl “u(xs, tp) + 0.25)2 [ulxz, tz) + ulxy, ty)]
- u(x3, tl)

Al reemplazar valores y ordenando queda:
1(0.75,0.3) = 0.72 * u(x3,t,) + 0.64 x u(x,, t,) + 0.64u(x,, t;) — ulxs, t;)
1u(0.75,0.3) = 0.72 * 0.215184302 + 0.64 * 0.304315455 + 0.64 = 0
— 0.56752872
1u(0.75,0.3) = 0.154932697 + 0.194761891 + 0 — 0,56752872
1u(0.75,0.3) = —0.217834131

Tabla 4.1
Valores de la altura de la funcion u(x,t) de la cuerda vibrante

aproximada por nodos

u(x,t) x (variable espacial)
(altura de la
cuerda de la
onda por 0 0.25 0.5 0.75 1
nodos)
0 0 0.707106 1.000000 0.707106 0
t 0.1 0 0.567529 0.802607 0.567528 0
(variable 0.2 0 0.215184 0.304315 0.215184 0
temporal) 0 —0.217834 —-0.308064 —0.217834 0
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Tabla 4.2
Error comparativo de solucion exacta y aproximada de la ecuacién de la

onda en nivel 1

Solucion Solucién Error
X; t; analitica exacta aproximada
0.25 0.1 0.572061 0.567529 0.004532
0.5 0.1 0.809017 0.802607 0.006410
0.75 0.1 0.572061 0.567528 0.004533

Andlisis e interpretacion:

En la tabla 4.2, se presenta la informacion sobre el comparativo de la
solucién analitica exacta y solucion numérica aproximada. En él se puede
apreciar que hay un buen nivel de aproximacion con un error de
4532 %1073, 6.41x 1073y 4.533 x 1072 en los nodos elegidos cuando
t=0.1

Tabla 4.3.
Error comparativo de solucién exacta y aproximada de

la ecuacién de la onda en nivel 2

Solucion  Solucién Error
X; t, analitica aproximada
exacta

0.25 0.2 0.218508 0.215184 0.003324
0.5 0.2 0.309017 0.304315 0.004702
0.75 0.2 0.218508 0.215184 0.003324
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Analisis e interpretacion:

En la tabla 4.3, se presenta la informacion sobre el comparativo de la

solucién analitica exacta y solucion numeérica aproximada. En él se puede

apreciar que hay un buen nivel de aproximacion con un error de
3.324 x 1073, 4.702 x 1073 y 3.324 x 1073 en los nodos elegidos cuando

t=20.2

Tabla 4.4.

Error comparativo de solucidn exacta y aproximada de

la ecuacién de la onda en nivel 3, datos del Fortran.

X; ts Sol. Solucion Error
Analitica aproximada |V, —V,|

0.25 0.3 -0.218508 —0.217834 0.000674

0.50 0.3 -0.309017 —0.308064 0.000953

0.75 0.3 -0.218508 —0.217834 0.000674

Anélisis e interpretacion:

En la tabla 4.4, se presenta la informacion sobre el comparativo de la

solucion analitica exacta y solucion numérica aproximada. En él se puede

apreciar que hay un mejor nivel de aproximacion con un error de

6.74 x 1074, 9.53 x 10~

t=20.3

y 6.74x107* en los nodos elegidos cuando
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4.1.4.2.4. Software numérico

Las soluciones numéricas se pueden desarrollar utilizando software
numeérico, incluyendo: Fortran F90, Maple, Mathematica, MATLAB,
programas escritos en C, Pascal, applets de JAVA, entre otros. (Barden y
Faires, 2016, p.28)

Se considera software numérico a los programas informéticos
especificos que realizan célculos numéricos y resuelven problemas
matematicos utilizando métodos numeéricos. El software cientifico se refiere
a un término mas amplio que cubre una variedad de programas utilizados
en el desarrollo de la ciencia como resultado de la investigacion. Los
ejemplos incluyen MATLAB, Mathematica, Python, asi como bibliotecas

cientificas de dominios especificos como NUmMPYy, SciPy, pandas y otras.

4.1.4.2.4.1. Implementacion computacional en Fortran F95

Actualmente, el lenguaje de programacion muy utilizado en la
investigacion cientifica es Fortran. Se deriva del inglés “Formula Traslation”
y fue creado por IBM en la década de 1950. La estructura de Fortran se ha

actualizado continuamente (Fortran 77) a Fortran F95. (Guerrero, 2021)

Los usuarios de Linux o MacOS pueden instalar el compilador de
forma remota. En este caso, utilice en editor de texto plano que no aplique
formato para editar el codigo fuente del programa Fortran F90 que se esta

compilando.
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Ortega, A. (2013), al escribir declaraciones de programas, se

recomienda incluir comentarios para ayudar a explicar el cédigo y es muy

aconsejable después del caracter de admiracién

, @ menos que forme

parte del texto.

Hay 5 tipos de datos distintos: entero, real, complejos, caracter y

l6gico. A partir de estos se pueden definir estructuras de datos mas

complejas, por lo que tenemos:

>

>

IMPLICIT NONE: es una declaracion que obliga a declarar a

la fuerza todas las variables a emplear.

REAL, DIMENSION: se utiliza para emplear nimeros reales

y especificar la dimension de la matriz.

OPEN ([UNIT=]u, FILE=nbf: accede a archivos externos.

DO - ENDDO: se repite la ejecucién al que se denomina

bucles.

READ O WRITE: leer datos o transferir datos a un nuevo

formato de registro.

FUNCTION y SUBROUTINE: subprogramas.

END FUNCTION: cierra la ultima sentencia de la subrutina.

PROGRAM: es una declaracion para ejecutar el programa,

escriba el nombre especifico [PROGRAM [nomb_prog]]
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nomb_prog es el nombre del programa, el cual debe
comenzar con una letra y tiene hasta 31 letras, niumeros,

guiones y guiones bajos permitido.

END PROGRAM: termina la ultima frase del programa.
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PROGRAMA FORTRAN F95 DE LA EDP HIPERBOLICA HOMOGENEA
QUE MODELA LA ECUACION DE LA ONDA UNIDIMENSIONAL
EJEMPLO 4.6

program Onda

implicit none

integer 1i,]

integer,parameter::n=5 !Particion en direccion la Longitud
integer,parameter::m=4 !Cantidad de intervalos de tiempo
real,dimension(n,m)::u

real::x(n),t(m),g(n)|

real:: Alfa,Landa,h,K,F,F1D,F2D,L

open(unit=1,file="x.
open(unit=2, file=
open(unit=3,file="u.

it
L

gt
. L

[
i i
e i Ti—r

L=1.0

k=0.1
Alfa=2.0
h=1.0/(n-1.0)

Landa=alfa*k/h
do i=1,n,1

X(i)=L-(n-1)*h
end do
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write(1,*)x(:)

do i=1,m,1
t{i)=k*1

end do

write(2,*)t(:)

do i=1,n,1
g(i)=0

end do

do i=1,m,1
u(l,i)=0.80
u(n,i)=0.0

end do

do i=2,n-1,1
u(i,l)=F(x(1))+k*g(1i)
end do

do i=2,n-1,1
u(i,2)=F(x(i))+k*g(i)+(k**2. 8)*(Alfa**2.0)*F2D(x(1))/2.0

do j=2,m-1,1
do i=2,n-1,1
u{i,j+1)=2.0%(1.0-Landa**2.0)*u(i,j)+(Landa**2.0)* (u(i-1,])+u(i+1,j))-uli,j-1)
end do
end do

do i=1,m
write(*,*) u(:,1)
write(3,*)u(:,1i)
end do

close(1)
close(2)
close(3)

end program Onda
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function F(x) IFuncion externa
implicit none
Real::F,x,pi,F1D,F2D

pi=3.1416

F = sin(pi*x)

return

end function F

function F1D(x) !Funcién externg|
implicit none

Real::x,pi,F1D

pi=3.1416

F1D=pi*cos(pi*x)

return

end function F1D

function F2D(x) 'Funcion externa
implicit none

Real::x,pi,F2D

pi=3.1416

F2D=-(pi**2)*sin(pi*x)

return

end function F2D

Fuente: Elaboracién propia con apoyo de Torres, P. (2023), Maestria en
Ingenieria Matematica. Universidad Nacional de Trujillo.
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Tabla 4.5

Datos de la variable espacial en el eje x, alojados en open (unit=1,
file="x.txt’)

Archive Editar Ver Buscar Herramientas Documentos Ayuda

BE @ A 9 ¢ X b O Q @

Onda3.f95 X graficam X EExk X u.kxk X xExk ®
0.00000000 0.250000000 0.500000000 0.750000000 1.00000000
Tabla 4.6

Datos de la variable temporal en el eje y, alojados en open (unit=2,

file="x.txt’)

Archivoe Editar Ver Buscar Herramientas Documentos Ayuda
B @ A8 5 ¢ X @O 0O Q

Onda3.f95 X grafica.m X E.bxt u.txt X ®.Ext X

0.lo0ppReel B.200000003 0.300000012 0.400000006

Tabla 4.7
Resultados de la solucién aproximada del problema 4.6 de la funcion u
alojados open (unit=3, file="x.txt’)

Archive Editar Ver Buscar Herramientas Documentos Ayuda

B @ B 9 c ¥ b 0O Q @

Onda3.fo5 X graficam X Ebxt X u.bxt x xExt X

0.00000000 B.707108080 1.00000000 B.707182895 0.00000000
0.00000000 8.567529917 0.802607000 B.567325744 g.00000000
0.00880000 B8.215181947 B.304312706 8.2151846093 8.00000000
0.00000000 -0.217838794 -0.308067590 -0.217833072 0.00000000

130



Tabla 4.8
Resultados de la solucién exacta del problema 4.4 en Fortran F90,

compilado.

.5720861
.309017 0.218508
p.2185608 -0.309017 .218588

Tabla 4.9
Resultados de la solucion aproximada del problema 4.6 en Fortran F95,
compilado.
07108080 : 9.707102895
29917 0.802607 3 4

3.21&18ié4? 0.3043127 0.215184093
.217838794 -0.308067590 -0.217833872

Figura 4.12
Valores de la altura de la cuerda vibrante por nodos (n=5 y m=4) en Fortran

F90 y compilado por solucién aproximada.
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Figura 4.13
Gréfica de altura de la cuerda vibrante por nodos (n=5 y m=4) en
Fortran F90 y compilado a ecuacion de la onda por solucion exacta.

1

08

0.6

0.4

ufxt)

0.2

0.2

0.350@

Figura 4.14
Grafica de altura de la cuerda vibrante por nodos (n=5 y m=4) en
Fortran F90 y compilado a ecuacion de la onda por solucién

aproximada.
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b)

d)

CONCLUSIONES

Se establecid la solucion analitica de la ecuacién diferencial parcial
hiperbdlica homogénea que modela las vibraciones de una cuerda
que se altera de su posicion de equilibrio y luego se suelta con
velocidad cero para que vibre libremente para aproximar por el
método de separacién de variables por serie de aproximacion de

Fourier.

Se obtuvo la solucién por andlisis numeérico de la ecuacioén diferencial
parcial hiperbdlica homogénea que modela las vibraciones de una
cuerda que se altera de su posicion de equilibrio y luego se suelta con

velocidad cero para que vibre libremente por diferencias finitas.

Se interpreto la aproximacion entre la solucion analitica exacta y por
analisis numérico aproximada de la ecuacién diferencial parcial
hiperbdlica homogénea que modela las vibraciones de una cuerda
que se altera de su posicion de equilibrio y luego se suelta con
velocidad cero para que vibre libremente empleando el software

cientifico Wolfram Mathematica, Fortran F95 y GNU Octave.
Se establecio la solucion analitica y por analisis numérico la Ecuacion

Diferencial Parcial Hiperbdlica que modela las vibraciones de una

cuerda.
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a)

b)

d)

RECOMENDACIONES

Se sugiere realizar investigaciones sobre la solucion de la ecuacion
de la onda unidimensional no homogénea en el sentido de las

transformada de Fourier.

Para realizar investigaciones sobre la solucion de la ecuacion de la
onda unidimensional no homogénea, se sugiere desarrollar en el

sentido de las distribuciones.

Se sugiere realizar investigaciones sobre la ecuacion de la onda
unidimensional no homogénea en el sentido de las Transformadas
de Fourier, Distribucibn Temperada y su implementacion

computacional en fortran u otro software cientifico.
Se sugiere realizar investigaciones sobre la solucion de la ecuacion

de la onda unidimensional homogénea por elementos finitos

continuos y discontinuos.
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ANEXO 01: MATRIZ DE CONSISTENCIA

TITULO: Solucion de la ecuacioén diferencial hiperbolica homogénea que modela las vibraciones de una cuerda
AUTOR: Bachiller Walter Gil Zegarra Ccama
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ANEXO 02: SIMBOLOS MATEMATICOS

u: variable dependiente de una funcién que contiene dos variables
independientes.

x: variable independiente del dominio que pertenece Q c R2.

y: variable independiente del dominio que pertenece a Q c R2.

Q: sub conjunto del espacio euclidiano bidimensional.
AB,C,D,E,F,G: constantes o funciones de una ecuacion diferencial
parcial.

[0, T]: intervalo cerradode O aT.

—: condicién, mapea, implica a:

H}(Q): solucion débil para el problema hiperbodlico.

u'(t): primera derivada parcial de la funcién u respecto al tiempo.
f: funcion f.

f(x): imagen o rango de la funcion.

T, 2L : periodo “T" o “Periodo 2L”, fuerza de tension.

R: conjunto de los nimeros reales.

V: para todo.

(x,y): par ordenado x, y.

L: longitud “L”, distancia generalizada, semiperiodo.

m,n € R: valores que pertenece al conjunto de los niumeros reales.
cos (a): coseno de la funcion trigonométrica.

sen(a): seno de la funcién trigonométrica.

f(x*): valor de la funcién cuando x se aproxima por la derecha.
f(x7): valor de la funcion cuando x se aproxima por la izquierda.
~: aproximadamente.

D,,: nacleo de Dirichlet de una funcion par, continua y periodica.

e: densidad lineal de la cuerda.

F: frecuencia de vibracion de la cuerda.

ay, a,, by 0 ay, by: coeficientes de la serie de Fourier.
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