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RESUMEN

El presente informe de Tesis tiene como objetivo establecer una expresion de
funciones generalizadas en las cuales se pueda extender el calculo diferencial
ordinario, las cuales tienen ciertas dificultades creadas por la existencia de
funciones no diferenciables, a una cierta condicion de proposiciones muchos mas
amplia que las condiciones de funciones diferenciables en sentido ordinario. Se
emplearon los métodos deductivo - inductivo para asociar las derivadas a toda
funcion localmente integrable y funciones singulares. Como resultados se obtuvo
gue toda funcién real de variable real continua es una funcién generalizada. Luego,
toda funcién generalizada debe poseer derivadas, que han de ser funciones
generalizadas. Para funciones diferenciables en sentido clasico, la nueva derivada
debe coincidir con la derivada ordinaria. Por consiguiente, toda funcion
generalizada debe ser infinitamente diferenciable. Asimismo, las reglas formales
del célculo diferencial deben seguir en la actualidad. Finalmente, el estudio de las
funciones generalizadas es un instrumento muy Util en la transformada de Laplace

de funciones generalizadas.

Palabras clave: Derivada ordinaria, funciones generalizadas, funciones singulares.
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ABSTRACT

The objective of this thesis report is to establish an expression of generalized
functions in which ordinary differential calculus can be extended, which have certain
difficulties created by the existence of non-differentiable functions, to a certain
condition of propositions much broader than those of conditions of differentiable
functions in the ordinary sense. The deductive-inductive methods were used to
associate the derivatives to all locally integrable functions and singular functions. As
results it was obtained that every real function of continuous real variable is a
generalized function. Therefore, every generalized functions must have derivatives,
which must be generalized functions. For differentiable functions in the classical
sense, the new derivative must coincide with the ordinary derivative. Therefore,
every generalized function must be infinitely differentiable. Likewise, the formal rules
of differential calculus must be followed today. Finally, the study of generalized

functions is a very useful tool in the Laplace transform of generalized functions.

KeyWords: Ordinary derivative, generalized functions, singular functions.
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INTRODUCCION

La teoria de funciones generalizadas exime al célculo diferencial ordinario de
ciertas situaciones constituida por la existencia de funciones no diferenciables. Para
conseguirlo, el procedimiento consiste en ampliar el calculo diferencial a un grupo
de nuevos propdsitos denominados distribuciones reales mucha mas amplia que
los grupos de funciones diferenciales en sentido ordinario. En nuestro informe de
investigacion las integrales son tomadas con respecto a la medida de Lebesgue
extendidas a toda la recta de numeros reales. Asimismo, se considero un espacio
vectorial de todas las funciones infinitamente diferenciables que tiene soporte
compacto. Entonces, para toda funcion localmente integrable y toda funcion
infinitamente diferenciable con soporte compacto, la integral existe. Ademas, dicho
espacio vectorial contiene suficientes funciones, en el sentido de que dichas
funciones estan univocamente determinadas por las integrales, excepto un
conjunto de medida nula. En el caso que la funcién sea diferenciable o no, se puede

asociar una derivada a toda funcién localmente integrable.

Las funciones generalizadas seran aquellas formas lineales definidas en los
espacios vectoriales de todas las funciones infinitamente diferenciables que tienen
soporte compacto que resulten continuas con respecto a una topologia. Algunos
resultados que una expresion generalizada deberia tener para ser de utilidad en
campo de las ciencias formales, definidas en un conjunto abierto de nameros
reales, es que toda funciébn continua y no continua debe ser una funcién
generalizada. Luego, toda funcion generalizada debe tener derivadas ordinarias,
gue han de ser también funciones generalizadas o distribuciones. Asimismo, para
funciones diferenciales en sentido ordinario, la nueva derivada debe coincidir con
la derivada ordinaria. Por lo tanto, toda funcion generalizada es infinitamente
diferenciables. Finalmente, todas las proposiciones del calculo diferencial ordinario

deben seguir en la actualidad.



CAPITULO |

EL PROBLEMA

1.1. Planteamiento del problema

Un informe de investigacion importante del origen de las funciones generalizadas
estd relacionados con los fisicos tedricos, ingenieros e investigadores que
utilizaban desde el siglo XIX en diversas operaciones matematicas en resolver
sencillamente diferentes tipos de ecuaciones funcionales. Estas reglas
preestablecidas, que adolecen de la falta de rigor matematico, se dirigen a

consecuencias convenientes.

Un instrumento fundamental es la utilizacién de ciertas “funciones” singulares, como
la denominada “funcion” delta de Dirac, aunque establecida claramente por Kirchoff
en su investigacion de la ecuacion de evolucion de la onda en un trabajo publicado
en el afio 1882, realmente aparece mas 0 menos sobre expuesta a lo largo de la
historia, en relacion con los diferentes contenidos como son las series de Fourier.
Teoria analitica del calor, 1822. Asimismo, las funciones de Green, etc. Mas
elocuente es la utilizacion de la “funcion” delta de Dirac por parte de fisicos y de

investigadores.

Asimismo, el ingeniero eléctrico Heaviside a fines del siglo XIX, establecié las
relaciones entre las distintas cantidades de dificil justificacion matematica, basado
en argumentaciones relacionados con la experiencia y que alcanzé una gran
divulgacién a principios del siglo XX. Las funciones generalizadas integran un
mundo matematico ideal de los fisicos teoricos, las funciones reales continuas o no
continuas son siempre derivables, las series pueden derivarse o integrarse, etc.
Asimismo, este mundo matematico tienen funciones localmente integrables y las

distintas funciones singulares, como la delta de Dirac y sus derivadas.



1.2. Formulacion del problema

1.2.1. Problema general
a) ¢En qué condiciones es posible establecer una expresion generalizada de la

derivada ordinaria de funciones reales a derivada como funcion generalizada?

1.2.2. Problemas especificos
a) ¢ En qué condiciones es posible establecer una expresion generalizada de la
primera derivada ordinaria como funcién generalizada de funciones continuas
y singulares?
b) ¢ En qué condiciones es posible establecer una expresion generalizada de la
segunda derivada ordinaria como funcion generalizada de funciones

continuas y singulares?

1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo general
a) Establecer una expresion generalizada de la derivada ordinaria de funciones reales

a derivada como funcién generalizada.

1.3.2. Objetivos especificos
a) Establecer una expresion generalizada de la primera derivada ordinaria como
funcion generalizada de funciones continuas y singulares.
b) Establecer una expresion generalizada de la segunda derivada ordinaria como

funcién generalizada de funciones continuas y singulares.

1.4. Justificacion y limitaciones de la investigacién
El presente informe de tesis se justifica principalmente por liberar el calculo
ordinario de ciertas dificultades creadas por la existencia de funciones no
diferenciables desarrollando un método que consiste en ampliar a una clase de
materias denominada funciones generalizadas. Asimismo, una de las
propiedades mas sobresalientes de esta teoria es que permite aplicar técnicas
de la transformada de Fourier a muchos problemas de ecuaciones en derivadas
parciales en lo que tales procedimientos no eran aplicables con los métodos
ordinarios. Actualmente la teoria de las funciones generalizadas sigue siendo
una linea de investigacion en el area del analisis funcional, ecuaciones

diferenciales parciales y la transformada de Fourier.

3



1.5. Variables e indicadores

1.5.1. Variables

1.5.1.1. Variable independiente

a) Funcion diferenciable con continuidad
1.5.1.2. Variable dependiente

a) Asocia una derivada a toda funcion localmente integrable
1.5.2. Indicadores

1.5.2.1. Variable independiente
a) Funciones infinitamente diferenciable que tienen soporte compacto y funciones

localmente integrable

1.5.2.2. Variable dependiente

a) Existencia de la integral

1.6. Hipotesis

1.6.1. Hipotesis general

a) Si es posible establecer una expresion generalizada de la derivada clasica de

funciones reales a derivada como funcién generalizada.

1.6.2. Hipdtesis especificas
a) Si es posible establecer una expresion generalizada de la primera derivada
como funcion generalizada de funciones continuas y singulares asociando la
primera derivada a toda funcién localmente integrable.
b) Si es posible establecer una expresion generalizada de la segunda derivada
como funcion generalizada de funciones continuas y singulares asociando la

segunda derivada a toda funcion localmente integrable.



CAPITULO I

MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

Un instrumento matematico importante en las ecuaciones diferenciales parciales
fue introducida aproximadamente a la mitad de los afilos 1930 por Sobolev, los
denominados espacios de Sobolev. El delimita estos recientes creados espacios
de funciones, y prueba lo mas fundamental de sus proposiciones que esta
contenida en las desigualdades de Sobolev. En estos nuevos espacios de Sobolev
las definiciones de derivada débil y solucién débil de una ecuacién diferencial
parcial tienen mejores fundamentos matematicos. En particular en el caso de una
dimensioén, los espacios de Sobolev fueron creados por Banach en 1992, pero
usando la norma. Asimismo, Laurent Schwartz en el afio 1950 presenta una nueva
investigacion para las soluciones débiles de las ecuaciones diferenciales parciales.
El aumenta la condicion de las funciones a una nueva condicién de enunciados
matematicos, las funciones generalizadas, en la cual se puede definir operaciones
matematicas que conservan las operaciones basicas del analisis matematico,
agregando la suma y el producto de funciones con derivada continua, derivada
ademas, con ciertas restricciones, convolucién de funciones generalizadas y
transformada de Fourier de funciones generalizadas. Esta teoria mateméatica
disefla un nuevo sistema y hace mas claro los conceptos anteriores de
distribuciones hechas por Heaviside, Hadamrd, Leray y Sobolev en ecuaciones en
derivadas parciales, y por Wiener, Bochner y Carleman en analisis de Fourier.

2.2. Fundamentos tedricos

2.2.1. Funciones reales y singulares

Definicién 2.2.1.1. (Funcién real signo)

La funcién singular sgn : (—o0,+90) — (0,40} signo se define:



1, x>0

sgn(i)= 0, x=0 ; @omsgn(f)=<—oo,+oo>, Ransgn(i)={—1,0,1}
1, X<0
Definicién 2.2.1.2. (Funcion real escalera unitaria)

La funcién singular Uj:(—o0,+00) — (—0,40) escalera unitaria en 6 se define como
,X>b _ _
‘U&(i)fl)(f—ﬁ):{] X270 Pom, () = (—o0,4e0), RanV, (x)={1,0}

Definicion 2.2.1.3. (Funcidn real raiz cuadrada)

La funcion continua v/ : <—oo,+oo> - <—oo, +oo> raiz cuadrada la definimos por

¥=\% ; Dom+/x =[0,+%0) , Ran\[x=[0,+)

Definicién 2.2.1.4. (Funcién real exponencial)

Paratodo a >0, a # 1 se define la funcion continua exponencial como
j=az; @omf(;f) = <—oo,+oo>, Q{anf(i)z[@

Definicion 2.2.1.5. (Funcién real logaritmica)

Para todo a > 1, se define la funcion continua logaritmica como
y=log, X ; Dom f (%) =R’, Ren f (%) = (0, +20)
Definicién 2.2.1.6. (Funcion real seno)

La funcién continua sen :(—o0,+%0) — (0,40} seno se define

Smen(): Domsn() = (-] domsn(2) = 11

Definicion 2.2.1.7. (Funcién real coseno)

La funcién continua cos :(—o0,+%0) — (—0,4+0) coseno se define

e (5); Domas(€) = (), Aanes(5) <[ 11

Definicion 2.2.1.8. (Funcidn real tangente)

La funcién continua tan :(—o0,+00) — (—o0,4+o0) tangente definida como
§=tan(2)=%&:; . Dom tan(T)=(a0,4e0) _{T{@ﬂ,;{ c Z} Rantan ()= (o, +)
Definicién 2.2.1.9. (Funcién especial Heaviside)

La funcién singular # :(—o0,+0) —(0,1) Heaviside se define como

6



1s5ix>0

. VX &(—o0,+x)
0 st x <0

()~
Definicion 2.2.1.10. (Funcién especial delta de Dirac)
La funcion singular delta de Dirac se define

_ +00 ;51 X =0
5 p—vl
»(X) { 0;siX#0
donde

[ 8, (x)dx =1

(—o0,+0)
2.2.2. Derivada ordinaria de una funcién real

Definicion 2.2.2.1. (Primera derivada ordinaria)

Sean Zc(—0,40), 4 cz N z'(z'={a, € (—0,40) / punto de acumulacion de z})
y sea g:Z—>(-w,+0) una funcién real en a,. Se define la primera derivada
ordinaria de 4 en el punto 4, como

e 8(2)=4(a)

Z‘)dﬂ Z — a()

siempre que exista el limite.

Notacion 2.2.2.1. La derivada de la funcion g en el punto 4, la denotamos por

g'(a,) es decir g'(a,)= lim M

Z‘)IZD z —_ ao
Observaciones 2.2.2.1.
1) Si z=a,th entonces la primera derivada ordinaria de la funcién j en a, se

escribe

g(ao+ﬁ)—g(ao)

g'(a)=fim
2) geométricamente la primera derivada ordinaria g/(ao) es la pendiente de la

recta tangente a la gréfica y = g(a) en el punto (a,.4(a, ))

3) Sia,€ZNZ entonces

o+ . fao+ﬁ _f 4
O




g’(a;)= fim f(2)=f(a)

z—>a, z-a,

Se denomina la primera derivada ordinaria por la derecha de g en 4, siempre

gue exista el limite

4) Sia,€ZNZ entonces

a+h)— fla
(o) o L)1)
gl(ao):z[izlﬂ-f(Z)z;f(aO)

Se denomina la primera derivada ordinaria por la izquierda de 4 en a4, siempre

gue exista el limite
5) 4 es derivable en a4, si y solo si existen g'(a;) y g'(a,) tal que
9'(4)=9'(a)=4'(a)
Ejemplo 2.2.2.1. Sea sen : (—,+90) — (—0,4%0) una funcién tal que g(x)=sen(x).
Calcular g'(a,), a, € (—00,+00).

Solucién:

m

dz hi—0

B(a) [sen(ao+ﬁ)ﬁ_sen(%)J

sen (ao )cos(ﬁ) + cos(ao )sen (ﬁ) —sen (ao ))
h

_ sen(ao)[cos(ﬁ)1]+cos(ao)sen(ﬁ)}
= lim
hi—0 h
i sen [cos J:I} s zm(cos sen(ﬁ)}
fi—0 h fi—0 h

cos(h) — 1 [ sen(h
:sen( )ﬁ[io( (ﬁ) j-i—cos(ao)ﬁ[zgz[ ﬁ()j
g’(ao):cos(ao)
Ejemplo 2.2.2.2. Sea cos:{—0,+0)—>(—o0,40) una funcién continua tal que

4(X)=cos(x). Calcular g'(a,), a, € (o0, +0)



Solucién:

h—0

% i ﬁm[cos(wz - cos(ao)j

g'(do) _ ﬁﬁﬂ(cos(ao)cos(ﬁ) - seniao)sen(ﬁ) —cos(ao)]
i cos(ao)[cos(ﬁ)—1]—sen(ao)sen(ﬁ)J
fi0 h
_ ﬁ[zir(z) cos(ao)[c/(i)s(ﬁ)—Ijj_ﬁ[lz(sen(aoisen(ﬁ)j

= cos (ao ) fim
h—0

) [Cos(ﬁ)_IJ—sen(ao)[im[sen(ﬁ)]
h =0 h
g’(ao) = —sen(ao)
Ejemplo 2.2.2.3. Sea g:(—%,+00) — (—00,400) una funcién continua tal que Y =" .

Calcular 5'(g,), a, € (—o0,+00)

Solucion:

Por la formula de Newton sabemos

(a,46,)" = (Z’J a"6" + (Z’J a6 + @ a "6 4.+ [Zj a'6"

Aplicando esta férmula en la primera derivada ordinaria se tiene

dy(ao)z[im (ao—i—ﬁ)m—aomj
a’z -0 h
(:]aom+(;’ljaom1ﬁ+(;njaom2ﬁ2+...+aooﬁ"’ a,”
5'(a,) = lim F
e ™ ma
(s
R ()
1(m-1)1°
. m><(m—1)' (m-1)



Ejemplo 2.2.2.4. Sea log, : (0,+90) — (=o0,+00) una funcién tal que 5(X)=log, (),

x>0. Calcular y'(a,), a, € (—o0,+).
Solucién:
Aplicando la definicién de la primera derivada ordinaria

#(a,) _ ﬁ%([oge (ao+ﬁ)—[n(a0)]

dx h
j’(ao) = lim

log, [a Hi)
aO
fi—0 h
= lim X—X[og Do &
h—0 ﬁ 0 a

1
ﬁ h
—fi’zxﬁ’ﬂ[ a—}

_[oge ler(z)( +a£]

=log, 5[1_113) (1+ diJ

m\N

= ‘QQ

1
a,

=log,| e

=— X[og [e

Ejemplo 2.2.2.5. Sea exp:(—0,40) —(—0,400) una funcién continua tal que

5(K)=exp(i). Calcular j’(ao), a, € <—oo,+oo>

Solucion:
Aplicando la definicién de la primera derivada ordinaria

@(%)=ﬁ%[€xp(da+ﬁ)—ef<p(ao)j

dx h

10



=lim
i—0 h

= lim (ey(p(ao ))

h—0

y’(ao):exp(ao)

Definicion 2.2.2.2. (Derivada ordinaria de orden superior)

La segunda derivada ordinaria de g : (—0,+0) — (—o0,4+o0) denotado por 4"(a,) se

define

gl(ao'%)_gl(%)

g”(ao)=[im

>0

Ejemplo 2.2.2.6. Sea sen 1 (—o0,+90) — (—0,400) una funcién definida 5 (x)=sen(x).

Calcular 3"(g,), a, € (—o0,+0)

Solucion:

Aplicando la definicion de la segunda derivada ordinaria

y'(a,+h) - ¥'(a
oy T2t

. cos(a,+h)—cos(a,)

=[im

hi—0 h
P cos(a, )cos()—sen(a, ) sen () —cos(a, )
— i f

. cos(ao)[cos(ﬁ)—1]—sen(ao)sen(ﬁ)
R i

11



cos(ao)[cos(ﬁ)—lj ‘ sen(ao)sen(ﬁ)
h

= lim — lim
i—0 h fi—0
=cos(a, )ﬁ[mg% —sen(a, )ﬁ[zng%(ﬁ)

j”(ao)=—sen(ao)
Ejemplo 2.2.2.7. Sea cos: (—,+%) — (—o0,4%0) una funcién definida (X )=cos(x).
Hallar "(a,), a, € (—o0,40)

Solucién:

Aplicando la definicion de la segunda derivada ordinaria

5(a,)= fin 22 ) =3 (@)

hi—0 h

sen(a,+h)—cos(a,)

=lim

fi—0 h
iy —sen (ao )cos(ﬁ) - cos(ao )sen (ﬁ) + sen (ao)
~ i f

—sen(a, )I:cos(ﬁ) - 1] —cos(a, ) sen(f)

=lim

hi—0 h
i —sen(ao )[cos(/i) —1] . cos(ao)sen(ﬁ)

hi—0 h h—0 f
_ —Se"(“o)fﬂg%—ws(%)ﬁmg Senﬁ(ﬁ)

y”(ao)=—cos(ao)
Definicién 2.2.2.3. (Operador de la primera derivada ordinaria)

El Operador 0321]’(<—oo,+oo>) —> (—o0,+00) definido por

D = =g'(Xx); VX € (—o0,+00

(9) e g'(X); VX )
Se denomina el operador de la primera derivada ordinaria en
1]’(<—oo, +oo>) = {g : (—00,+00) — (—o0,4+0) / g €5 diferenciable}

Observacion 2.2.2.2.

El operador de la primera derivada ordinaria es lineal que cumple

12



(4r0) () =0u () 0(7)
“(w0) (%)
() (5)

(D(ﬂu)()f)=ﬁu’(yf); Vpe <—oo,+00>,Vu € &’((—oo,+oo>)
2.2.3. Funcién continua en los reales

Definicién 2.2.3.1. (Funcion continua en los reales)

Sean ® < (—o0,40) y g:® —> (—o0,+o0) una funcién real y 4, € D . Se dice que 4 es
continua en el punto 4, siy solo si Ve>038>0/x € Dom(g) y |X —a,|<c entonces

19(%)—g(a)|< e

Ejemplo 2.2.3.1. Estudiar la funcién continua de g:(—,+%) — (—o0,400) en el punto

Xo =3 con la condicion de que
2 .
X SLXp<3
f(’Co): .
9 six, 23
Solucion
i) g(3)=9
i) ﬁ'm+9=9, Gim x,° =9
Xp—>3 Xo—>3
Es decir, Gm 9= Gm X, = lim g(x,)=9
xo—>3" Xo—>3" Xp—>3
iii) g(3)=9= [im}g()go)
Definicion 2.2.3.2. (Continuidad en el espacio euclidiano-q)
Sea x # ¢ un conjunto de vectores de R’ y 4, € X . Se dice que g:X — R? es una

funcién continua en @, si y solo si ve>o0,35>0 tal que si XeX, [x-g|<6

entonces |g(x)-4(a, )| <e.

13



2.3. Marco conceptual

El espacio real de funciones Cw(w) seran analizados sobre un conjunto abierto
®C <—oo, +oo>.

2.3.1. Funcion test

Definicion 2.3.1.1. (Soporte de una funcion real)

Sea p: (—oo,+oo> - (—00,+00> una funcion real de variable real. Se denomina soporte

de @, denotado por soportey, al conjunto soporte ¢ = {z & (—o0,+00) [ (X)) # 0}.

Ejemplo 2.3.1.1. Sea g (—o0,+0) — (—0,+) tal que »(X)=3x entonces

soportep = {X & (o0, +0) / p(X) # 0}

soporte g = {z e (~o0,+0)/ X € (-0,0)UX € <0,+oo>}

soportep = (—oo,+o0)

Ejemplo 2.3.1.2. Sea 9:(0,5) = (—0,+®) tal que p(X)=5 entonces

soportey = {x €(0,5)/ §(x) # 0}
soporte p =[0,5]

Definicién 2.3.1.2. (Espacio real C; (@))
El espacio real cg°(<—oo,+oo>) es el espacio de las funciones infinitamente
diferenciables en (—00,+00> con soporte compacto en (—00,+oo>.

Ejemplo 2.3.1.3. Sea w=(—oo,+oo> y considere la funcion real

-1

1-72
e’

x| <1
X|>1

o(x)=
0,

VX e (—00, +00> se verifica las siguientes propiedades

i) Existe o e ¢ ((—o0,+o0))

14



i) sopy={x (~w+0)/p(x)=0]

(
soporte g = {z e (—o0,+o0) /|| < 1}
soportey = {X € (—oo,+0)/ —1< X < 1}

soportey = [—1,1] es compacto
Definicion 2.3.1.3. (Convergencia de una funcion real)

Se dice que una sucesion de funciones reales (y)) de cg°(<—oo,+oo>) converge
para cero si cumple SOpOI’te(zpn)CKo, donde Ko es un conjunto compacto en

(—o0,40) Vn=123,..,(p,) tiende uniformemente a cero en (—w0,+00) , con reunién

de derivadas ordinarias de cualquier orden.

Definicion 2.3.1.4. (Funcién real de prueba)

El espacio real Cf((—oo,+oo>) con la idea de convergencia real en Cf((—oo,+oo>) se
denomina espacio de funcion real de prueba.

Notacién 2.3.1.1. Espacio de funcién real de prueba se denota por 0?!)((—oo,+oo>).

2.3.2. Funciones generalizadas
Definicion 2.3.2.1. (Funcional lineal real)

Sea 7 un espacio real se dice que una funcional lineal real sobre 7/ es una
transformacién lineal de % en (—oo,+o0).
Definicion 2.3.2.2. (Funciones generalizadas)

Una distribucion real en o es una funcional lineal U: D (&) —><—oo,+oo> continua

Notacion 2.3.2.1. El espacio real de una funcién generalizada se denota por @’(a))

Observacion 2.3.2.1.
V:0(w) > <—oo,+oo> es una funcion generalizada si:

£ (U,E)
) (Vg +&) = (V) +{UE,) Veg, cD(w)
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i) <U,B§> = B(U, 2;) VEe (D(w), Be <—oo,+oo>
iiiy Si (€,)=D(w) tal que &, -0 en d(w) entonces (V,&,) >0
Proposicién 2.3.2.1. Sea una funcion continua g:[¢d ] — (—0,40). Si

J o)) =0, 9k < ([5<])

Tal que ) ([od])= {@ecl [c,d]:/{(c)z&(d):O}. Entonces 4 es constante en el

intervalo cerrado [cd].

Prueba.

Si & es una funcion constante arbitraria, entonces ﬁ(f) = .[ (g(f)—e)tfr es una
(%)

funcion derivable y k/(r) = g(r)—e continua en [¢4|. Ademas £ (c)=0.

1

j g(r)dr , entonces

Por tanto, si elegimos ¢ =
([ —C <c,z[>

luego £ e ) ([cd]).

Asimismo,

J; (g(f)—e)2 dr = I g(r)@’(r)dr—e(@(d)—@(c)):0

) (o)
Por lo tanto, con la continuidad de 4, se tiene que 4 es una constante.
Definiciéon 2.3.2.3. (Primera derivada de una funcion generalizada)

La derivada con respecto a la variable x de una funcion generalizada U sobre un

abierto (—,+), es una funcional 2¥ lineal continua en el espacio real de funcién
oxX

de prueba D(w). Es decir,
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v 0
<§§> _ —<U,£>, para todo & € D(w)

Definicion 2.3.2.4. (Segunda derivada de una funcidon generalizada)
La segunda derivada con respecto a la variable x de una funcion generalizada U

. . v . ,
sobre un abierto (—o,+), es una funcional o= lineal continua en el espacio real
X

de funcién de prueba ®(«). Es decir,

o*v 02
< i> = <U, a;; > para todo & € D(w)

ox>’
Definicién 2.3.2.5. (Funciones generalizadas iguales)
Dos funciones generalizadas v, y U, son iguales si se cumple
(U,8) =(0,,&), para todo & e D(w)
Definicion 2.3.2.6. (Localmente integrable sobre )
Las funciones localmente integrables sobre » se denota L£; (a)) y se define como

L (w) = {g : @ — (—o0,+00) medible para cada Ko = w; I lg(%)|dx < oo}

Ko

Definicion 2.3.2.7. (Producto interno de una funcidon generalizada)

Dado g€ £ () la funcion generalizada inducida por 4 se define como
<g,§>=jgéd‘;€; para todo & e (D(w)

Ejemplo 2.3.2.1. La funcién singular “Salto” de Heaviside
_ 0,x<0
()~

, para todo x e (—o0,+0
1,x=20 P x < >
Se define como

(#£,8)= I H & d5; para todo & € D ((—oo,+o0))

(etoro)

Ejemplo 2.3.2.2. La funcion singular “Salto” Xf, con g>o, definida por

+

0, X<0
xt = , tod R—-{0
X {xﬁ,f>0 paraooxe( {})
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Cumple con la condicién que xf - L;(<—00,+oo>), porque es continua en R —{0} y

tiene un punto no continuo x=0. Por la Definicion 2.3.2.7. esta funcion se define

como

<Xf,é> = I xP€(X)dx, paratodo & e @((—oo,+oo>)

{moocte0)

<Zf,oc>— j x’¢(X)dx, paratodo &e d((0,+))

<0+oo>
2.3.3. Laintegral de Riemann

Proposicién 2.3.3.1. (Integral de un producto de funciones)

Sean f(X) y g(X) funciones de clase ¢*([c47]). Entonces se tiene

| 5= 1] - [ ot

[cd’ [cz[]
Prueba.
Sean f=g4(x), 4=(X), entonces f.g=f(X)-4(X)
Derivando un producto de funciones ( fg)' = g.f*fg'

Integrando sobre [¢d] tenemos

[ (fg)&x=| gf+f 14’

(6] (o]
| (%) waﬂj fcfy
[o4] 4] [ed]

4], [I]yéﬂfﬁfg

Porlotanto | fdg= f0g®@] - [ odf
[64] [e4]
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CAPITULO I

METODOLOGIA

3.1. Tipo de investigacion en matematica
El informe de tesis corresponde a las ciencias matematicas que de acuerdo con
el fin que se persigue es de tipo basica que nos llevara a la busqueda de nuevos
conocimientos en la teoria de las transformada de Fourier de funciones

generalizadas.

3.2. Disefio de investigacién
El disefio del informe de tesis es explicativo porgue trata de relacionar la derivada

y las funciones localmente integrables.

3.3. Poblacion y muestra en matematicas
La poblacion de estudio es igual a muestra. El informe de tesis corresponde a

las ciencias formales y considera como material las funciones generalizadas.

3.4. Procedimientos y objetos del método axiomético

3.4.1 Procedimientos del método axiomatico

Se extienden la derivada ordinaria de funciones reales a
Generalizacion | derivada de funciones generalizadas en una expresion en

base a las reglas légicas y definicién.

Se confrontan las expresiones de las derivadas ordinarias
Analogia de funciones reales con las derivadas de las funciones

generalizadas.

Se determinan las reglas logicas y la definicion de las
Induccion funciones generalizadas. Asimismo, se transita de una

proposicion a otras y se sumerge nuevos términos.




Experimentacion

Se examinan las proposiciones matematicas sobre las
funciones generalizadas. Evalla los axiomas expresamente

en funcién de la teoria dada.

Observacion

Se seleccionan un conjunto de axiomas sobre la expresion
generalizada de la derivada ordinaria de funciones reales a
derivada como funciones generalizadas para ser

formulados como una solucion.

3.4.2. Objetos del método axiomatico

Son enunciados que se derivan de los axiomas vinculados

Teorema ) .
a la teoria axiomatica, cuyas reglas son demostrables.
Es una proposicion que es util para la evidencia de un
Lema
teorema.
Axioma Principio claro y evidente que no necesita demostracion.
o Idea o forma que concibe el entendimiento o pensamiento
Definicion
expresado con palabras.
_ Es una proposicion que se deriva de un enunciado ya
Corolario

probadas.

3.5. Métodos de demostracién en matematica

Induccion

completa

Se demuestra que el enunciado es verdadero para un
nimero natural N=1. Se acepta la hipétesis inductiva,
verdadero para el nimero natural N, Luego se demuestra
gue es verdadero para un nimero natural n-1. Finalmente,

todos los enunciados son verdaderos.

Directa

Para demostrar un enunciado de la forma p=4q se
empieza suponiendo que p es verdadero. Luego, se

construye una cadena de proposiciones y se finaliza en (.

Contraejemplo

Para demostrar un enunciado en un cuantificador universal
es falso, es lo mismo demostrar que el cuantificador

existencial es falso.
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Para demostrar un enunciado de la forma p = g basta usar

Contrareciproca _
su forma equivalente ~gq=—~p.

o Para demostrar un enunciado de la forma p = q basta
Contradiccion
deducir alguna contradiccién a partir de la hipotesis.

3.6. Modelo de contrastacion y verificacion de la hipétesis
En el desarrollo de este informe de tesis se usa el método formal deductivo en
expresion generalizada de la derivada de funciones localmente integrales y por
otro lado las distintas funciones singulares. Se comprobara las pruebas de las
proposiciones y definiciones usando la teoria de las funciones generalizadas de

Laurent Schwartz.
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CAPITULO IV
RESULTADOS

4.1. Expresion de la primera derivada ordinaria de funciones continuas como
funciones generalizadas
4.1.1. Expresién de la primera derivada ordinaria de una funcién algebraica

como funciones generalizadas
Si g(X)=ax’ +6x, para todo, X e(—w,+w), a y 6 €(0,+o0), entonces se tiene
<@vg,a> =(2ax +6,£); para todo & e @((—oo, +oo>)

4.1.2. Expresiobn de la primera derivada ordinaria de funciones

trigonométricas como funciones generalizadas

i) Si g(x)=sen(ax), para todo, X e(—oo,+x), 2€(0,+), entonces se tiene
<@Ug,§> = (acos(ax),£); para todo & € D((—o0,+))

i) Si g(x)=cos(bx), para todo, x (-0, +), 6€(0,+%), entonces se tiene
<®Ug,§> = (-6sen(6%),&); para todo & € O (({—o0,+w0))

4.1.3. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion exponencial

como funciones generalizadas
Si g(x)=exp(ax), para todo, X €(—0,+0), a€(0,+), entonces se tiene
<@‘Ug,<§> = (aexp(ax),&); para todo & e D((—oo0,+0))

4.1.4. Expresién de la primera derivada ordinaria de la funcién valor absoluto

como funciones generalizadas
Si 4(x) :|9E|, para todo, e(—oo,+00> , entonces se tiene
<@Ug,&> = <-}[(;E)+7{(z),§>; para todo & e @(<—oo,+oo>)4.1.5. Expresion de la
primera derivada ordinaria de la funcién logaritmo como funciones generalizadas

Si g(X)=1loy|x|, para todo, X e(-w,+o) , entonces se tiene



<(DUg,§> = <main value I éd‘{,i(z)>; para todo § e (D(<—oo, +oo>)

(o0, +00)

4.2. Expresion de la segunda derivada ordinaria de funciones continuas como

funcién generalizada

4.2.1. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcion algebraica

como funcién generalizada
Si g(X)=ax’ +6x, para todo, ¥ (-, +), a y 6 €(0,+), entonces se tiene
<(D2‘Ug,§> =(24,8); para todo & e (D(<—oo, +oo>)
4.2.2. Expresion de lasegundaderivada ordinariade lafuncidn trigonométrica
como funcién generalizada
Si g(X)=sen(ax), para todo, X €(—w,+0), a€(0,+), entonces se tiene
<(D2’Ug,&> = <-a25en(az),§>; para todo & e @(<—oo, +oo>)
4.2.3 Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funciéon exponencial
como funcién generalizada

Si g(ﬁf) = exp(wf), para todo, x e(—oo,+oo>, a€<0,+oo>, entonces se tiene

<@2‘Ug,§> = <a2 e{p(a{),§>; para todo & e ®(<—oo,+00>)
4.2.4. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcion logaritmo
como funcién generalizada

Si g(x)=log|x|, para todo, X €(—o0,+) , entonces se tiene
<(D2Ug,§> = <—main value (é),§>, para todo & e @(<—oo,+oo>)

4.3. Expresion de la primera derivada ordinaria de funciones no continuas
como funcién generalizada
4.3.1. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcién Heaviside
como funcién generalizada
. 1,six20 _ .
Si 9(x) ={ )E , para todo, x €<—OO,+00> , entonces se tiene
0,s1 Xx<0

(DU,,&) =(5,,8); para todo & e (D(<—oo,+oo>)
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4.3.2. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion coseno como
funcién generalizada

X), x>0
si g(%) ={wz(]€) ;:0 , para todo, i e(—o,+) , entonces se tiene

<@Ug,§> = <6®-7{(z)sen(z),§>; para todo & € D ({0, +0))

4.3.3. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion seno como

funcién generalizada

X), x>0
Si g(X)= { Sez(x) ;:0 , para todo, X e(—o,+0) , entonces se tiene

<®‘Ug,§> = (7 (X )cos(x),&); para todo & e D(({—0,+o0) )

4.3.4. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion heaviside
exponencial como funcion generalizada

. . [1,six=0
Si }[(9()={

~ =", para todo, X e(-w,+o0) , entonces se tiene
0,six<0

<@Uy(x)x<~<) - X}[(i)e“‘),§> = <6®e*(i),&>; para todo & e D ((—o,+0))

4.4. Expresion de la segunda derivada ordinaria de funciones no continuas
como funcién generalizada

4.4.1. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcién heaviside

como funcién generalizada

Si 7 (%) ={

. Sl )_E =0 para todo, x E(—OO,+OO> , entonces se tiene
0,s x<0
<(D2‘Uﬂ,<§> =(-6',,&); para todo & e @((—oo, +oo>)

4.4.2. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcion coseno como

funcién generalizada

), ¥ >0
S g(ﬁf) _ { COZ(’C) ;:0 , para todo, x e<—oo,+oo> , entonces se tiene

<®2”Ug,§> = (-6',- (X )cos(X),&); para todo & € D(({—o0,+w0))
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4.4.3. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcién seno como

funcién generalizada

). 550
S g(f) _ { seZ(’C) ;:0 , para todo, x e(—oo,+oo> , entonces se tiene

<@ZUH,§> = <-5@-}[(z)sen(z),€;>; para todo & € ({0, +0))

4.4.4. Expresion de la 4-esima derivada ordinaria de la funcién coseno como

funcién generalizada

Si (%)= eos(x)| =

{—cos()f), St cos(i) <0
, entonces se cumple

cos(f), St cos()f >0

<®4’Ug,§> = <—25;)+25;D —}[(—Z)cos(i)ﬂf(i)cos(i),§>; para todo & e q)(<—oo,+oo>)
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CAPITULO V
DISCUSION

5.1. Expresién de la primera derivada ordinaria de funciones continuas como
funcién generalizada
5.1.1. Expresion de la primera derivada ordinaria de una funcion algebraica
como funcidn generalizada
Proposicién 5.1.1.1. Si g(X)=ax’ +6x, paratodo, X e(—wo,+),ay b €(0,+0),
entonces se tiene

<fD‘Ug,F,> = (2ax +6,£); para todo & e @((—oo, +oo>)
Prueba

Por la Definicién 2.3.2.3. Se tiene

Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

(pv ) == [ (at’+6%)¢()dx

(—o0,+90)

=—[(a@ +67)e(R) |+ [ (20w +6)E(3)ax

{o0,0)
Luego por la Definiciéon 2.3.1.1. Tenemos

(0U, )= [ (20x+6)&(%)dx

(—o0,+0)

Por lo tanto

<(DUH’§> - <2‘”z +0, §>7 VEe @(<—oo,+oo>)



5.1.2. Expresion de la primera derivada ordinaria de funciones

trigonométricas como funcidn generalizada
Proposicion 5.1.2.1. Si g(X)=sen(ax), paratodo, X (-0, +0), ac(0,+),
entonces se tiene

<@Ug,§> = (acos(ax),&); para todo & e D ({—o0,+o0))

Prueba

Por la Definicion 2.3.2.3. Se tiene

(0, 8) =(DV,)(8)

Asimismo, por la Proposicién 2.3.3.1. Se tiene

<(DUg,§> =— j >sen(aZ)§’(Z)d‘{

(—o0,+00

:_[sen(az)a(z)]+:+< J acos(aX)(T) &

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

(DU, &) = j acos(ax )& (X )dx

(~o0,420)

Por lo tanto
(DU,,&) = (acos(ax),&); V& € D((—o0,+00))
Proposicién 5.1.2.2. Si g(X)=cos(bx), paratodo, X e(-o0,+), 6&(0,+0),
entonces se tiene
(DU,.&) = (-65en(6 ),&); para todo & e D ({—o0,+0))

Prueba

Por la Definicién 2.3.2.3. Se tiene
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Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

(pU, &)=~ [ cos(bX)E"(X)dx

()

= —[cos(@f)&(f)]iz - _[ 55611(57{)@({)6[95

(—o0,+20)
Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

(o, &) =~ j 6sen(63)&(X)dx

)
Por lo tanto
(DU,,&) = (-6sen(6%),&); VE € D({—o0,+0))
5.1.3. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion exponencial
como funcién generalizada
Proposicién 5.1.3.1. Si g(X)=ewp(ax), paratodo, X (-0, +0), ac(0,+),
entonces se tiene
<(D‘Ug,§> = (aexp(ax),&); para todo & e D ((—oo, +0))
Prueba

Por la Definicién 2.3.2.3. Se tiene

(0v,8)=(DV,)(8)

Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

(pU, &) == [ ew(ax)e'(X)dx

(—o0,+00)

=—[ep(a@)e(R)] + [ aep(ax)e(X)dx

(—o0,400)

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos
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(pv,8)= | aexp(ax)&(x)&

)
Por lo tanto
<®Ug,€,> = <aexp(wf),§>; VEe ®(<—oo,+oo>)
5.1.4. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion valor absoluto
como funcién generalizada

Proposicién 5.1.4.1. Si 4(X)=|x|, para todo, X €(—,+») , entonces se tiene

(0U,,&) =(9(%)+7(X).&); para todo & e D ((—o, +0))
Prueba
Por la Definicion 2.3.2.3. Se tiene

(20, 8)=(2v,)(8)

:(_1)1<U:1 <§>
-~{v,&)
=— [ g(x)e(x)4x
(oortoe)
Asimismo, por la Proposicic’)n 2.3.3.1. Se tiene
(00,8)=- | g(@)e(2)&
(~o0,4a0)
=- _j x)E' (% <j>(z)é'(z)cﬁ€
~ et io SRR

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

(00,8)= [ (e@)ees |

(-0.0) (07+0)
:<—£0> _ +<—J:o> ‘{’5+<_£O>(1)~i(a€)¢3€+<_£O>(0)§(z)[[{
=9 (X)+ 9 (X)

Por lo tanto

(DU,,&) = (91 () + 9(X),&); VE € D({—o0,+00))
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5.1.5. Expresion de laprimera derivada ordinariade la funcidon logaritmo como

funcién generalizada

Proposicién 5.1.5.1. Si 4(x) = log|x|, para todo, i €(—»,+wx) , entonces se tiene

(~as4a0) X

<Q)‘Ug,§> = <main value I éd}{,&(i)>; para todo § e @(<—oo, +oo>)

Prueba

Por la Definicion 2.3.2.3. Se tiene

(0, 8) =(DV,)(8)

Asimismo, por la Proposicién 2.3.3.1. Se tiene

(pv,8)=— [ fglzle' (%)

(o0, +00)

=C[z'g{ | (eglel)e () +<j> il = )4

(—o0.c

__%[[[ogm -J ( j ] ﬁml[foglxlﬁ( -

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

(@Ugg}—%{[ogICK(C)— J@Gjé(i)df}—{i_(r{—[oglclé(c)— Lié]&(i)cﬁ]
= fn[ g (c) + gl )] @g[&[éja(z)m J >(§ja<z)4
fz';[ J [é]&bz)dﬂ | (é]a@z)dz}

(o) \ X

=main value I [

(o0,420)

Por lo tanto
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<(D’Ug,<‘§> = <main value I écf{,?’;(}f)>; VE e (D(<—oo,+oo>)

(~oovtan)

5.2. Expresion de la segunda derivada ordinaria de funciones continuas como
funcién generalizada
5.2.1. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcion algebraica
como funcidn generalizada
Proposicion 4.3.1.1. Si g(X)=ax +6x, paratodo, X e(—wo,+),ay b €(0,+0),
entonces se tiene

<®2‘Ug,§> = (24,€); para todo & e D((—o0,+o0))
Prueba

Por la Definicién 2.3.2.4. Se tiene

<@2vg,¢,> =(2v,)(8)

(i)

Asimismo, por la Proposicién 2.3.3.1. Se tiene

(DU 8)= | g(x)e"(x)dx

(o0, 4e0)
[(a+67)e ()] - [ (2at+6)8(R)
(o0 ,+20)
Luego por la Definicién 2.3.1.1. Tenemos
(0°0,8) == [ (2at+6)¢' (%)t
{oorte0)

Nuevamente por la Proposicién 2.3.3.1. y Definicion 2.3.1.1. Se tiene

(v, &) =-[(2ax +6)&(X)ax | + [ (20)&(X)ax

(o)

= | (2)g(x)4x

<—oo,+oo>

Por lo tanto

(00,8 = (208 V& < 0{{o01)
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5.2.2. Expresion de lasegundaderivada ordinariade lafuncidén trigonométrica
como funcién generalizada
Proposicién  4.3.2.1. Si g(X)=sen(ax), paratodo, X e(-o0,+), a(0,+),
entonces se tiene

<(D2’Ug,&> = <-a25en(az),§>; para todo & e @((—oo, +oo>)
Prueba

Por la Definicién 2.3.2.4. Se tiene

Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

(pv,8)= [ g(x)e"(%)dx

(—o0,+00)

=[(sen(ax))e(X)] - [ (acos(x))e"(X)ax

(s

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

<@2Ug,§> =— J (acos(Z))i’(i)d}E

(i)

Nuevamente por la Proposicion 2.3.3.1. y Definicion 2.3.1.1. Se tiene

(00, 8) = ~[(acos(@)s (D) ] = [ (a'sen(a®))s (%) ik

—o0,+%0)

=— j (azsen(wf))é'(f)d}{

(i)

Por lo tanto
<(D2‘Ug,§> = <—a25en(cvf),§>; VEe ®(<—oo,+oo>)

5.2.3 Expresidon de la segunda derivada ordinaria de la funcidon exponencial

como funcién generalizada

Si g(X)=exp(ax), para todo, X €(—o0,+), ac(0,+), entonces se tiene
<(D2’Ug,&> = <a2 exp(az),§>; para todo & e ®(<—oo,+oo>)

Prueba
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Por la Definicion 2.3.2.4. Se tiene

<@2vg,¢,> =(2v,)(8)

(i)

Asimismo, por la Proposicién 2.3.3.1. Se tiene

(pu8)= | s @

~[(exw(ax))e (2)] . - <_wf+w>(aexp(ai))é'(x)d‘»€
Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos
(00, 8)=- | (aew(a))&(7)dx

(~e0,+00)

Nuevamente por la Proposicién 2.3.3.1. y Definicion 2.3.1.1. Se tiene

(00, &) =—[(aew(ax))&(x)dc ]+ [ (aexp(at))e(T)dx

(-etovo)

= [ (cew(ax))E(R)

(—o0,+00)

Por lo tanto
<(D2‘Ug,é';> = <a2 exp(a{),?;>; VEe ®(<—oo,+oo>)

5.2.4. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcién logaritmo

como funcién generalizada

Proposicién 4.2.4.1. Si g(X)=1log|x|, para todo, X e(—o0,+x) , entonces se tiene

<(D2f(jg,E_,> = <—main value (_izj,§>, para todo & e (D(<—oo,+oo>)
X

Prueba

Por la Definicién 2.3.2.4. Se tiene

<@2vg,¢,> =(2v,)(8)



Asimismo, por la Proposicién 2.3.3.1. Se tiene

(0'v,8)= [ g(x)&"(x)dx

(—o0,+00)

_ G J' ([og|ﬁf|)§”(’z)dz+ I ([05|X|)§”(9E)dz]

) (et

— in [Wa(z)};<M>(§]e<z>dz}gz;{[fogwm/(z)]? [ (Lo

(g

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

: - , e ' () — Do+
(0 %>%{foglclé(c)— f (3)e mdz}%wa - [ [5) wz}

(—o0.c (e+o0

o (B f [Zecon]

Nuevamente por la Proposicién 2.3.3.1. y Definicion 2.3.1.1. Se tiene

a2 )s] - 1 (seoa-[[eo] - 1 (o]
] I (o [ (#)oa]

(e,+o0)
= —main value J. (_izj € (?Z) dx
() K

Por lo tanto
<@2'Ug,§> = <-maz’n value (—iz]’%ﬂ> Ve Q)(<—oo,+oo>)
X

5.3. Expresion de la primera derivada ordinaria de funciones no continuas

como funcién generalizada

5.3.1. Expresién de la primera derivada ordinaria de la funcién Heaviside

como funcién generalizada

L , N\ |1,sX20 _

Proposicion 4.3.1.1. Si }[(x):{o L, Pan todo, X €(—o,+) , entonces se
<

)

tiene
(DU,,&) =(5,,&); para todo & € D((—o0,+0))

Prueba
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Por la Definicion 2.3.2.3. Se tiene

(0v,8)=(DV,)(8)

Asimismo, por la Proposicién 2.3.3.1. Se tiene

<(D(Ua’§>__ I H (X

—OO +OO

{f O ] (o4
=—M s ] e }

(~o0,0) (0,+00)

— [ ez

0+oo

Luego por la Definicién 2.3.1.1. Tenemos

(pu,8)=- | we(x

=—(é(oo)—&(o>)
= g(o) =
Por lo tanto

(DU,0,8) = (8,,8); V& € D((—0,+0))

5.3.2. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion coseno como

funcién generalizada

X), x>0
Proposicion 4.3.2.1. Si g(i)={w;(x) )_C>0, para todo, X €(—o,+) , entonces
) -)C <
se tiene
<®‘U <2> < (X )sen(i),&);para todo & e O ((—o0,+o0))
Prueba

Por la Definicién 2.3.2.3. Se tiene
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Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

(pu,8)=- [ g(x)&(%)dx

()

=LI g(x)e(x)dc+ | g(z)&'(z)dz}

) (03v=)

=[<j o0& (x)dx+ | cos(i)i’(f)dﬂf}

oo,0> <0,+oc>

5

=—[cos(f)&(f)];w +< I >—sen(f)<t,(7z)

0,4+

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

(00, &)=—[es(R)E(X)]" + | -sen(%)E(R) T

<0,+oo>

:—I:cos(+oo)};(+oo)- cos(O)ﬁ(O) ] —< j >sen(i)&(i)di

0,40

“5(0)- [ 9(R)sen(R)E(R)

{~o0.40)
=0, —}[(Z)sen(yf)
Por lo tanto
(DU,,&) = (5,4 (X)sen(X),&); V& € D((—o0,490))
5.3.3. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion seno como

funcién generalizada

X), x>0
Proposicion 4.3.3.1. Si g(i)={m;(x) * , para todo, X e(—w»,+) , entonces
se tiene
(DU,.&) = (# (X )cos(X),&); para todo & e D((—oo0,+e0))
Prueba
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Por la Definicion 2.3.2.3. Se tiene

(20, 8)=(2,)(8)
(

Asimismo, por la Proposicién 2.3.3.1. Se tiene

<@Uaf’> - .f

fOO +OO

—| [ s®@E @) | g(z)a'(z)dz}

(==0,0) (0,+00)

=— J.OQ dx + J. sen@f; ) :l

(==0,0) (0,4%0)

—Isen

0+oo

+o0
[sen } + J- COS

0+oo

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

(U, &)=—[sen(X)E(X)] "+ <0L> cos (%) &(X)dx

=—[sen(+0) & (+00) — sen(0)(0) ]+ [ cos(X)&(X)dx

Il
2
=
=
S
—_
al}
Jgxe
—_
al}
5

I
hul
=
=
2
al)

Por lo tanto
<@(Ug,§> = <7—[(Z)cos(i),2’;>; VEe ®(<—oo,+oo>)

5.3.4. Expresion de la primera derivada ordinaria de la funcion heaviside

exponencial como funcion generalizada

1,s58X20

, para todo, i (—o,+%) , entonces se

Proposicion 4.3.4.1. Si 7{(;{):{0 B
, 81X <

tiene

T —M{(i)e)\(*),&> = <5®em),§>; para todo & e @((—oo, +oo>)



Prueba
Por la Definicion 2.3.2.3. Se tiene

(0420)
=" [g(+0)-£(0)]
Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

<@U}f(x)»m - (X )em)’&>

I
N
>
~
=
ey
—
S
N—

Por lo tanto
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5.4. Expresion de la segunda derivada ordinaria de funciones no continuas
como funcién generalizada
5.4.1. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcién heaviside

como funcién generalizada

Proposicion 4.4.1.1. Si 7/(X) ={éj§jg para todo,  e(—o0,+%) , entonces se
tiene

<®27Jﬂ,§> =(-6',,&); para todo & e @(<—oo, +oo>)
Prueba

Por la Definicion 2.3.2.4. Se tiene
(2°0,8)=(20,)(8)

(1) (&)

(v,2)

(0,42)
L@
&/ (1) -&/(0)
Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos
(DU, &) =-¢(0)
=-5,

Por lo tanto
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(270,18 =(6,,8); ¥ € D({om,420))

5.4.2. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcion coseno como

funcién generalizada

X), x>0
X), x> , para todo, X (-o0,+x) , entonces

)

_ COS(
Proposicién 4.4.2.1. Si g(X)= )

se tiene
<®ZUg,§> = (-6',-7(X)cos(X),&); para todo & € D(({—o0,+w0))
Prueba

Por la Definicién 2.3.2.4. Se tiene
(00,8) = (2", ) ()
-y {ue)
<(Ug’a”>
[ 9(x)e"(x)&

(<ot

Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

<(D2’Ug,é)=<_I SRR
- | @@ | o@D @a
[ oz [ a(x)sn(n)

<—w,0> <0,+oo>

= | cos(x)e(%)dx

<0,+oo>

0,+00

:cos(+oo)§’(+oo)—cos(0)§’(0)+ J Sen(f)ﬁ'(f)d‘f

(0740)
Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos
(0, &)==6,+ [ sen(¥)¢/ (D)t
{0,40)

Nuevamente por la Proposiciéon 2.3.3.1. y Definicién 2.3.1.1. Se tiene
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Por lo tanto
<®2f()g,§> = <—5'@-7{(f)cos(i),§>; VE e @(<—OO,+00>)
5.4.3. Expresion de la segunda derivada ordinaria de la funcion seno como

funcién generalizada

Proposicion 4.4.3.1. Si g(i)={sez(x)’f<>0 , para todo, X e(—w,+) , entonces
» X
se tiene
<®2‘Ug,§> = <—5®—}[(9E)sen(yf),§>; para todo & € ({0, +0))
Prueba

Por la Definicion 2.3.2.4. Se tiene
(2',8)=(2',)(5)
(1) (V,8")
(U,8")
[ 9(x)e"(x)&

(o)

Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

(D'v,g)= [ g(x)e"(X)dx

(—00,400)

(S20) (o3)
= [ o0&/ (X)dx+ [ sen(3)E"(X)dx
(=) (0:0)
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Len(2)5 ()], - | es(@)5 ()
=sen(+oo)E_,’(+oo)—sen(0)§’(0)—< J >cos(f)i’(f)d}€
Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos
(02U, &)= | cos()E'(%)dx
{0,420)

Nuevamente por la Proposicién 2.3.3.1. y Definicion 2.3.1.1. Se tiene

<(D2‘Ug,§> =— J. cos(f)i’(i)d}{

<0,+<x:>

=—[cos(x)&(x)], ~ [ sen(%)E(x)

Por lo tanto
<@2‘Ug,§> = <—5®—7{(Z)sen()f),§>; VE e Q)(<—oo,+oo>)
5.4.4. Expresion de la 4-esima derivada ordinaria de la funcion coseno como
funcién generalizada
- X), st X)<0
Proposicién 4.4.4.1. Si g(yf) = ‘cos(z)‘ :{ cos(iﬁ) st Cos()f)  entonces se
cos(x), St cos(;( >0
cumple
<®4’Ug,§> = <—25;)+25;D —}[(—Z)cos(i)ﬂf(i)cos(i),§>; para todo & e q)(<—oo,+oo>)
Prueba
Expresiéon de la 1® derivada de una distribucién real
Por la Definicion 2.3.2.3. Se tiene
<(Dvﬂ’é> =((D‘U9)(§)
:(_1)1 <{Uy’g>
:_<Ua’&/>
=- [ s(x)e ()4

()

Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene
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=[c0$(i)§(f)]ow+.‘- sen(X)E(X)dx — [cos ] — j sen
:cos(o)ﬁ(O)—cos(—oo)?;(—oo)+ sen(Z)é( )d'_ cos(+oo)§;(+oo)

:2&(0)— cos(—oo)@(—oo)%— <_;[0>sen (Z)&(f)df— cos(+oo)E_,(+oo) - <0‘L>sen(yf)§(f)i'{

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

<(D‘Ug,§>=2§(0)+ J. sen( )&( d'_ J. sen &(K)d')f

(>0)

=2§(0)+< J. >5en( )&( d'_ +< '[ >Osen )E_,(JZ)JJE+<_I >05en(f)§(9f)d3€

Por lo tanto
<@‘UH,E_,> <25 +7—[( )sen(x)—}[(x)sen( )§> V§e®(<—oo,+oo>)

Expresiéon de la 2® derivada de una distribucién real
Por la Definicion 2.3.2.4. Se tiene

(2°0, 8) = (20, )(8)
(1) (Y,8)
<Ug’§”>

=<f >g(2)é”(i)d}€

Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene
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(20, &) = <w{@)\ws(f)\é (%) dx

[cos ] - J- sen dZ+[cos( )é ()()]+w+<o.L>sen(Z)§’(f)df

:—cos(O)EJ (0) +cos(—oo)EJ (—oo <£0>sen(i)<‘;’(i)d36+cos(+oo)§'(+oo)—cos(O)c";’(O)+

+ <0.L>sen()f)§/(yf)cﬁ€

= —2§’(0)+ cos(—oo)&’(—oo) —<_;[O>sen(yf)§/(f)d3€+cos(+oo)&/(+oo) +<0L>sen(ﬁf)§'(f)d‘f

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos
<(D2’Ug,§>=—2§’(0)— j 5en(9f)§’(f)d3{+ J' sen(i)ﬁ’(f)df
(0+%0)

(=2.0)
Nuevamente por la Proposicion 2.3.3.1. y Definicion 2.3.1.1. Se tiene
<@ ‘U &> -2&’ (0) - j sen( )& ( )aSE + j sen()f)i/()f)d}{
{==0) (0420)
:—23’;’(0 I:sen :I + J cos d'_+[sen(9()§(yf):|;w -

== 28/(0)-n(0)2(0)-en(0)5()» [ (D + e 0)e(r)-

—sen(O)é(O)—<0.L>COS(?E)§(JE)‘£’E

:-2{:"(0)+ _[ cos(f)&(z)ﬁ_ J. COS(]E)&()E)‘{]E

(==0) (00420)
=—28'D+}[(—Z)cos(f)—}[(f)cos(f)
Por lo tanto
<®2Ug,§> <26 +7—[( )cos(x)—?—[(x)cos( )§> VE_,G@(<—00,+00>)
Expresiéon de la 3® derivada de una distribucién real

Por la Definicion 2.3.2.4. Se tiene
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(0, .£)=(0"V,)(2)
- (0,2
()
=— [ g(x)e"(x)&
(~o0rtoo)
Asimismo, por la Proposicion 2.3.3.1. Se tiene

(o, é>——<f e ()

<
:[ :I_oo+ j sen dZ [cos :I - I sen
(-=0.0)

-
8
S

=

= 28(0) ()2 ()¢ | en(€)e(E)60 () (1)

- | sen(x)e"(X)dx

(0:40)
Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos
(00 g)=287(0)+ [ sen(%)&"(%)dx — | sen(3)&"(X)dx
—0,0) (0,400)

Nuevamente por la Proposiciéon 2.3.3.1. y Definicién 2.3.1.1. Se tiene

<(D3’U §> 2&" ( ) <I>sen(9()§ ( d'_ <I>sen & (Z)d}{

:2§”(0 I:sen 9()]0 - I cos [sen(x)é’(f)];w—k J. cos(ﬁf)é’(ﬁf)
=28"(0)+sen(0)&'(0)—sen( 00)& (—o0)— _;[ cos(X)&'(X)dx —

_ sen(+oo)§’(+oo)+sen(0)§’(0)+ <O'L>COS(9€)E.\/(JE)‘{X

—227(0)- [ eos(@)2 (D) + [ cos(®)2 ()

(==0,0) (0,490}

5
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:2&”(0 [cos :I - J. sen &, 3( [cos ]+w+ I sen

—oc,O 0 +C°

:2§”(0) 605(0)§(0)+cos( )?;(—oo) I sen( )&( )d{+cos( )§(+oo)—

—cos(0)&(0)+ [ sen(%)E(X)dx

<0,+oo>

=2£"(0)-26(0)— _f sen(X)&(X)dX + I sen (%) &(X)dx
—2+(0)-25(0) -3¢ ()sen()+ 7 (X)sen ()

Por lo tanto

<(D3‘Ug,é> = < 2&_,”(0)—2&(0)—?[(—Jf)sen(i)+7—[()E)sen()€),é>; para todo § @(<—oo,+oo>)
Expresion de la 4® derivada de una distribucién real

Por la Definicion 2.3.2.4. Se tiene

(o0, =(00)0)
() {0,57)
)

-1

OO+00

Asimismo, por la Proposicmn 2.3.3.1. Se tiene

<(D4’Ug ,§> I ‘cos

—OO +OO

=— I cos(x)&" (X ) dx + J cos(X)&" (X)dx
(=.0) (02)
o @) - [ en(R)e (e[ @]+ [ anl)ev (2

:—cos(O)ﬁ (0)+cos(— )& (—oo)—<£0>sen(i)§’”(i)dz+cos(+oo)§ (+oo)_

—cos(0)&"(0)+ I sen (X)€" (X)dx

<O,+co>

=28 (O) reos(cm)er ()= [ sen()S (D) eos(ren)ir ) +

+ J‘ sen(i)&’”()f)df
(0:40)

Luego por la Definicion 2.3.1.1. Tenemos

<(D4’Ug,§>:—2§”’(0)— J sen(i)ﬁ’”(i)d'){+ J sen(i)&’”(f)d?(

<—oo,0> <0,+oo>
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Nuevamente por la Proposicién 2.3.3.1. y Definicion 2.3.1.1. Se tiene

<®4Ug’§>=_2§ () <J.>sen(9()§ ( d'_+ I sen i (f)d‘{
=—2&"(0)~[ sen (%) i] + I cos cE{+[sen ”(Z)]:D_

— j cos(i
(0,420)

0)
+sen(+20) £ (+90) ~sen (0) & U-J cos (X) & (X)X

=—28"( j> —<j cos (%) &" (X )dt
=—28"(0)+[es(%)E (%)L, +<£ g A -[es(DE ()], -
g | >sen(i)§’(2)d?c

I
NS}
Je
—~
~
+
\§}
g
—_
~
+
8
N
—~
S
N
Je
—~
S
N
©
x
S

8 Gy

—~
=
T
8
<

=—2§“’(0)+2§’(0)—7—[( K)cos(f +7{(9E)cos(x)
Por lo tanto

<@4’Ug,§>:< 26,426, 7{( )cos( )+7—[(2)605(JE),EJ>;V§e®(<—oo,+oo>)
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES

6.1. Toda funcion real de variable real continua y no continua es una funcion
generalizada.

6.2. Toda funcién generalizada debe poseer derivadas, que han de ser funciones
generalizadas. Para funciones diferenciables en sentido ordinario, la nueva
derivada debe coincidir con la derivada ordinaria. Por consiguiente, toda funcion
generalizada debe ser infinitamente diferenciable.

6.3. Las proposiciones del calculo diferencial ordinario deben seguir en la

actualidad.



CAPITULO VI

RECOMENDACIONES

7.1. Resultaria de gran interés aplicar la teoria de funciones generalizadas al
estudio de la topologia en el espacio de funciones generalizadas.

7.2. Resultaria de gran interés aplicar la teoria de funciones generalizadas al
estudio de la convergencia de funcidbn generalizada y series de funcidn
generalizada.

7.3. Resultaria de gran interés aplicar la teoria de funciones generalizadas al

estudio de la funcién generalizada de soporte compacto.
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Anexo 1: Matriz de Consistencia

Derivada clasica de funciones reales a derivada en el sentido de las distribuciones

PROBLEMA

OBJETIVO

HIPOTESIS

VARIABLES

INDICADORES

MUESTRAS

DISENO

INSTRUMENTOS

Problema general:

¢En qué condiciones es
posible establecer una
expresion generalizada de
la derivada ordinaria de
funciones reales a

derivada como funcion
generalizada?

Problemas especificos:
a) ¢En qué condiciones es
posible establecer una
expresion generalizada de
la primera derivada
ordinaria  como  funcion
generalizada de funciones
continuas y singulares?

b) ¢En qué condiciones es
posible establecer una
expresion generalizada de
la  segunda  derivada

ordinaria como funcién
generalizada de funciones

continuas y singulares?

Objetivo general:
Establecer una
expresion generalizada
de la derivada ordinaria
de funciones reales a
derivada como funcion
generalizada.
Objetivos especificos:
a) Establecer una
expresion generalizada
de la primera derivada
ordinaria como funcién
generalizada de
funciones continuas y
singulares.

b) Establecer una
expresion generalizada
de la segunda derivada
ordinaria como funcién
generalizada de
funciones continuas y

singulares.

Hipotesis general:

Si es posible establecer una
expresion generalizada de la
derivada clasica de funciones
reales a derivada como funcion
generalizada.

Hipotesis especificas:

a) Si es posible establecer una
expresion generalizada de la
primera derivada como funcién
generalizada de  funciones
continuas y singulares asociando
la primera derivada a toda
funcién localmente integrable.

b) Si es posible establecer una
expresion generalizada de la
segunda derivada como funcion
generalizada de  funciones
continuas y singulares asociando
la segunda derivada a toda

funcién localmente integrable.

Variable
independiente:
a) Funcion

diferenciable

con continuidad.

Variable
dependiente:
a) Asocia una
derivada a toda
funcion
localmente

integrable.

Variable
independiente:
a) Funciones
infinitamente
diferenciable
que tienen
soporte
compacto y
funciones
localmente
integrable
Variable
dependiente:
a) Existencia de

la integral

La poblacion de
estudio es igual a
muestra. El informe
de tesis corresponde
a las ciencias
formales y considera
como material las
funciones

generalizadas.

El disefio del

informe de

tesis es
explicativo
porque trata

de relacionar
la derivada y
las funciones
localmente

integrables.

Generalizacion
Analogia
Induccién
Experimentacién
Observacion
Teorema

Lema

Axioma
Definicién

Corolario
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Anexo 2: Integral indefinida de una distribucién real

La integral indefinida de una distribucion real consiste en que dada una

dv
distribucién real U,, se trata de encontrar una distribucién U tal que sz]'
X

En forma implicita se tiene
dv
Ve )=—(—,&)=—(1,
() =( e} =-(v.8
Sea £ e ®(<—oo, +oo>) , entonces se define

g,=8-8 | &(x)&

(o)

donde ¢, e@(<—oo,+oo>) y J‘ g, (t)dt = 1, entonces

(—o0,+00)

[ (@)= | Z;x)d'f | éo(ﬂcd'f | e(t)araz =0

<—oo,+oo> —'x: +oo —oc +'>O —oo +oo
es decir

E(x)= <_£> &, (x)dx estaen ®(<—oo,+oo>)

y se tiene que

i’(i)=§1(i)
Ademas
(V€)= (V&) + j & a4z (V,&, )
=(v.g)+ I a(x) (V.g)
)
Por lo tanto

(VEy=—(ve)+ [ gX)ax(v.g) @

(—o0,+0)

Luego, dado un U, , la distribucién real de U se define como aquella distribucién

gue cumple (1).
Ejemplo. Encontrar U tal que U’ =9
Solucion

Aplicando la ecuacién (1):
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(v,g)=- Ja 4% (V&)

*00 +OO

+ | gx)dx(vg)

—00 +OO

=— [ a()da+ | g@)a(vy,)

(=,0) (o0, 40)

——ja +ja0 x | &(x) +Ia & (Vy,)

—oo 0 —oo 0 < oo,+oo> —oo +w>

En particular para &, se tiene que I & (i)dff =1y (“U,éo> =0.
(==0)

Entonces tenemos

(vey=- [ eR)ax+ [ &)= [ &()

(—e0,0) (00,40} (0,+0)

_ (1,€) si x>0
(0,€) si X <0
Es decir
_\_J1sx>0
U(K)_{Osizso

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion U’ = & es la distribucion real de Heaviside.
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Anexo 3: Circunvoluciones de funciones
Definicion. Sean 7 y g dos funciones medibles; su convolucion £ x4 es
definida

(f*9)®)= [ F(&-3)9G)F= [ £(3)s(x-3)&
<—oo,+oo> <—oo,+oo>

Siempre que exista la integral
Observacion
1. El operador - se conoce como el operador de convolucion.

2. La convolucion de dos funciones 7 y grepresenta en algun sentido la
magnitud en la que se superpone g y una version trasladada de 7 .

3. Elintervalo de integracion dependera del dominio sobre el cual estén definidas

las funciones.
Proposicion. Si f € £/(R)y g€ L(R) entonces f*ge(R)y

||f*g||£1(R) < ||f||£1(R) ”g”ﬁ(R)

En efecto:

bl ) o)< | [ ot )
= [1F G5 la (2~ =11, ol

Es decir || * g s, <15 1]y
Propiedades:

frg=g9%f

fr(gh)=(f*g)*h
f*(g+/i)=f*g+f*ﬁ
=(af)*g= f *(ag)
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Anexo 4: Mdultiples indices
Un mdltiple indice g es una n-upla ordenada f = (8, f,..... f,) € (NU{0})" con
cada multiple indice relacionada con el operador diferencial

a\ﬂ\g

Dlg =
89(/8)(/...89&"

,g:@C R" - (—o0,4+00) donde |f|= B+ f,+...+ f, es el

orden del operador
Ejemplo 1. Calcular ©’g, f=(21)

Solucién

Ejemplo 2. Calcular ©’4,6=(1,1.2)
Solucion
B=(212)
|ﬂ| =1+1+2=4
0X,0X,0°X,

Ejemplo 3. Calcular > ®/g,g:0 < R® — (~o0,+00)

=
Solucién
|ﬁ| B=(1,1,0= D" = g
ﬂl + ﬂz + ﬁa =2 8@
B=(200=D*"g= i B=(1,01)= D"y = oy
°x 030z
2 2
f=020=0"g=2L  popiy=0nig-L
Y0z
2
B=(002) =0 g= 22_{
Z
2 2 2 2 2 2
y -2£,96,08,04,09,99
% *y 0T Oy 00T 0yF
82 82 62

2 2 2
En particular i # 1 Z :82€+82g+8zg) donde A = ——+——+—
X 0y 0z o°x 0y 0z
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Anexo 5: Grafica de Funciones

9(X)= sen(X)

R
wm/2

/er —3m/2

= -m/2 m/2

-m/2

32

Figura 1: Funcion Seno
Fuente: Elaboracion propia

9(X) = cos(x)

N

R
m/2

-2 =3r¥2

- -n/2 0 m/

-m/2

32

2

Figura 2: Funcién Coseno
Fuente: Elaboracion propia
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-3 _2 1
Figura 3: Funcion Potencia
Fuente: Elaboracién propia
g(x) = (%)
1R
3
2
1
-5 -4 =3 -2 -1 0 1 2

-2

-3

Figura 4: Funcién Logaritmo natural
Fuente: Elaboracion propia
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-2

Figura 5: Funcion Exponencial
Fuente: Elaboracion propia

0 ,x<1
sen(yf),yf>1

-3

-2

-2

-3

—4

\.
r
@
~
o
~

Figura 6: Funcion definida por partes 1
Fuente: Elaboracion propia
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™ PN

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-4

Figura 7: Funcién definida por partes 2
Fuente: Elaboracién propia

,X 20
,X <0

2 lal

)

Figura 8: Funcién definida por partes 3
Fuente: Elaboracion propia

60




=5 -4 =3 =2 -1 [ 1 2

=2

Figura 9: Funcién definida por partes 4
Fuente: Elaboracion propia

-1

g(z): e§,|)f| <1
0 ,|x|=1
R

el N

-2 -1 0 1

Figura 10: Funcion definida por partes 5
Fuente: Elaboracion propia
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