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RESUMEN

En estos ultimos afos a nivel del mundo y en un caso particular la
ciudad de Tacna, la poblacion migra del campo a la ciudad; conllevando
con ello al incremento de mas viviendas, el aumento del parque automotor
publico y privado. Por otro lado, investigaciones realizadas en otros
paises demuestran que la mayor concentracién por monéxido de carbono
emitido por los vehiculos se da en las intersecciones de avenidas con
presencia de semaforos. Esto nos conllevd a realizar esta investigacion
con la finalidad de determinar si en la interseccion de las avenidas
Francisco Bolognesi y Gustavo Pinto; habra contaminacién por monoxido
de carbono y que podria estar afectando a la salud de las personas que
transitan por dicha interseccion. Para ello, deducimos un modelo
matematico que nos permita determinar la concentracion de monéxido de
carbono y contrastarlo con los valores obtenidos por un equipo medidor
de dicho contaminante. Llegandose a determinar que si existe
contaminacion por monoxido de carbono y cuales de los parametros
meteoroldgicos influyen mas para ello en dicha interseccion, mas los
valores obtenidos del contaminante no superan el valor umbral dado por
las normas peruana e internacionales; también determinamos que el
modelo matemético deducido es el adecuado.

Palabras clave: modelo mateméatico, mondxido de carbono, aire.
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ABSTRACT

Through these years both in the world and particularly in Tacna,
people are moving leaving behind the country life to the city life; entailing
the increase of housing, the growth of public and private traffic. To start
with, some research done in other countries show that most amount of
carbon monoxide vehicles exhausted comes from corners of avenues
fitted with traffic lights. That fact did lead us to do this research with the
purpose of determining whether there is any car pollution because of
carbon dioxide on the corner of Francisco Bolognesi and Gustavo Pinto
Avenue, which may have a bad effect on health of passersby. As a result,
we designed a mathematic model that may allow us to determine the
concentration of carbon monoxide and matching it with data about that
polluting matter gathered from a measuring equipment. We determined
that there is pollution caused by carbon monoxide as well as what
meteorological parameters have an effect on it at this corner, plus values
obtained about the contaminant does not go over the maximum value
fixed by Peruvian and international regulations; we also determined that
the mathematic model designed was suitable enough.

Key words: mathematic model, carbon monoxide, air.
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RESUMO

Nestes Ultimos anos a nivel mundial e em caso particular a cidade
de Tacna, a populacdo migra do campo a cidade; levando ao incremento
de mais vivendas, o aumento do parque automotor. Por outro lado,
investigacdes realizadas em outros paises demostram que a maior
concentracdo de monéxido de carbono emitido pelos veiculos, da-se nas
interseccOes de avenidas com semaforos. Isto nos levou a realizar esta
investigacdo com a finalidade de se determinar na intersecdo das
avenidas Francisco Bolognesi e Gustavo Pinto; haveria contaminacdo de
monoxido de carbono e que poderia estar afetando a saude dos
transeuntes desta mesma avenida. Por tal motivo, deduziu-se um modelo
matematico que permita determinar a concentracdo de monoxido de
carbono e contrasta-lo com os valores obtidos por um equipamento
medidor desse poluente. Chegando a constatacdo da existéncia de
poluicdo e inclusive os parametros meteorologicos que influenciam mais
para a mesma intersec¢do, mas os valores obtidos do contaminante ndo
superam atualmente o valor estipulado dado pelas normas peruanas e
internacionais; também se determinou que o modelo matematico deduzido
foi o correto.

Palavras chave: modelo matematico, monéxido de carbono, ar.
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INTRODUCCION

La contaminacion del aire es un problema de las grandes
aglomeraciones urbanas de todo el mundo. Su estudio y control
constituyen un tema complicado porque muchos factores, en gran parte
incontrolables, intervienen entre las politicas de control disponibles y los
efectos nocivos percibidos por la sociedad. Tales factores incluyen
contaminante y la quimica atmosférica, la topografia y las cuestiones
sociales y politicas. De todos los diferentes tipos de contaminacién del
aire que nos interesa es el producido por el trafico rodado en las redes
urbanas y sobre todo cuando se encuentra en su condicidén de saturacion,
donde los vehiculos fluyen interrumpido y los retrasos y la creaciéon de
paradas ocurren con frecuencia cerca de las intersecciones. (Matzoros &

Van Vliet, 1992)

El sistema de control de la calidad del aire en las grandes
ciudades debe ser capaz de proporcionar informacion sobre los niveles
maximos de corto plazo de la contaminacién, asi como sobre el nivel de
fondo de la ciudad. A saber los niveles maximos se conectan

directamente con la contaminacion provocada por el tréfico. A pesar de su



alcance de corta distancia, el conocimiento de los valores de pico y su
dispersiéon es importante, ya que con mayor frecuencia superan los
valores umbral. Para predecir correctamente la situacion en torno a las
construcciones de trafico como los tuneles de carretera, grandes
encrucijadas de la ciudad y/o cafiones urbanos, las relaciones entre las
fuentes y los receptores deben establecerse. En este procedimiento, el

trafico juega un papel importante. (Pospisil, Katolicky, & Jicha, 2004)

En las ultimas décadas se han caracterizado por un aumento
dréastico de la circulacion de vehiculos, sobre todo en las zonas urbanas.
Como consecuencia, la calidad del aire urbano no ha mejorado
significativamente, a pesar de las técnicas de control de emisiones de
vehiculos ampliamente implementadas. Especialmente en las ciudades
con edificios relativamente densos que flanquean las calles estrechas, los
niveles de contaminacion a menudo no cumplen con las normas de
calidad del aire. Junto con el monitoreo, la modelizacion de la
contaminacion del aire es una herramienta importante para la gestion de
la calidad del aire urbano. Pues permite el control eficaz de las estrategias
de reduccién de emisiones y la prediccion de las variaciones en los
niveles de contaminacion asociados a las modificaciones de la

infraestructura urbana. Sin embargo, el modelado de la contaminacién del



aire en las zonas urbanas es una tarea bastante dificil, ya que ambos
significan el transporte turbulento de contaminantes los cuales estan
fuertemente influenciadas por los edificios. (Kastner-Klein, Fedorovich,

Ketzel, Berkowicz, & Britter, 2003)

El problema de la contaminacion del aire en las ciudades se ha
vuelto tan grave que hay una necesidad de informacién oportuna sobre
los cambios en el nivel de contaminacion. La dispersion de la
contaminacion del aire es un problema complejo. Se cubre el transporte
de contaminantes y la difusion en la atmosfera. La dispersion de
contaminantes en la atmoésfera depende de las caracteristicas de
contaminantes, la meteorologia, la emision y las condiciones del terreno.

(Goyal & Kumar, 2011)

Las emisiones contaminantes de los vehiculos de motor han sido
uno de los principales problemas de contaminacion del aire,
especialmente en el borde de la calle de las megaciudades. Ellos son
reconocidos como uno de los riesgos de la salud mas graves en las zonas
urbanas congestionadas donde el trafico rodado es pesado. (Ning,

Cheung, Lu, Liu, & Hung, 2005)



Las intersecciones de calles juegan un papel importante en la
determinacion de las concentraciones de contaminantes en el pabelldn
urbano. En primer lugar, los flujos de trafico se rompen y los vehiculos
estan obligados a acelerar y desacelerar, lo que aumenta las emisiones.
En las intersecciones congestionadas o en las intersecciones controladas
por semaforos y vehiculos en marcha aumentaran las emisiones por
encima del nivel de trafico que fluye libremente. En segundo lugar,
intersecciones de calles son regiones donde hay un intercambio
importante de contaminantes entre las calles conectadas. (Soulhac,

Garbero, Salizzoni, Mejean, & Perkins, 2009)

Arequipa, es una de las ciudades mas contaminadas del Peru, esto
debido a la configuracion geografica en forma de hoya, donde los vientos
no pueden dispersar los contaminantes. Mas aun si comparamos la
cantidad de habitantes y el nUmero de vehiculos con tendencia creciente
donde en el afo 1996, con 625 658 habitantes, los niveles de
concentracion CO ascendia a un promedio de 25 ppm/h; mientras que en
el afio 2000, con 870 000 habitantes, ascendia a 28 ppm/h. Por tanto, la
tendencia ascendente continla porque el transporte urbano es un medio

gue genera empleo para muchas familias; sin embargo los efectos



negativos en el medio ambiente y la salud los padecen estas mismas

familias y la poblacion en general. (Chana, 2004)

De acuerdo al monitoreo de la calidad de Aire de Arequipa en la
estacion fija de Goyeneche el mondéxido de carbono (CO) ha sobrepasado
el Estandar Nacional de Calidad Ambiental del Aire (ECA) promedio movil
de 08 horas de 10 000 pg/m3. En el caso del afio 2000 (84% datos
adquiridos) hasta en 80 oportunidades se ha sobrepasado el ECA, para el
2001 (59% datos adquiridos) se ha sobrepasado hasta 101 oportunidades
y para el 2002 hasta 14 oportunidades (32% datos adquiridos). (Gaitan,

Cancino, & Behrentz, 2007)

En concordancia con la informacién recopilada por el Servicio
Nacional de Meteorologia e Hidrologia (SENAMHI) en el monitoreo de los
contaminantes gaseosos monoéxido de carbono y ozono troposférico
(accion realizada en la Estacion de Calidad del Aire ubicada en su sede
central del Distrito de Jesus Maria de la ciudad de Lima, correspondiente
al mes de enero (del dia 22 al 31) del 2004) encontraron que los mayores
valores de contaminacion por CO se presentan durante las horas de
mayor carga vehicular; alrededor del Club “El Golf” siendo el maximo

promedio horario de 3,2 ppm alcanzado el dia 23 a las 08 h. La variacion



media horaria muestra dos picos predominantes durante el dia, el primero
desde las 08 h a 10 h y el segundo desde las 19 h a las 21 h;
predominando el pico de la noche (1,9 ppm) sobre el correspondiente a la

mafiana (1,8 ppm). (Ponce et al., 2005)

En un estudio realizado en Rio de Janeiro se determiné que la tasa
de emision de CO en el mes de mayo de 2005 varié de 0,1 ppm a 3,4
ppm, lo que no es considerado alarmante. Incluso con estos niveles de
emisiéon de CO encontrados, se recomendo la aplicacion del horario de
cierre al transito en la calle Jaime Figueiredo para tener en cuenta los
periodos de menor tasa de CO en el ambiente del lugar. Con ello damos a
los clientes la opcién de elegir un momento mas apropiado. (Silva

Azevedo, Imbiriba, & De Oliveira, 2008)

En San Miguel de Tucuman se registraron valores en el periodo
Septiembre-Octubre-Noviembre 2003 oscilaron entre 10 ppm y 45 ppm
promedio y el periodo Septiembre-Octubre 2006 entre 81 ppm y 427 ppm
promedio, con temperaturas entre 22 °C y 37 °C. Los valores registrados
superan ampliamente el valor maximo permitido de CO, 0,01 a 0,8 ppm en
el aire atmosférico, debido al crecimiento del parque automotor, cambio

en altura de las estructuras de los edificios de la ciudad. Se propone un



monitoreo de vigilancia de la calidad del aire para evaluar riesgos

ambientales y en particular la salud humana. (Uuii & Ee, 2011)

Las muestras de aire para la determinacion de la concentracion de
CO fueron tomadas directamente en cada una de las siguientes
intersecciones de la ciudad de Santo Domingo: Avenida Duarte con Paris,
Avenida México con Duarte. El muestreo fue realizado en los primeros
cuatro meses de 1991, tanto en dias laborables como no laborables y en
el horario de las 06 h a las 22 h. con intervalos de 2 horas entre cada
toma de muestra. El 37,5% de los puntos analizados registré6 su maxima
concentracion de CO a las 12 h y otro 37,5% lo tuvo a las 16 h; mientras
gue el restante 25,0% presenta un maximo a las 18 h. (Mendoza, Espinal,

& Contreras, 1993)

Se puede apreciar ademas que las emisiones de los vehiculos con
convertidores cataliticos disminuyen mas que las de los vehiculos que no
tienen convertidor catalitico (en el caso del CO la reduccién es de 8,9 y
8,1, respectivamente). Esto se debe a que en la zona oriente existe una
mayor proporcion de vehiculos con convertidor y en consecuencia estos
se ven mas afectados por la tarifaciéon de cordon en la zona. Se podria

esperar, por lo tanto, que de aplicarse una tarifacion de corddén en una



zona en que existe méas vehiculos sin convertidor catalitico las emisiones

deberian reducirse aun mas. (Bosch, O’ryan, & Matamala, 2002)

En la ciudad de Cordoba, se realizaron estudios para determinar
los promedios anuales de PM1o y el CO en los dias normales de trabajo
(lunes a viernes) de los sabados y los domingos. A partir de los resultados
se manifiesta que estos contaminantes presentan en los dias normales de
trabajo dos picos muy marcados: uno entre las 09 h y 10 h y el otro entre
las 20 h y 21 h. Las concentraciones de PMip y CO, en los dias sabados,
presentan también dos picos: uno entre las 09 hy 10 h y el otro entre las
21 hy 23 h. En los domingos, se observa, por lo general, un pico nocturno
alrededor de las 24 h. Los sabados y domingos durante el dia se
registran valores menores a los de los dias normales de la semana pero

en la noche este comportamiento se invierte.

Teniendo en cuenta la observacion de las caracteristicas de
ubicacion de los picos, en todos los meses del afio, se ha detectado que
entre el verano y el invierno puede presentarse una hora de diferencia.
Los picos de la mafiana ocurren mas temprano en verano que en invierno,

mientras que en los de la noche se observa lo contrario.



En cuanto a la intensidad de los picos, el monoxido de carbono
presenta valores menores en los meses de diciembre a febrero que en los
otros meses. En efecto, los valores maximos correspondientes a los dias
normales, en el verano, ocurren aproximadamente a las 09 h y son en
promedio de 5 ppm, mientras que, en las otras estaciones van entre 6 y
7,5 ppm, correspondiendo al valor mas alto a los meses de invierno.

(Nasello et al., 2013)

En la ciudad de Bogota las mediciones se realizaron en hora de
alto trafico vehicular “hora pico”. En esta hora se presentan mayores
embotellamientos de vehiculos. Los motores a gasolina en marcha
minima o ralenti generan la mayor cantidad de contaminantes HC, CO,
entre otros. Se realizaron 28 medidas en reposo, tiempos por detencién
en semaforos para vehiculos de servicio particular y de servicio publico y
ademas recogida de pasajeros para servicio publico. Para dichas
mediciones se tomaron las principales vias de la ciudad, vias alternas que

presentan un alto flujo vehicular durante las 24 horas del dia. (Diaz, 2013)

Informes recibidos de diversos paises indican que las
concentraciones de monoéxido de carbono en las vias urbanas donde el

trafico es intenso varian considerablemente segun las condiciones



locales. A veces se observan, durante breves periodos, concentraciones

de 250 — 500 mg/m® (200 — 400 ppm), pero los méaximos normales

suelen ser de 25 — 125 mg/m® (20 — 100 ppm). Las concentraciones
medias en la atmésfera urbana son mucho mas bajas y van desde
cantidades apenas apreciables hasta quizd 15 — 20 mg/m® (12 — 16

ppm). (Organizacion Mundial de la Salud, 1969)

De acuerdo con la agencia de proteccion del medio ambiente, en
los Estados Unidos las emisiones de monoéxido de carbono al ambiente
son producidas en un 95% por los vehiculos automotores (Lippmann et

al., 2003).

En Brasil, el mondxido de carbono es el pululante emitido en mayor
cantidad a la atmdésfera. En Sao Paulo 1,5 millones de toneladas son
lanzadas al aire anualmente; de estos el 78% son producidos por los
automotores a gasolina o diésel, 15% por automotores con combustible
alcohol, 3% por motocicletas, 2% por taxis y 2% resultan de procesos

industriales. (Téllez & Rodriguez, 2006)

En Colombia, el Instituto de Hidrologia, Meteorologia y Estudios

Ambientales estimd para 1996 las emisiones atmosféricas de gases con

10



efecto local en 8 612 kilotoneladas, de las cuales el monéxido de carbono

represento el 58% (Téllez & Rodriguez, 2006).

En Bogota, el Departamento Administrativo del Medio Ambiente
estima que la concentracion media de mondéxido de carbono atmosférico
en un dia normal se encuentra entre 30 y 35 partes por millon. En el
informe sobre monitoreo realizado en el “dia sin carro” en 2005, se estimo
gue la concentracién ambiental de mondéxido de carbono disminuyé en un

76% respecto a un dia normal. (Gaitan et al., 2007)

Segun revela este registro actualizado hasta 2010, el 70% de las
emisiones de gases contaminantes las produce el nutrido parque
automotor crucefo, que ostenta cerca de 300 000 vehiculos circulando
por sus arterias. Son como pequefias chimeneas mdviles que dispersan
monoxido de carbono (CO) e hidrocarburos libres (HC). El restante 30%

de las emisiones contaminantes es cuota de la industria. (Villegas, 2012)

En Bolivia, los resultados del monitoreo meteorolégico para los
meses de junio a agosto han mostrado velocidades del viento muy bajas,
para ese periodo en especial. En estos tres meses, mas de la mitad del

tiempo, la velocidad del viento se mantuvo por debajo de 1,2 m/s, lo cual
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es considerado por los meteordlogos como ausencia de viento (Nevers,
1997). Del mismo modo, mas del 80% del tiempo, la velocidad del viento

se mantuvo por debajo de los 2 m/s. (Bascopé, 2011)

En Paris las concentraciones son mas altas durante los viajes
realizados estrictamente dentro de este pais y disminuyen a medida que
uno se mueve desde el centro de la ciudad hacia la periferia. En términos
generales, las concentraciones registradas durante el invierno son mas
altas que los registrados durante el verano. Esta diferencia muy
pronunciada dentro de la zona centro de Paris no se observa durante un

viaje a los suburbios de Paris. (Dor, Moullec, & Festy, 1995)

En Hong Kong las emisiones de los vehiculos de motor son la
principal causa de la contaminacién del aire en las zonas urbanas. De
acuerdo con el Departamento de Proteccion Ambiental de Hong Kong
(HKEPD), CO, NOx y particulas provienen principalmente de las
emisiones vehiculares. Por lo tanto, la reduccion de las emisiones de los
vehiculos de motor contribuird de manera significativa a la mejora de la
calidad del aire en Hong Kong. Para lograr este objetivo, es necesario

entender las emisiones de vehiculos reales e identificar los factores
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operacionales importantes que afectan a las emisiones de vehiculos y

consumo de combustible. (Tong, Hung, & Cheung, 2000)

Las dindmicas de crecimiento demografico que enfrentan las
ciudades representan una seria amenaza para el medio ambiente, asi
como para la salud y la calidad de vida de sus habitantes. Dicho
crecimiento genera nuevos procesos economicos y esta generalmente
acompafado de un incremento en las actividades industriales, mayores
tasas de motorizacion, superiores consumo de combustible y por ende la
generacion de mayores emisiones de contaminantes del aire. (Franco,

2013)

Los procesos que regulan el transporte y la difusibn de los
contaminantes presentan gran variabilidad y formas distintas, el fenémeno
es de tal complejidad que seria imposible de describir sin el uso de
modelos matematicos. Por tanto, estos modelos constituyen un
instrumento técnico indispensable de la gestién de la calidad del aire.
(Buske, Vilhena, Tirabassi, & Bodmann, 2012; Tirabassi, Vilhena, Buske,

& Degrazia, 2013)
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La ecuacion en derivadas parciales llamada conveccion-difusion es
un modelo matematico apropiado que simula las concentraciones de los

contaminantes emitidos a la atmadsfera.

En los dltimos afos, se ha prestado especial atencién a la cuestion
de la busqueda de soluciones analiticas para la ecuacion de conveccién-
difusién con el fin de simular la dispersion de contaminantes en la capa
limite planetaria (PBL) (Moreira, Vilhena, Buske, & Tirabassi, 2009). De la
misma manera muchos investigadores vienen trabajando con el objetivo
de estimar la concentracion de contaminantes en la atmosfera, en la
tentativa de validar el impacto ambiental causado y posteriormente
procurar formas de mejorar la calidad de vida de las personas. (Cassol &

Wortmann, 2006)

Debido a los problemas causados por la contaminacion del aire, es
necesario estudiar y comprender el proceso de dispersion de
contaminantes para predecir las posibles consecuencias del impacto
ambiental en los diversos ecosistemas. Por lo tanto, la dispersion de los
contaminantes de simulacion se convierte en una buena opcién porque

las observaciones de campo sufren muchas dificultades (de
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funcionamiento y problemas de alto costo). (Mello, de Vilhena, & Moreira,

2005)

Como consecuencia de las investigaciones antes descritas se
realiz6 la presente investigacion, para determinar si existe 0 no
contaminacion del aire por monoxido de carbono como consecuencia de
las emisiones de los vehiculos que transitan por la interseccion de las
avenidas Francisco Bolognesi y Gustavo Pinto, Tacna-Peru. Para lo cual
se usOG un equipo medidor de monoéxido de carbono y un modelo
matematico deducido. A su vez se determind cuéles son las variables
meteoroldgicas que influyen mas en la concentracion de monéxido de
carbono y el grado de similitud existente entre las mediciones hechas por
el equipo medidor de monoxido de carbono y los resultados obtenidos por

el modelo matemético en los cuerpos receptores.

Los resultados de la investigacion ejecutada se presentan en
capitulos. En el capitulo | se plantea el problema, los objetivos y las
hipétesis de la investigacion. En el capitulo Il se describen las teorias que
permitiran deducir el modelo matematico mediante el cual se determind la
concentracion de mondéxido de carbono. En el capitulo Ill se propone una

solucién analitica del modelo matemético no estacionario obtenido en tres
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dimensiones; es decir, dependera de las variables longitudinales X, y, z

y de la variable temporal t, para ello se utilizé dos técnicas importantes la
Técnica de Transformada Integral General (GITT) y la Técnica de
Transformada de Laplace Integral Generalizada (GILTT) las cuales
permiten resolver ecuaciones en derivadas parciales. En el capitulo IV se
describe la metodologia aplicada en esta investigacion para la realizacion
de la toma de los datos. En el capitulo V se dan a conocer los resultados
obtenidos en la toma de nuestros datos. En el capitulo VI se analizan y
discuten los resultados alcanzados por la metodologia empleada.
Ademas, se plantean conclusiones y recomendaciones para futuros

trabajos de investigacion.
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1.1

1.2

CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Problema general

¢cSeran los parametros temperatura, humedad, tiempo,
namero de vehiculos, velocidad y direccion del viento los que
influyen en la concentracion de mondxido de carbono en los
cuerpos receptores emitidos por los vehiculos que transitan por la
interseccion de las avenidas Francisco Bolognesi y Gustavo Pinto

de la ciudad de Tacna en el afio 20147

Problemas especificos

¢Seran los parametros tiempo, numero de vehiculos,
velocidad y direccion del viento los que han influido mas en la
concentracion de monoxido de carbono en relacién a la humedad y

la temperatura emitidos por los vehiculos que transitan por la



1.3

interseccion de las avenidas Francisco Bolognesi y Gustavo Pinto

en el cercado de la ciudad de Tacna?

¢Habra similitud en la concentracion de mondxido de
carbono en los cuerpos receptores obtenidos con el modelo

matematico y con el equipo detector de gases?

Objetivos

1.3.1Objetivo General:

Determinar si los parametros temperatura, humedad,
tiempo, namero de vehiculos, velocidad y direccion del
viento son los que influyen en la concentracion de monoéxido
de carbono en los cuerpos receptores emitidos por los
vehiculos que transitan por la interseccidén de las avenidas
Francisco Bolognesi y Gustavo Pinto de la ciudad de Tacna

en el ano 2014.
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1.4

1.3.2 Objetivos Especificos:

» Determinar si los parametros tiempo, numero de

Hipotesis:

vehiculos, velocidad y direccion del viento son los que
influyen mas en la concentracion de mondéxido de
carbono en relacion a la humedad y la temperatura
emitido por los vehiculos que transitan por la
interseccion de las avenidas Francisco Bolognesi y

Gustavo Pinto.

Comparar si son similares la concentraciéon de
monoxido de carbono en los cuerpos receptores
obtenidos por el modelo matemético y por el equipo

detector de gases.

1.4.1 Hipoétesis general:

Si los parametros temperatura, humedad, tiempo,

namero de vehiculos, velocidad y direccion del viento son los
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gue influyen en la concentracion del monoxido de carbono,
entonces se determinara cuales de estos parametros son los
gue mas han influido en la concentracion de monoxido de
carbono en la interseccion de las avenidas Francisco
Bolognesi y Gustavo Pinto en el cercado de la ciudad de

Tacna en el afio 2014.

1.4.2 Hipoétesis especificas:

» Si los parametros tiempo, numero de vehiculos,
velocidad y direccion del viento son los que influyen
mas en relacion a la humedad y la temperatura,
entonces la concentracion de monoxido de carbono
emitido por los vehiculos que transitan por la
interseccion de las avenidas Francisco Bolognesi y

Gustavo Pinto se incrementara.

» Si la concentracion de mondéxido de carbono en los

cuerpos receptores obtenido con el modelo

matematico y con el equipo detector de gases son
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similares, entonces el modelo matematico sera el

adecuado.

Una de las limitaciones en la ejecucién de la investigacion fue tener
un solo equipo medidor de mondxido de carbono que pudo haber
generado la pérdida de algunos instantes, en sitios de alta concentracion
del contaminante. Por otro lado, la forma como se midieron las
condiciones climéaticas como la temperatura y la humedad relativa puede
qgue no refleje adecuadamente los datos como consecuencia del uso de

un solo anemémetro.
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CAPITULO Il

MARCO TEORICO

En este capitulo describiremos la teoria necesaria que nos
conducird a deducir el modelo matematico con el cual se determiné la

concentracion del contaminante monoéxido de carbono (CO) en el aire.

Teniendo en cuenta la composicién de la materia se clasifica en
elementos y compuestos. Un elemento es una sustancia mas simple de la
materia con propiedades definidas, formada por una sola clase de atomos
que no pueden descomponerse por métodos convencionales en algo mas
simple. Por otro lado, un compuesto es una sustancia formada por varias
clases de atomos unidos quimicamente en proporcidn constante;
compuestas de tal manera que ya no es posible identificarlos por sus
propiedades originales o individuales y que pueden separarse por medio

de una reaccién quimica. (Aguilar, 2011)

Un fluido es parte de un estado de la materia el cual no tiene un

volumen definido, sino que adopta la forma del recipiente que lo contiene



a diferencia de los sdlidos, los cuales tienen forma y volumen definido.
Los fluidos tienen la capacidad de fluir, es decir, puede ser trasvasada
de un recipiente a otro. Dentro de la clasificacion de fluidos, los liquidos y
gases presentan propiedades diferentes. Ambos tipos de fluidos, tienen la
propiedad de no tener forma propia y que estos fluyen al aplicarles
fuerzas externas (Rivera, 2001). A su vez deberemos tener en cuenta que
un fluido es una sustancia que se deforma continuamente cuando se le
aplica un esfuerzo cortante, aunque esta sea muy pequefia. (Pasinato,

2008; Rivera, 2001; Sdmano, Sen, & Indiana, 2009)

Dentro de los fluidos, la principal diferencia entre liquidos y gases
estriba en las distintas compresibilidades de los mismos. Por un lado, los
gases presentan una gran compresibilidad que influye sobre las
caracteristicas del flujo, ya que tanto el volumen como la densidad varian
con facilidad. En el caso de los gases, el movimiento térmico vence a las
fuerzas atractivas y, por tanto tienden a ocupar todo el volumen del
recipiente que los contiene. Mientras que en los liquidos, por el contrario,
la compresibilidad es muy débil. Esto es debido a que las fuerzas
atractivas entre las moléculas del liquido vencen al movimiento térmico de
las mismas, colapsando las moléculas y formando el liquido. Al contrario

de los gases, que tendian a ocupar todo el volumen que los contiene, los
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liquidos tienden a formar una superficie libre. La nocion de
compresibilidad descrita es la correspondiente a la estéatica de fluidos. En
dinamica de fluidos hay casos en los que la densidad no varia a lo largo
del flujo, incluso en un fluido compresible, por lo que a ese flujo le
podemos aplicar las leyes de los fluidos incompresibles. Tiene en este
caso mas sentido hablar de flujo compresible o incompresible (Martin,
2011). A su vez, en determinados tipos de movimiento, donde las
variaciones de presion y temperatura son pequefias, la variacion de
densidad que experimenta un gas es relativamente baja, en esos casos el
analisis del comportamiento del gas se asemeja al de un liquido.

(Izquierdo, 2012)

Los fluidos son agregaciones de moléculas muy separadas en los
gases y proximas en los liquidos. La distancia entre las moléculas es
mucho mayor que el diAmetro molecular, no estando fijas en una red, sino

gue se mueven libremente (Diez, 1986).

Como en toda la materia, los fluidos estan compuestos por un gran
namero de moléculas en permanente movimiento. Esto se debe a que en
la mayor parte de las aplicaciones de ingenieria lo que interesa son los

efectos promedio o macroscopicos de un gran nimero de moléculas.
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Estos efectos macroscopicos son los que corrientemente percibimos y
medimos. Es por ello que en la definicion de fluido no se hace referencia a
la estructura molecular de la materia. Si no mas bien se trata a un fluido
como una sustancia infinitamente indivisible, dicho de otro modo un medio
continuo, sin importar el comportamiento individual de las moléculas.

(Rivera, 2001)

Teniendo en cuenta el enfoque del medio continuo de la materia
nos permitira describir a un fluido en cada punto del espacio; el cual
vendrd dado por las propiedades promedio de la materia real en el
entorno de ese punto. Por ello, la densidad, temperatura, velocidad, etc.,
se consideran como funciones continuas de la posicién y el tiempo.

(Rivera, 2001)
Para comprender las propiedades de los fluidos, es necesario
saber diferenciar el peso de la masa. Al respecto, Mott (2006) da las

siguientes definiciones.

La masa es la propiedad que tiene un cuerpo de fluido, es la

medida de la inercia o resistencia al cambiar el movimiento de este.
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También es la medida de la cantidad de fluido. A la masa lo denotaremos

por el simbolo m.

El peso es la cantidad que pesa un cuerpo fluido, es decir, la fuerza
con la que el fluido es atraido hacia la tierra por accién de la gravedad. Al

peso lo denotaremos por el simbolo w.

A continuacién describiremos algunas propiedades de los fluidos.
Los valores de estas pueden depender de otras variables como:

temperatura, presion, etc.

La densidad, p, de un fluido es la cantidad de masa por unidad de
volumen de una sustancia. Sus unidades en el sistema internacional son
kg/m3. Para un fluido homogéneo, la densidad no varia de un punto a

otro y puede definirse simplemente mediante
p=7 [2.1]

donde V es el volumen de la sustancia.

Por el contrario, para un fluido no homogéneo, la densidad p varia

de un punto a otro. Por tanto, tenemos que definir la densidad en un punto
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como la masa por unidad de volumen en un elemento diferencial de

volumen en torno a ese punto:

d
p=p(xy;z 0= [2.2]

Esto es posible gracias a la continuidad. En los liquidos, al tener
baja compresibilidad, la densidad depende de la temperatura; pero
apenas depende de la presion, p = p(T). Para los fluidos compresibles,
la densidad depende, en general, tanto de la presibn como de la

temperatura, p = p(p; T).

La viscosidad dinamica o absoluta, p, ofrece resistencia al
movimiento del fluido relativo de sus moléculas. Este movimiento relativo
de las moléculas provoca un esfuerzo de cizallamiento en el fluido; por
tanto la viscosidad tiene un papel andlogo al del rozamiento en el
movimiento de los sélidos. La viscosidad esta siempre presente en mayor
0 menor medida tanto en fluidos compresibles como incompresibles, sin
embargo no siempre es necesario tenerla en cuenta. En el caso de los
fluidos perfectos o no viscosos su efecto es muy pequefio y no se tiene en
cuenta, mientras que en el caso de los fluidos reales o viscosos su efecto
es importante y no es posible despreciarlo. Para entender la viscosidad

supongamos dos capas o laminas de fluido separadas por la distancia y

se desplaza wuna de ellas a una velocidad constante v, en régimen
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permanente, con relacion a la otra que esta fija, sera necesario ejercer
sobre ella una fuerza tangencial F, proporcional a la velocidad y al &rea A
de la superficie e inversamente proporcional a la distancia que los separa

(Castro, 2005). Como se puede apreciar en la figura 1,

v. A

donde p es la constante de proporcionalidad.
F > >V
y

| /

Figura 1. La viscosidad
Fuente: Elaboracion propia

Sus unidades en el sistema internacional son (Pa.s = kg/(m.s)). En
términos simples, la viscosidad es un coeficiente que mide la resistencia a

la deformacioén en los fluidos.

La viscosidad cinematica, v, es la que relaciona la viscosidad
dinamica con la densidad del fluido utilizado,

v= % [2.4]

Sus unidades en el sistema internacional son (m?/s).
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El esfuerzo de corte o tension de cizalla, T, es una fuerza tangencial

que se ejerce sobre una unidad de &rea necesaria para mover una
superficie plana superior:

F

T= [2.5]

donde A, es la unidad de area de la superficie superior en la cual se
aplica la fuerza F. A su vez la ley experimental descubierta por Newton
que rige este fendmeno afirma que la fuerza F es proporcional a la
superficie plana superior A en movimiento, al gradiente de velocidad y a
un coeficiente p que se denomina viscosidad absoluta o viscosidad
dinamica:

F=A.p.j—;

[2.6]
donde v es la velocidad de la superficie plana superior. Sus unidades en
el sistema internacional son (Pascales (Pa) o N/m?).

De la ecuacién [2.6] y haciendo uso de la ecuacion [2.5] obtenemos:

Fo A dv F dv dv
=Ag.— >—-=pu. — >3T=|U. —
H dy A H dy TR dy
resultando:
d
T= U. d—; [2.7]

la ecuacion [2.7] se cumple en todos los fluidos newtonianos. En algunos

fluidos como la indicada por la figura 1, Z—; es constante a lo largo de y o
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equivalentemente se da una distribucién lineal de velocidades (los
extremos de los vectores velocidad se encuentran en una misma linea

recta) (Mataix, 1986).

. - . d
Si en la ecuacion [2.6] tomamos un caso particular en que d—; =

Yo tenemos:
Yo

F=A.n.2 b F.yo= A.u.vg b p = £ Yo

Yo A. vy

resultando:

p= o [2.8]

A. vy
De las ecuaciones [2.7] y [2.8] se advierte:

a) Si en un mismo fluido tenemos que aumenta la fuerza y aumenta
también la velocidad con que se mueve la superficie plana superior,
entonces p es constante.

b) Una fuerza por pequefia que sea produce siempre un gradiente de
velocidad, determinado por la ecuacion [2.6], a lo que es o mismo:
Un fluido no ofrece resistencia a la deformacién por esfuerzo
cortante. Esta es la caracteristica que distingue esencialmente un
fluido de un solido.

» Siun fluido es ideal, entonces u = 0.
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» Si un fluido es real la viscosidad dindmica tiene un valor

finito distinto de cero.

» En los fluidos en reposo v = 0, 3—; =0 y t=0.El esfuerzo

cortante es nulo y el Unico esfuerzo existente es la normal o
presion. Esto simplifica enormemente el estudio de la
hidrostatica. El fluido real en reposo se comporta
exactamente como un fluido ideal (u=0). Las dUnicas
fuerzas que actian sobre el fluido en reposo son la
gravedad en direccion vertical y la presion en direccion
normal a la superficie considerada.

La viscosidad, como cualquiera otra propiedad del fluido, depende del

estado del fluido caracterizado por la presion y la temperatura.

La ecuacion [2.7] es conocida como la ley de Newton y se aplica
actualmente para los fluidos newtonianos. Donde un fluido newtoniano es

un fluido cuya viscosidad dindmica p depende de la presion y de la

temperatura, pero no del gradiente de la velocidad j—;. Los fluidos
newtonianos son el agua, el aire, la mayor parte de los gases y en general
los fluidos de pequefia viscosidad. (Ramirez, 2006; Dalmati & Péres,

2007; Méndez-Sanchez; Mataix, 1986; Pérez-Trejo, & Mercado, 2010;

Méndez-Sanchez, Pérez-Trejo, & Mercado, 2010)
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La presion, p, en un punto es el valor absoluto de la fuerza por

unidad de superficie a través de una pequefia superficie que pasa por ese

punto. Sus unidades en el sistema internacional es el Pascal (1 Pa =

1N _ _ T
— =kg.s"?2.m 1). El caso de los solidos en reposo, las fuerzas sobre

m2

una superficie pueden tener cualquier direccion, en el caso de los fluidos
en reposo la fuerza ejercida sobre una superficie debe ser siempre
perpendicular a la superficie, ya que si hubiera un componente tangencial,
el fluido fluiria. En el caso de un fluido en movimiento, si éste es no
VisSCOosO tampoco aparecen componentes tangenciales de la fuerza, pero
si se trata de un fluido viscoso si que aparecen fuerzas tangenciales de

rozamiento.

De este modo, un fluido en reposo a una presién p, ejerce una
fuerza — p .dS sobre cualquier superficie plana arbitraria en contacto con
el fluido en el punto, definida por un vector unitario ds, perpendicular a la
superficie. En general, la presion en un fluido depende del punto, p =
p(x; y; z). Asi, podemos decir que la presion es la fuerza ejercida
(perpendicularmente) sobre una superficie, por unidad de area (o

superficie). Es decir:

p=§ = F=p.A [2.9]
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donde A, es la unidad de superficie.

La comprensibilidad k es el efecto de cambio de volumen con la
variacion de presion p. Sus unidades en el sistema internacional son
(m?/N). Esta dado por:

— _y 9
k= -V.22 [2.10]

donde para el caso de los solidos x es muy grande, para liquidos x es
grande y para gases k es pequefio. El signo negativo, es debido a que
los sentidos de las variaciones de presion y de volumen son contrarios, es

decir ante un aumento de presion el volumen disminuye.

Los gases constituyen la forma mas simple de la materia, y
muestran un comportamiento tipico que los caracteriza. Por ejemplo,
tienden a llenar completamente el recipiente que los contiene, lo que
demuestra que las particulas en los gases se mueven libremente en el
espacio. Son facilmente compresibles, lo que indica que existe mucho
espacio libre entre las particulas. Pero la caracteristica mas relevante es
gue ejercen presion, lo que sugiere que se mueven aleatoriamente,
chocando entre si y contra las paredes del recipiente que los contiene. De
acuerdo con estas caracteristicas, los gases pueden ser descritos como

una coleccion de particulas moviéndose en forma libre y aleatoria,
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chocando permanentemente entre ellas y contra las paredes del

recipiente que las contiene. (Méndez, 2011)

Una mezcla esta formada por dos o0 mas sustancias (elementos o
compuestos) en proporciones variables o no definidas, y sus propiedades,
van a depender de su composicion. En una mezcla, los componentes no
pierden su identidad ni sus caracteristicas y pueden ser separados por

medios fisicos o mecéanicos. (Pérez, 2009)

En una mezcla homogénea: la composicion y propiedades son
uniformes en cualquier parte de una muestra determinada. No tienen
fases observables, pues sus componentes se mezclan como atomos
individuales, iones o0 moléculas, lo que hace que sus componentes no se

visualicen. (Pérez, 2009)

En las mesclas no homogéneas: sus componentes se separan en

zonas diferenciadas. En consecuencia, la composicion, el aspecto y las

propiedades fisicas varian de una zona a otra de la mezcla (Pérez, 2009).

Los fenbmenos de transporte tienen lugar en aquellos procesos,

conocidos como procesos de transferencia, en los que se establece el
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movimiento de una propiedad (masa, momento o energia) en una o varias
direcciones bajo la accion de una fuerza impulsora. Al movimiento de una

propiedad se le denomina flujo. (Marciarelli, Stancich, & Stappani, 2012)

En el caso de la transferencia de masa como fendmeno tiene lugar
en mezcla de compuestos, las cuales pueden ser binarias (dos
compuestos), ternarias (tres compuestos) o multicompuestos (para mas
de tres compuestos). Para poder establecer una base comun para los
estudios de transferencia de masa es importante estudiar primero las
definiciones y relaciones que se utilizan a menudo para cuantificar las

cantidades de los compuestos en las mezclas. (Vargas & Almera, 2008)

Deberemos tener en cuenta que la transferencia de masa es un
resultado de la diferencia de concentraciones, o gradiente, en donde la
sustancia que se difunde abandona un lugar en que estd muy

concentrada y pasa a un lugar de baja concentracién. (Treybal, 1995)

El mecanismo de transferencia de masa depende de la dinamica
del sistema en que se lleva a cabo. A través del tiempo una mezcla no
homogénea varia la distribucién de su concentracién punto a punto en el

espacio. Esta variacibn es causada por los dos fenémenos de
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transferencia de masa que existen: Convectiva y Difusion ordinaria o

Molecular.

El fendmeno es convectivo si la masa puede transferirse debido al
movimiento global (macroscépico) del fluido. Puede ocurrir que el

movimiento se efectde en régimen laminar o turbulento.

El fendmeno es difusivo (o transporte molecular) si la transferencia
(o desplazamiento) de moléculas individuales a través de un fluido por
medio de los desplazamientos individuales y desordenados de las
moléculas, debido a una diferencia de concentraciones; puesto que las
sustancias se moveran de un punto de concentracion elevada a otro de
baja concentracion. La rapidez con la cual un soluto se mueve en
cualquier punto y en cualquier direccion dependera, por tanto, del
gradiente de concentracion en ese punto y esa direccién. Para describir
cuantitativamente este proceso, se necesita una medida apropiada de la
rapidez de transferencia que puede describirse adecuadamente en
funcién del flujo molar. La difusion puede ocurrir en sistemas de fluidos
estancados o en fluidos que se estdan moviendo. (Treybal, 1995;
Marciarelli, Stancich, & Stappani, 2012). Usualmente, ambos fendmenos

(conveccion y difusién) actian simultaneamente. Sin embargo, uno puede
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ser cuantitativamente dominante. Por lo tanto, para el andlisis de un
problema en particular es necesario considerar solo a dicho mecanismo

dominante. (Marciarelli, Stancich, & Stappani, 2012)

Un sistema es una porcion del universo objeto de estudio. Es una
region restringida, no necesariamente de volumen constante, ni fija en el
espacio, en donde se puede estudiar la transferencia y transmision de
masa y energia. Todo sistema queda limitado por un contorno, paredes,
fronteras o limites del sistema que pueden ser reales o imaginarios. La
frontera separa el sistema del resto del universo; esta frontera puede ser
material o no. A través de la frontera suceden los intercambios de trabajo,
calor o materia entre el sistema y su entorno. El medio rodeante o entorno
es la parte del universo proxima al sistema y que se ve afectada en
alguna medida por los procesos que ocurren en el sistema. (Gomez,

2005)

Un sistema es abierto cuando es posible la transferencia de masa y
de energia a través de sus limites; la masa contenida en él no es
necesariamente constante. Se denomina superficie de control a la
superficie limitante que por lo menos en parte debe ser permeable o

imaginaria. (Gomez, 2005)
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Los sistemas eulerianos, llamados también volimenes de control,
son sistemas abiertos los cuales se utilizan fundamentalmente en la
termodindmica y en el estudio de fenomenos de transferencia de
momento, calor y masa. Estos sistemas también nos sirven para analizar
procesos dinamicos en los cuales hay velocidades y flujos, ambas
cantidades estan asociadas al tiempo. De tal manera, en vez de utilizar
cantidades totales de masa, sera mas comodo referirnos a caudales
(Muller, 2002). Por tanto, un sistema abierto o volumen de control hace
referencia a un volumen ficticio el cual permite intercambiar masa con el

medio ambiente. (Pasinato, 2008)

Un proceso isotérmico es aquel en la que la temperatura es
constante. Si existe intercambio de calor entre el sistema y el entorno,
ocurre “muy lentamente”, tal que se mantenga el equilibrio térmico entre
sistema y entorno. Mientras que en un proceso iSObarico es un proceso

termodinamico que ocurre a presion constante. (Falconi, 2011)

Antes de definir las leyes y ecuaciones que regulan la transferencia
de masa es necesario definir las diferentes formas de contabilizar la
cantidad de una especie (i) en una mezcla de n componentes. Para el

caso de un sistema binario (dos componentes: liquido o gaseoso) se
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especifican las especies con los subindices A y B. (Betancourt, 1996;

Vargas & Almera, 2008)

Las concentraciones nos dicen cuanto hay de un componente
respecto a la mezcla. En la medida que las cantidades del componente y
la mezcla son escritas en diferentes unidades (masa, volumen o moles),
nacen las diferentes definiciones de concentraciones que conocemos Yy
algunas otras menos comunes pero con aplicaciones muy importantes en
procesos bien particulares. A continuacion, presentamos las formas mas
comunes de expresar las concentraciones de un componente en una

mezcla.

La concentracion masica volumétrica, p;, es la cantidad de la
masa del componente i, que esta contenida en la unidad de volumen de

la mezcla. Para una mezclade A y B componentes tenemos:

ma mp

Pa = [211]  pp = [2.12]

Va+B Va+B

donde V,,.g= Vo + Vg = V, volumen total de la mezcla, my,pg =
my, + mg = m, masa total de la mezcla, mp y V,, esla masay el
volumen del componente A y mg Yy Vg, son la masa y el volumen del

componente B, respectivamente; a partir de las cuales se obtiene:

mpa mp mpa+ mp m

pat pp = g+ g = =v=0

Va+B Va+B Va+B
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resultando:
Pat P = P [2.13]
Sus unidades en el sistema internacional son (kg/m3).
La concentracién molar volumétrica C;, esta dada por la cantidad de
moles de la componente i, por la unidad de volumen de la mezcla total.
Para una mezclade A y B componentes tenemos:

Cp = ;—i [2.14] Cg= &—BB [2.15]

donde M, y Mg, son las masas molares de las componentes A y B,
respectivamente, C, + Cg = C, es la concentracion molar total de la
mezcla. Ademas, las masas molares de los componentes se calculan de

la siguiente manera:

Masa de la componente
P [2.16]

Masa molar de la componente = —
Numero de moles de la componente

Obteniéndose M, = % Mg = ?; donde n, y ng, son el nimero de
A B

moles correspondientes a las componentes A y B, respectivamente.

Teniendo en cuenta [2.14], [2.15], [2.11] y [2.12] tenemosS:

= PA NA- PA na My na na
— mp ma Va+s Va+B \
na
= PB NB - PB B mp B B
B —B mp mg Vaip Va+B \4 [ ]

nB

Sus unidades en el sistema internacional son (kmol/m?).
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La fraccion masica, C;, de un componente de la mezcla es el
cociente entre la masa del componente y la masa total de la mezcla. Para

una mezclade A y B, componentes tenemos:

Cp= —2 [2.19] Cg = —2 [2.20]

ma + B mA + B

De donde, teniendo en cuenta [2.11] y [2.12] tenemos:

ma PA-Va+ B pPA pPA pPA

CA = - = = WasE — ™ = — [221]
A+B mA + B m v P
mp PB- Va+ B PB PB PB

CB = m = = mA+ B = ? = — [2.22]
A+B ma+ B m v p

La fraccion masica es una magnitud adimensional. Ademas, debe tomar
valores positivos y la suma de las fracciones de masa, debe ser uno, es
decir,
Ca+ Cg =1 [2.23]
La fraccion molar, X;, es el cociente entre la concentracion molar
de la componente de la mezcla y la concentracion molar total de la

mezcla. Para una mezcla de A y B, componentes tenemos:

ol|$

X, = %A [2.24] Xg = [2.25]
La fraccibn molar es una magnitud adimensional. La suma de las
fracciones molares, debe ser uno, es decir:

Por otro lado, tenemos los siguientes resultados:
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— Capa  Csops _ pa_ P8 _ PatPs _ P
Xa My + XgMp = C ta + C ot . cC + c = c = ¢ [2.27]
Ca Cg PA PB 1 = 1 = Ca+Cp C
— 4+ == — 4+ —— = - C + -.Cg = ——— = - 2.28
Ma Mp p -Ma p.Mp p A p B p p [ ]

(Betancourt, 1996; James, Charles, & Robert, 1994; Vargas & Almera,

2008)

En un sistema de componentes multiples las diferentes especies se
moveran con frecuencia a diferentes velocidades. Por lo tanto, para
evaluar la velocidad de una mezcla se necesitan promediar la velocidad
de cada una de las especies presentes; para lo que primero
determinaremos la velocidad de una especie de la mezcla. (Vargas &
Almera, 2008). Por otro lado, la transferencia de masa en un sistema de
componentes multiples cada componente individual de la mezcla se

mueve con una velocidad diferente (Venkanna, 2010).

La velocidad promedio o media de la masa, U, correspondiente a
una mezcla de componentes mdultiples se define en funcién de las
densidades y velocidades de la masa, de todas las componentes, es
decir:

Zimj. Vi Zim;j. Vj

v = = [2.29]

2im;j m
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donde Vv; es la velocidad absoluta de la especie i con relacion a un
sistema de coordenadas de referencia fijos (James, Charles, & Robert,
1994). Para el caso de un sistema binario de las componentes A y B,

tenemos:

- mp. Va+ mg. V mp.V mg.V - -
v = A A BB — A A + E. B — CA'VA+ CB'VB [230]

mpa + mp mp + mp mp + mp

De una manera similar la velocidad molar media o promedio, V, de
una mezcla de componentes mdultiples, se define en funcién de las
concentraciones y velocidades molares de todas las componentes, es

decir:

V= LGV LG [2.31]

Para el caso de un sistema binario de las componentes A y B, tenemos:

EA-VA‘FCB-VB CA.VA CB-VB

V=2t
Ca+Cp C C

(James, Charles, & Robert, 1994; Vargas & Almera, 2008)

A la velocidad de una especie, en particular con relacion a la
velocidad promedio masa o velocidad promedio molar, se le denomina
velocidad de difusion. Estas dos velocidades diferentes de difusion estan
expresadas por:

Vv; — U = Velocidad de difusién de la componente i, con relacién a la

velocidad U.
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v, — V =Velocidad de difusién de la componente i, con relacion a la

velocidad V (James, Charles, & Robert, 1994; Vargas & Almera, 2008).

La densidad de flujo puede ser masica o molar de una especie
dada, la cual es una magnitud vectorial definida por la masa o moles que
atraviesan la unidad de area d A, (seccion transversal) por unidad de
tiempo. EI movimiento puede estar referido a las coordenadas que
permanecen fijas en el espacio o las coordenadas que estdn moviéndose
a velocidad T o V. De esta manera, las distintas formas de expresar la
densidad de flujo de un componente i que forma parte de una mezcla de
n componentes. (Ibarz & Barbosa, 2005; James, Charles, & Robert, 1994,
Vargas & Almera, 2008) sera:

a) Respecto a las coordenadas que permanecen fijas:

e Densidad de flujo masico 1;

mi = pi- Vi [ e ] [mz. s] [2.33]

Area x tiempo

e Densidad de flujo molar Ffi

ﬁi _ (—:i . ‘71 [ Moles ] [kmol] [2-34]

Area x tiempo) lm2. s
b) Respecto a las coordenadas que estan moviéndose:
e Densidad de flujo masico de difusion relativa a la velocidad

-
U
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Ji = pi- (Vi = U) [2.35]
e Densidad de flujo masico de difusion relativa a la velocidad
v
i= (Vi - V) [2.36]
e Densidad de flujo molar de difusién relativa a la velocidad v
J = G.(% - D) [2.37]

 Densidad de flujo molar de difusion relativa a la velocidad V

sk

J.o=G.(v - V) [2.38]

1

De todas estas formas de densidad existe algunas de ellas que apenas se

aplican, tales como i y J, . De todas ellas la mas utilizada en ingenieria
es la densidad de flujo molar referidas a las coordenadas que

permanecen fijas N;.

Desarrollando la ecuacion [2.35] y teniendo en cuenta [2.33]

tenemos:
Ji=pi-(Vi— V) =270 =p.Vi—pi.V 2] =10 — p.U =0 =
Ji + pi- VU

de donde resulta que:

45



Desarrollando la ecuacion [2.38] y teniendo en cuenta [2.34], [2.31],

[2.24] y [2.25] tenemos:

FT = G.(v - V) > jf: C,.vi — C.V = jj: N; —

e [

T =N -ARG 2T, =N - SN 5T = N-X N o N =
3:+X1.Ni

de donde resulta que:

N,=J. + X.N; [2.40]

Cuando existen diferencias de concentraciones en una mezcla, se
produce una migracion selectiva de los componentes de la mezcla cuya
distribucidon de concentraciones no sea uniforme. Este movimiento se da
especificamente desde las zonas de alta concentracion hasta las zonas
de baja concentracion; esto es lo que en fenbmenos de transporte se
conoce como transferencia de masa. Las leyes de transferencia de masa
ponen de manifiesto la relacion entre el flujo de las sustancias que se
estan difundiendo y el gradiente de concentracion responsable de esta

transferencia de masa. (Vargas & Almera, 2008)
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La difusion molecular en gases es un fenomeno por el cual las
moléculas individuales de un gas A se desplazan y se distribuyen a
través de otro gas B, por medio de desplazamientos individuales y
desordenados de las moléculas. Por tal razén la difusibn molecular

también es llamada proceso con trayectoria aleatoria. (Berrocal, 2011)

Aungue las velocidades de traslacion de las moléculas son muy
altas (cientos de metros por segundo), el movimiento molecular de una
especie es muy lento. En los gases se propaga la difusion (en condiciones
normales) a una velocidad de alrededor de 5 cm/min. La muy baja tasa
de difusién es causada por las colisiones moleculares que se producen a
un ritmo de millones por segundo por cm3. Esto produce, en extremo
fuerte obstaculizacion del movimiento de las moléculas. Por lo tanto, la
distancia recorrida por una molécula en la fase gaseosa entre dos
colisiones posteriores, llamado trayectoria libre medio o la distancia libre

media, es muy baja ~ 107! cm. (Burghardt, 2005)

El flujo neto de moléculas se relaciona directamente con la
diferencia de concentracién, respecto a la posicion (gradiente de
concentracion) mediante una relacion causa — efecto; es decir, la

diferencia de concentracion producira el flujo de masa difusivo. La relacién
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bésica correspondiente a la difusion molecular define el flujo molar relativo

5 %

a la velocidad molar media J .. (Vargas & Almera, 2008). Adolf Fick fue

quien primero postuld una relacion empirica para este flujo molar, la cual
lleva su nombre conocida como la primera Ley de Fick. En una mezcla de
dos componentes, A y B, la velocidad de transferencia de masa del
componente A depende de la velocidad de difusion de A vy del

comportamiento de B. (Ebner, s.f.)

La ecuacion de Fick de la rapidez de un flujo molar para una
mezcla binaria en un sistema isotérmica e isobarica, establece Ilo
siguiente: El flujo molar es directamente proporcional al gradiente de
concentracion. Se expresa matematicamente:

. - ax
Flujo molar: J,, = —C.Dag . a_; [2.41]

Flujo mésico: Jaz = —p-Dag - a@% [2.42]
Donde:

D,g: es el coeficiente de difusion o difusividad masica del componente A,
a través del componente B. La difusividad nos indica la facilidad con que
el componente A, se transfiere en la mezcla. Si la difusividad tiene un

valor elevado, entonces hay mucha facilidad para el transporte de masa.

El coeficiente de difusién depende de la presion, de la temperatura 'y de la
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composicion del sistema. Como es de esperar, de acuerdo con la
movilidad de las moléculas, los coeficientes de difusidbn presentan
diferencias significativas, dependiendo de la fase en que tenga lugar este
mecanismo de transporte. Asi, tenemos que las difusividades de los
gases oscilan entre 0,5.107°% y 1,0.107°. Sus unidades en el sistema
internacional son (m?/s).

Xa: fraccion molar del componente A.

C4: fraccion masica del componente A .

X : . .  ,
a—;‘: es el gradiente de concentracion molar en la direccién z.

aCa

5, €s el gradiente de concentracién masica en la direcciéon z.

—

J ., es el flujo molar en la direccion de z, relativa a la velocidad molar
promedio; sus unidades en el sistema internacional son (kmol/m?. s).

Jaz: €s el flujo masico en la direccion de z, relativa a la velocidad masica
promedio; sus unidades en el sistema internacional son (kg/m?. s).

El signo negativo indica la direccién del flujo de la concentracion
decreciente, es decir, de mayor a menor concentracion. (Anantharaman &
Begum, 2005; Marciarelli, Stancich, & Stappani, 2012; Vargas & Almera,

2008)
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Las expresiones para estimar el coeficiente de difusibn Dgap
cuando no se cuenta con datos experimentales estan basadas en la teoria
cinética de los gases. Se recomienda utilizar el método de Hirschfelder-
Bird-Spotz para mezclas de gases binarias no polares o de un gas polar

con un no polar a baja presion. (Torres, 2007; Treybal, 1995)

1074 [1,048—0,249 /i+i] T3/2 /i+i
Mp Mp Mp Mp
[2.43]

pt. (rap)?. f (kKT/eap)

Dag =

Donde:

T: es la temperatura absoluta (K)

M, , Mg: peso molecular de A y B, respectivamente, (g/mol)
pe: presion absoluta (N/m?)

+ .z
rpAg = %z separacion molecular durante el choque (nm)

ry, rg. diametros de colision de las componentes A y B,

respectivamente, (nm)

1
eag . energia de la atracciéon molecular (k]); con SATB = [(%A) (%B)]Z

k: es la constante de Boltzmann, con k = (1,38)(10723), (kJ/K)

f (kT/epg): €s lafuncidn de colision

A partir de la ecuacidbn [2.41] y considerando de que la

concentracion global C es constante, o bien si no existe reaccién
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quimica, o cuando existiendo reaccion quimica no hay variacion en el

numero de moles, obtenemos:

-t aXa -t Xa -t
JAZ——C.DAB.WﬁJAZ——DAB.[C.W] :>JAZ_
] -t 2Ca
— DAB E[CXA] = JAZ = — DAB “Tan
resultando
J, = —Dup .l [2.44]

Az 0z
Por lo tanto, para el caso de los gases, si la presion y la temperatura son
constantes a lo largo de la trayectoria de difusion, las ecuaciones [2.41] y
[2.44] son equivalentes. (Ibarz & Barbosa, 2005; Torres, 2007; Treybal,
Rodriguez, & Lozano, 1995)

Para el caso de transferencia de masa en todas las direcciones tenemos:

Flujo molar: J, = —C.Dpp . VXj [2.45]
Flujo masico: Ja = —p.Dag . VCyu [2.46]
Donde:

V: es el simbolo que representa al operador nabla.

OXs  OXp  OXa
ox ' oay ' oz

VXa = ( ): es el gradiente de fraccion molar del

componente A.

ac ac ac
VC, = ( A A, 0Cp

o oy oz ): es el gradiente de concentracion masica del

componente A.

51



De las ecuaciones [2.39], [2.46] y [2.21] obtenemos:

y = Ja+ paU = 0y = —pDugVCy + paU = Ty =
— p Dagp VCy + pCyU

resultando

HA = —p DAB VCA + pCAT)) [247]

Se sabe, por otro lado, que la masa no se crea ni se destruye, sino
gue se conserva. Este es uno de los principios basicos en el estudio del
movimiento de los fluidos. Para su entendimiento consideraremos un
volumen de control (VC) en el flujo (Sdmano & Sen, 2009). Sea un VC
diferencial Ax Ay Az, fijo en el espacio e inmerso en un medio continuo en
movimiento que lo ocupa en cada punto y en todo instante, como se
muestra en la figura 2; a través del cual fluye por conveccion forzada una
mezcla binaria de A y B. Es evidente que el balance entre la masa
entrante y saliente a través de la superficie del mismo y en un instante
dado, mas la variacion de la masa en su interior y con la variable tiempo
tendiendo a cero, da inexorablemente una masa resultante nula, puesto

gue esta no puede crearse ni desaparecer. (Pérez, 2002)
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AZ

(Y + Ay; X + AX;Z + AZ)

AX

X X+ Ax

=

Figura 2. Volumen de control
Fuente: Elaboracion propia

Teniendo en cuenta que en un VC, la masa puede cruzar las
fronteras y, por consiguiente, se debe considerar la razén de la masa que
entra y que sale del VC (Cengel & Cimbala, 2007). De esta manera en un
VC se puede enunciar la ley de la conservacion de la masa de la siguiente
forma: “La transferencia neta de masa hacia o desde el VC durante un
intervalo de tiempo At es igual al cambio neto (incremento o disminucién)

en la masa total dentro del VC durante At”. Es decir:

{Variacién neta de la masa} _ {Masa total de la especie A} _ {Masa total de la especie A}
dentro del VC durante AtJ ~ |que entra al VC durante el At que sale del VC duarnte el At

En forma simbdlica tenemos:

Am = mg — mg [2.48]
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Donde:

Am: es la variacion de la masa dentro del VC
mg. es lamasa que entra al VC

mg: es la masa que sale del VC

(Falconi, 2011; Cengel & Cimbala, 2007).

Teniendo en cuenta la velocidad del fluido que entra y sale del VC,
se puede enunciar la ley de la conservacion de la masa para la
componente A, de la siguiente manera: La velocidad de acumulacion de
masa de la componente A dentro del VC sera igual a la diferencia de la
velocidad de masa de A que entra en el VC, y la velocidad de masa de

A que sale del volumen de control.

de A que entra en de A quesale del
el VC durante el At VC durante el At

de masa de A en el
VC durante el At

Velocidad de acumulacién] {Velocidad de masa} [Velocidad de masa]

Para la conservacion de una componente quimica A determinada,
esta relacion debe incluir un término que corresponda a la generacion o
desaparicion de A por medio de una reaccién quimica o biolégica que
ocurra dentro del volumen de control (Marciarelli, Stancich, & Stappani,

2012).
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Velocidad de Velocidad de Velocidad de Velocidad de generacién

acumulacién de( _ )Jmasa de Aque( _ )masa deAque o desaparicién de la [2 49]
masa de Aenel entraenel VC sale del VC masa de A en el )
VC durante el At durante el At durante el At VC durante el At

Por otro lado, un fluido discurre hacia dentro o hacia fuera de un
VC por tubos o ductos. El gasto diferencial de masa de fluido dn; que fluye
a través de un pequefio elemento de area, dA. (seccién transversal), en
una seccion transversal de tubo es proporcional al propio dA., a la
densidad p; del fluido y a la componente de la velocidad del flujo normal a
dA., la cual lo hemos denotado como V;, y se expresa como:
dn; = p;. V;.dA, [2.50]

(Cengel & Cimbala, 2007)

Consideremos las dos caras del VC perpendiculares al eje x. La
velocidad de entrada de materia de la componente A en el VC a través
de la caraen x= x, Yy en virtud de [2.50] serd (ps. Va)lx-Ay.Az, y la
velocidad de salida de materia de la componente A, a través de la cara
X= Xo+ Ax €S (pa. Va)lx+ax-Ay.Az. Expresiones semejantes pueden
escribirse para los otros dos pares de caras del VC, tal como se muestra

en la figura 3. (Bird, Stewart, & Lightfoot, 2006)
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—— (Yo + AV X + AX;Zy + AZ)
" E e v Ay A
v H ") £ A7
{pA-VAMX Ay Az : T [PA Allxsax Y
— i T
Y |- Ay
[\YD; Xg: Zg ) a ‘71
S AX e—"
Xo Xg + AX > X

Figura 3. Volumen de control a través del cual circula un fluido.
Fuente: Elaboracion propia

Resultando por tanto que la velocidad neta de flujo de masa de la
especie A; seré:
En la direccion del eje x:pa. Valx-Ay.AZ — pa. Valx+ ax-Ay.Az

En la direccion del eje y:pa. Valy .AX.AzZ — pp. Valy 4 ay-AX.Az

En la direccion del eje z:py. Val, - AX.Ay — pa. Valz4 az-AX.Ay

La velocidad de acumulacién de materia de la especie A en el VC es

pa
ot

Ax . Ay . Az (Mendizabal & Oronel, 2005).

Puesto que la velocidad de acumulacion de una componente A
dentro de un VC se produce mediante una reaccion quimica, se debe
tener en cuenta que la velocidad de reaccién f, indica la variacion de la

concentracion con el tiempo. Es decir:
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A
fy = % [2.51]

sus unidades en el sistema internacional son (kg/m?3. s).
Si la componente A se genera dentro del VC por medio de una reaccion
quimica, el término de generacién queda: fy . Ax . Ay . Az.

Ahora, teniendo en cuenta la ecuacion [2.49] tenemos:

5} — -
%.Ax.Ay.Az = pa- Valx-Ay.AZ — pa. Valxs ax-Ay.Az +

Pa- Valy - AX.AzZ — pp. Valysay - AX.AZ + pp. Val, . AX.Ay
— Pa- VA|Z+AZ.AX.Ay+fA.AX.Ay.AZ [252]

Por otro lado, si se divide a ambos miembros de la ecuacion [2.52] por
Ax . Ay . Az se obtiene:

pa — Pa- Valx = PA. Valx + ax + PA- Valy — Pa- Valy+ ay + PA-Valz — PA- Valz+ Az +
ot Ax Ay Az

fa [2.53]

0 equivalentemente

0pa _ _ PAValx+ax—PaValx _ Pa Valy+ ay —Pa-Valy  pa-Valz+ az —Pa - Valz +
at Ax Ay Az
fo [2.54]

0 equivalentemente teniendo en cuenta [2.33] se tiene:

Opa _ _ Balx+ ax— Talx _ Taly+ay = Taly  Talz+ az = Tals + fy [2.55]
at Ax Ay Az

57



Seguidamente aplicamos a ambos miembros de la ecuacion [2.55] el

limite cuando Ax.Ay.Az —— 0 para obtener:

4 2 g %) + £y [2.56]

OpA _ (6HA
- 0x ay 0z

ot

0 equivalentemente

apA 6HA 6HA OHA _
T (G T+ TR) =i [2.57]
0 equivalentemente

ot

Donde:
V1,: es el gradiente de concentracion de flujo masico de la componente
A.

La ecuacién [2.58] es lo que se conoce como la ecuacién de
continuidad para la componente A de una mezcla binaria que describe la
concentracion de A con respecto al tiempo para un punto fijo en el
espacio. La variaciéon resulta del movimiento de A y de las reacciones
guimicas en las que se ve involucrado. (Marciarelli, Stancich, & Stappani,

2012; Vargas & Almera, 2008)

A partir de la ecuacion [2.58] y considerando [2.21] y [2.47] se
obtiene:

pa

?"‘VﬁA— fA:0 =

%4‘ V[_pDABVCA+ pCAﬁ]— fA: 0 =
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d(p Ca)
ot

— P Das VZCA + pVCAﬁ + pCAVU — fo=0 _a(paSA)
+pVCyAU + pCyaVU — p Dpg V2Cy = f, ,0equivalentemente

aCa
at

+ VCAT 4+ CoVT — Dug V2C, = %A [2.59]
Cuando la velocidad no depende de la posicion, con lo que en un
determinado instante, la velocidad (y en general cualquier propiedad) es
la misma en todos los puntos del VC. Es decir, la velocidad solo depende
del tiempo, y su gradiente es nulo (VU = 0) (Martinez de la Calle, 2004).

Este hecho conduce a que la ecuacién [2.59] se reduzca en la siguiente:

ZA 4 T.VC - Dap. VEC, = %A [2.60]

Por otro lado, dentro del VC no se producird reaccion quimica
alguna, puesto que la componente A que representa al contaminante
monoxido de carbono (CO) en el proceso de dispersion de un penacho de
escape vehicular, su transformacion quimica es relativamente lento en la
atmosfera (Wang, Chan, Cheung, Leung, & Hung, 2006). Por tanto, el
término de generacion sera f, = 0. En consecuencia, ahora la ecuacion

[2.60] quedara de la siguiente manera:

aCa

A 4 T.VCy — Dpp.V2Cy = 0 [2.61]
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Donde:

Ca: es la concentracion de la componente A

t: es el tiempo

U= (U vy V). es el vector velocidad del viento cuyas componentes
estdn dadas en las direcciones de los ejes de coordenadas x, y, z,
respectivamente.

D4g: es el coeficiente de difusion o difusividad masica del componente A,

a través del componente B.

d9Ca_ 0Ca_ 0Cp

VC, = (aX o ). es el gradiente de la funcion escalar Cy
2= & 4 &, % eselLaplaciano d |
Vi= —+ o +-—: es el Laplaciano de un escalar
22 ¢ 22 ¢ 22 ¢ . , .
2 — _ A A A.
VZCya= V.V (Cy = = T o2 + S5 es la divergencia del gradiente

de la funcion escalar C,.
(Boluda, 2000; Pasinato, 2008)
Por otro lado, remplazando el vector velocidad, el gradiente y la

divergencia de la funcion escalar C, en la ecuacién [2.61] se obtiene:

aCa dCa aCa aCa (ach 82 Cp ach)
2+ 2 4+v,—2+4+vy,—2 - D =
e T Ux o Ty ay TV 5, AB \ gx2 ay? 922

[2.62]

(Boluda, 2000; Reynolds, Roth, & Seinfeld, 1973)
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La ecuacién [2.62] es la formulacion clasica del problema de
transporte por conveccion-difusion. Asumimos el medio fluido
incompresible y no consideramos términos fuente ni reacciones quimicas
(Giraldo & Neta, 1999; Gémez, Colominas, Navarrina, & Casteleiro, 2007;
Winter, 1989; Zoppou & Knight, 1999). La ecuacion [2.62] es el modelo
matematico deducido que nos permitira obtener la concentracion de CO

emitido por los vehiculos al aire.
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CAPITULO IlI

SOLUCION ANALITICA DEL MODELO MATEMATICO

En este capitulo se plantea una solucién analitica particular del
modelo matematico deducido en el capitulo Il. Dicha solucion particular
resultard de la aplicacion del modelo matemético deducido en la
interseccion en estudio para determinar la concentracién del contaminante

CO en el aire.

La ecuacion de conveccion-difusion [2.62] generalmente se
resuelve numéricamente. Sin embargo, los modelos numéricos
representan una aproximacion a las ecuaciones que describen el proceso
de transporte. Por lo tanto, el uso de soluciones analiticas es una
evaluacion fiable de la exactitud de un esquema numérico (Zoppou &
Knight, 1999). A su vez las soluciones analiticas permiten valiosos
conocimientos que se pueden obtener sobre el comportamiento de un

sistema. (Lin & Hildemann, 1996)



Las soluciones analiticas de las ecuaciones de conveccion-difusion
son de fundamental importancia en la descripcion y comprension de los
fendbmenos de dispersidon, ya que todos los parametros se expresan en
una forma matematicamente cerrada y por tanto, la influencia de los
pardmetros individuales en la concentracion de contaminantes se puede
expresar facilmente (Park & Baik, 2008). Por otro lado, la dispersiéon de los
contaminantes procedentes del trafico es a una distancia relativamente

corta (Pospisil, Katolicky, & Jicha, 2004).

La ecuacion [2.62] constituye la base de la mayoria de los modelos
de contaminacion del aire. ElI primer término del lado izquierdo
dependiente del tiempo representa condiciones transitorias (no
estacionarias), mientras que los términos segundo, tercero y cuarto
representan el transporte debido al viento. Los tres términos siguientes
representan la difusion turbulenta en las direcciones x, vy Yy z,

respectivamente. (Sharan, Yadav, Singh, Agarwal, & Nigam, 1996)

Para resolver analiticamente la ecuacion [2.62] haremos los
siguientes supuestos con el fin de simplificarla:
1) Los coeficientes de difusion Dpg en todas las direcciones son

consideradas constantes e iguales y de la misma manera para las
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componentes de la velocidad son consideradas constantes en
todas las direcciones.

2) El eje x positivo esté orientado en la direccion del viento promedio;
donde la velocidad longitudinal promedio del viento v, es mucho

mayor que la velocidad promedio vy, en la direccion del eje y por

ac :
tanto v, a—;‘ =0 (Ismaeil, 2013).

3) Como la velocidad promedio del viento vertical v, es mucho

menor que la velocidad promedio del viento longitudinal v, en la

. . : " . : acC
direccién del eje z positivo se descuidara; es decir v, 6_ZA: 0

(Ismaeil, 2013; Sharan et al., 1996).

Por lo tanto, la ecuacién [2.62] se reduce a:

oCa oCa (ach 0%Cp ach) _
at + vy ox DAB Ox2 + ay2 + 922 =0 [31]

Puesto que los procesos de transporte tienen lugar en un dominio
(sistema) finito y se inician en un tiempo determinado, para derivar las
caracteristicas espacio-temporal de los campos de masa, necesitamos las
condiciones iniciales y de frontera (Singh, 2013). Por lo tanto, para
resolver la ecuacion [3.1] consideraremos como dominio espacial al

conjunto 2 el cual sera un paralelepipedo; contenido en el espacio
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euclidiano R3 y delimitado por la frontera 00; considerando la
concentracion del contaminante C5(x;y;z;t) € Qx[0; T]. Es decir:

Q= {xy;z) € R3/ 8008546 < x < 8008746 A 368812 < y

< 369012 A 600 < z < 1000} [3.2]

y la frontera de este dominio finito esta determinado por

00 = {(x; v; z) € R®/x= 8008546 A x=8008746 a

y= 368812 Ay = 369012 A z = 600 A z = 1000} [3.3]

Con el fin de facilitar los célculos, en adelante haremos una
transformacién del sistema de coordenadas (x; y; z) y lo pasaremos al
sistema de coordenadas (X; Y; Z) de la siguiente manera:

x = 8008546 + 200X; y = 368812 + 200Y; z = 600 + 400Z
Resultando ahora que nuestro dominio nuevo sera:

O={XY,Z)eER/0 <X<1A0<Y<1aA0<c<1ZZ<1

[3.4]
y la frontera de este nuevo dominio sera:
00={XY,Z) ER/X=0AX=1AY=0AY=1AZ=
0nAZ =1 [3.5]

donde supondremos que los seis planos que conforman la frontera del

dominio son impermeables (Batu, 1996). Tal dominio se muestra en la
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figura 4. Por otro lado, las unidades de las coordenadas espaciales

estaran consideradas en metros y la coordenada temporal en segundos.

Figura 4. Dominio espacial considerado para este estudio
Fuente: Elaboracion propia

A continuacion, trataremos de determinar las condiciones de
frontera e iniciales.
Condicion inicial: Asumiremos que al comienzo de la liberacion del
contaminante CO en el dominio (o sistema) de dispersibn no esta
contaminado; es decir:
CAX; Y;Z, ) =0ent=0 [3.6]
(DM Moreira, Vilhena, Buske, & Tirabassi, 2006; D. M. Moreira, Neto, & da

Costa Carvalho, 2005)
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Condiciones de frontera: Las condiciones de frontera tipo Dirichlet, indican
gue los contaminantes se eliminan inmediatamente después del contacto
con los limites del dominio (Lin & Hildemann, 1996). Por lo tanto, se

asume:

Ca(; Y;Z,t) = 0; Ca(X 0, Zt) = 0, Ca(X 1, Z t) = 0;
CAX Y;0;,0) = 0; Ca(X;Y; 1) =0 [3.7]

(Zahor, Charles, & Mirau, 2014).

Una funcién de uso comun para la concentracién del afluente es la
funcion delta de Dirac. Esta fraccion es una aplicacion instantdnea de una
cantidad de soluto (CO) Q en la entrada, en X =0, en un instante

arbitrario, t,, a través de un volumen esta dado por:

Ca (0 Y Z; = - 8(Y—Yo) 8(Z—Hy) 8(t—to) [3.8]

Donde:

Q: es la cantidad concentracion de monoxido de carbono que ingresa a
nuestro dominio (ppm).

6(.): eslafuncién delta de Dirac

vx. la velocidad promedio del viento (m/s)

Hg: es la altura de la fuente de emision (m)
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Y,: es un valor constante sobre el eje Y (m)
(Buske, Vilhena, Tirabassi, & Bodmann, 2012; Kumar & Sharan, 2010;
Tirabassi, Vilhena, Buske, & Degrazia, 2013; Vilhena, Buske, Degrazia, &

Quadros, 2012)

Las condiciones de frontera homogéneas tipo Neumann establecen
que la superficie terrestre y la capa de inversion son a la vez
impermeables. Cuando una pluma de dispersién hace contacto con los
limites, se refleja de nuevo en la atmésfera (reflexion total). En otras
palabras, no tiene lugar la absorcion en los limites y por lo tanto todos los
contaminantes deben existir en algin lugar entre Z=0y Z=1 (Lin &
Hildemann, 1996; M. Singh & Yadav, 1996). Teniendo en cuenta esto el
contaminante no es capaz de penetrar a través de la parte superior de la

capa limite atmosférica (PBL) situada a una altura H; es decir:

Dig acA(xs;; ZY _0enZ=H=1 [3.9]

(Buske, Vilhena, & Moreira, 2009; Kumar & Sharan, 2010; DM Moreira,
Vilhena, Tirabassi, Buske, & Cotta, 2005; D. M. Moreira et al., 2005; M.

Singh & Yadav, 1996; Wortmann, Vilhena, Moreira, & Buske, 2005)
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La superficie terrestre la supondremos perfectamente reflectante y
en consecuencia el flujo difusivo se desvanece cerca de la superficie; es

decir:

Dag 6CA(X;aZ; ZY _ 0 en Z=0 [3.10]

(De Almeida, Pimentel, & Cotta, 2008; Kumar & Sharan, 2010; D. M.

Moreira et al., 2005).

Para asegurar que la concentracion de CO se mantenga acotada,

las condiciones de entrada y de salida se pueden escribir de la forma:

0CAX; Y; Z; 1)

- =0en X=0y X=1 [3.11]

Dap
Estas condiciones se basan en la continuidad de la concentracion a través

del limite de entrada (Van Genuchten et al., 2013).

El uso de la condicion X =1 para un sistema finito implica que un
medio semi-infinito con propiedades idénticas se coloca mas alla del
sistema de interés. No existe supuestos que tengan que ser realizados en
relacion con los procesos fisicos en la salida X =1, aparte de que la
ecuacion de conveccion-difusion es aplicable en cualquier otrocon X > 0

(Van Genuchten et al., 2013).
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Por otro lado, asumimos que en las fronteras Y=0 y Y=1 se

cumple:

D acA(X;;(; ZY _ 0en Y=0y Y=1 [3.12]

(Buske et al., 2009; D. M. Moreira et al., 2005; M. Singh & Yadav, 1996)

Tanto las condiciones tipo Dirichlet (absorcion total) como las
condiciones tipo Neumann (reflexion total) son apropiados para el calculo
de la concentracion real a nivel del suelo de los contaminantes

atmosféricos (Goyal & Kumar, 2011).

La fuente de emisiéon de la concentracién de CO lo supondremos
ubicado en el punto de coordenadas (0;0; Hy) que vendra a ser el tubo
de escape de los vehiculos (Ning, Cheung, Lu, Liu, & Hung, 2005; Sharan

et al., 1996).

Para resolver la ecuacion [3.1] sujeto a las ecuaciones [3.6] — [3.12]
haremos uso de un método analitico, para obtener una solucién exacta,
puesto que con una solucién analitica es de una importancia fundamental
para la comprensién de los fendbmenos fisicos (Davidson Moreira &
Vilhena, 2009). Por otro lado, las soluciones analiticas no solo son

herramientas indispensables para predecir la concentracion de los
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contaminantes del aire con gran precision matematica, si no también son
la forma mas facil de describir el comportamiento temporal y espacial no
estructurado de los contaminantes en la atmdésfera (Davidson Moreira &

Vilhena, 2009).

El uso de las técnicas analiticas representan un bajo costo
computacional, buena precision en los resultados y en el caso de la
Técnica de Transformada Integral General (GITT) y la Técnica de
Transformada de Laplace Integral Generalizada (GILTT) controlan el error

de los resultados. (Cassol, Wortmann, & de Vilhena, s.f.)

La técnica GITT, se puede decir que es una técnica para resolver
ecuaciones en derivadas parciales (EDP). La técnica GILTT, es una
técnica derivada de la técnica GITT. Tiene como principal diferencia de su
antecesora el uso de la transformada de Laplace y la diagonalizacion de
matrices en la solucion del problema transformado que, en el caso de
problemas lineales, es obtenida de forma totalmente analitica. (Cassol et

al., s.f.)

Una de las limitaciones del uso de la técnica GITT esta en las

condiciones de frontera del problema original a resolver. La técnica solo
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es aplicable en problemas con condiciones de frontera homogéneas. En
el caso de que las condiciones de frontera no sean homogéneas se hace

uso de filtros para su homogenizacion. (Cassol et al., s.f.)

En el uso de la técnica GITT la funcién desconocida C4(X; Y; Z; t)
se expande en una base determinada a partir de un problema de Sturm-
Liouville escogido por asociacién del problema original. Mediante el uso
de la técnica GITT se deben seguir los siguientes pasos principales para

obtener la soluciéon de una EDP.

a) Se determina el problema auxiliar de autovalor de Sturm-Liouville.

b) Se resuelve el problema auxiliar, desarrollando adecuadamente el
par Transformada-Inversa.

c) Transformar la ecuacion en derivadas parciales original en un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias transformado o
ecuaciones algebraicas.

d) Se trunca el sistema de ecuaciones en un numero suficientemente
grande de términos y se resuelve el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias transformado para obtener los potenciales

transformados.
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e) Se utiliza la formula inversa ya establecida en el paso (b) para
obtener la funcién desconocida del problema original.
(Cassol, 2006; Guerrero, Pimentel, Skaggs, & van Genuchten, 2009;

Pelegrini, 2005)

Considerando que las condiciones de frontera de nuestro problema
principal a resolver no son todas homogéneas, se tratard de homogenizar
la condicion de frontera [3.8] para lo cual el problema principal sera filtrado
(Cassol, Wortmann, & Rizza, 2009; Almeida et al., 2008; Guerrero et al.,

2009).

Para determinar una solucién de filtro, se define una funcion
F(X; Y; Z) que debe obedecer a una version estacionaria con coeficientes
constantes del operador de la ecuacion en derivadas parciales original
[3.1] sujeta a las mismas condiciones de frontera. De esta forma, la

funcién F(X; Y; Z) obedece al siguiente sistema de ecuaciones:

0F(X;Y; Z) D 0%F(X; Y; Z) D 0%F(X;Y; Z) D FXY;Z) 0
X ax AB — gx2 AB — gy2 AB 972 -

[3.13]
F(1;Y;2)=0; FX;0; Z2)=0; F(X; 1; Z) = 0; F(X;Y;0)=0; FX;Y;1) =0
[3.14]

FX; Y; Z) = ﬁﬁ S(Y — Y,) 8(Z — Hy) en X=0 [3.15]
X

73



= 0F(X;Y;Z)

Dup TSP =0 en X=0y X=1 [3.16]
Dy TP =0 enY=0y Y=1 [3.17]
Dap Z02 =0 enZ=0y Z=1 [3.18]

donde ©Ux y Dag, son coeficientes constantes y corresponden al valor

promedio de vy y D,g, respectivamente.

Para garantizar las condiciones de frontera de la ecuacion auxiliar,
que aqui se hace llamar filtrada, hacemos:
CfX; Y; Z; ) = CaX; Y;Z;0) — FX Y; 2) [3.19]

(Cassol, 2006; Cassol et al.,s.f.).

Aplicando las condiciones de frontera de [3.7] al [3.12] en
Ci(X; Y; Z; t) y considerando las condiciones de frontera de F(X; Y; Z),
iguales a las condiciones de frontera de C,(X; Y; Z; t) se obtienen

condiciones de frontera homogéneas para C{(X; Y; Z; t):

C'X; Y;Z; )=0 en X= 0 [3.20]
_ fry.v. 7.

Dap ZEEEY — 0 en X = 1 [3.21]
= acixXY;Z )

Dyp — 5, ——=0enZ=0yZ=1 [3.22]

De una manera similar se obtienen el resto de condiciones de frontera.
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Para resolver la ecuacion [3.13] no es posible aplicar la Técnica de
la Transformada Integral Clasica (CITT) la cual no viene a ser mas que
una generalizacion del Método de Separacion de Variables; puesto que
dicha ecuacion posee un término convectivo (Pelegrini, 2005). Es por ello

gue aplicaremos la técnica GITT.

Ahora ya estamos en condiciones de resolver la ecuaciéon [3.13]
sujeto a sus condiciones de frontera, aplicando la técnica GITT. Para la
aplicacion de esta técnica GITT seguiremos el mismo procedimiento que

para el problema bidimensional que se presenta en (Moreira et al., 2009).

Primero determinamos el problema auxiliar de Sturm-Liouville, para

0°F(X;Y;Z)

lo cual tomaremos
972

como el operador de Sturm-Liouville y siendo
Lt} = — [p(2) 3] + a(Z) n(2), donde p(Z) =1 y q(Z)=0 en0 < Z <

2
1, resultando de este modo L{n} = 272 y tomando en cuenta las

condiciones de frontera n'(Z) =0 en Z =0; Z = 1. Para determinar las
funciones propias de cualquier operador de Sturm-Liouville usamos:

N'(Z)+ y*n(Z) =0; siendo0 < Z <1 yn'(0)=0; n'(1) =0 [3.23]

! 14

donde indican las derivadas primera y de segundo orden de la

y

funcion n(Z), respectivamente.

75



Para resolver el problema de Sturm-Liouville planteado, tomaremos
su ecuacion auxiliar de la ecuacion diferencial ordinaria (EDO) dada por
[3.23].
m?+ y>=0 > m?= —y?2 > m= +vyi;, por consiguiente la solucién
general de [3.23] sera:

N(Z) = CycosyZ + C,senyZ [3.24]
donde C; y C, son constantes las cuales se van a determinar.

Si n(Z) = CycosyZ + CysenyZ = n(Z)= — C;y senyZ + C,Yy cosyZ,
puesto que por [3.23] 1'(0) =0 = C,y=0=>C,=0Vvy=0; pero
como y = 0 entonces C, = 0, resultando n'(Z) = — C; y senyZ; por otro
lado (1) =0 = —C;yseny=0 = C;, =0 vV y = 0 Vseny= 0; pero
como C; # 0 yy # 0 entonces se tiene que seny= 0 = y = Tk,
k=1;2; ---.

Resultando, por tanto, que la solucion del problema de Sturm-Liouville
queda expresado por:

Nk(Z) = cos(yxZ) con y, = mk(k=1;2; --+) [3.25]
Obteniéndose de este modo que nx(Z) = cos(yxZ) es el conjunto de
funciones propias ortogonales en el intervalo 0 <Z <1 y vyx=

ik (k = 1; 2; --+) su conjunto de valores propios.
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El siguiente paso de la técnica GITT es expandir la funcion
F(X; Y; Z) a una base de funciones propias ortogonales, aplicando la
técnica en la variable Z; puesto que en este eje las condiciones de
frontera son homogéneas, lo que nos permite su uso. Para ello, entonces

definamos el siguiente par Transformada — Inversa.

1 FXY; Z) nk(Z)

FX Y) = N dZ (Transformada) [3.26]
FX Y; 2) = Y2, Fk(“% (Inversa) [3.27]

donde la norma Ny esta dada por

1
Ng = [y n (2) dZ [3.28]
Por otro lado, las funciones propias ortogonales y valores propios del

problema de Sturm-Liouville, satisfacen la propiedad de ortonormalidad:

1 1 _(0; si j#FKk
b mom@a= {7 L T [3.29]
(Buske et al., 2009; Cassol et al.; Cassol et al., 2009; Costa, Vilhena,
Moreira, & Tirabassi, 2006; Almeida et al., s.f.; 2008; Wortmann et al.,

2005)

Para determinar los coeficientes desconocidos F(X; Y) (variable
dependiente transformada) remplazamos la ecuacion [3.27] en la

ecuacion [3.13] para obtener:
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yo o, 2L E&Y) @ D 0 F&XY) k(@)
k=1 X 5x \/N_k AB  5x2 \/N_k
= 9 BREYm®@ 5 FREDWE@
— Dap - %_ Dag k—k] =0 [3.30]
Ahora teniendo en cuenta [3.23] tenemos n.(Z) = — yi (D),
remplazando este resultado en [3.30] tenemos:
yio0 . 2L &Y m@ 5 0% FXY) k(@
k=1 X 5x \/N_k AB  5x2 \/N_k
= 0> FrXY) ni(2) = Fr(X Y) ng(2)
— Dap 3z %"‘ Dag Vi % =0 [3.31]

Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacion [3.31]

por el operador fl 11/’(_)
n(Z) nk(Z) _ % _
Z [UX < Fr(X; Y)] ’ dZ — Dpp ooz Fu(X V)
1 (@) nk(2) I T 1 () nk(2)
Js N dz Dag 357 FkXY) [ N dz
= = 1 0@ (@
+ Dap vi FuX V) fojﬁj—ﬁ_k dZ] = 0 [3.32]
0 equivalentemente
> [a - 22
kZl = BV B V) = o Y GG V)
- aYZ FlX V) Dp(X V) + FX V) Eg(X; V)] =0 [3.33]
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Donde:

_ 1 0@ @)
Bji(X; Y) = Uy [ JJW]—J;_R dz [3.34]

[ 1;(2) Nk (2)

Cix(X; Y) = Dag J, N N

dz [3.35]

= 1 @@
Dix(X; Y) = Dag J]WJ—JIET( dz [3.36]

= 1 (@) k(@)
Ex(X; Y) = Dap Vi J, W—JN— dz [3.37]

Para encontrar la variable F,(X; Y), aplicaremos la técnica GITT de una

manera analoga respecto a la variable Y.

9% FX; V)

Por lo tanto, tomaremos 2

como el operador de Sturm-Liouville

y siendo L{g} = — [p(Y) f)—‘i] +q(Y) o(Y), donde p(Y) =1 y q(Y) =0 en

2
0 < Y < 1, resultando de este modo L{gp} = ZT(E y tomando en cuenta

las condiciones de frontera ¢'(Y) =0 en Y=0; Y= 1. Para determinar

las funciones propias de cualquier operador de Sturm-Liouville usamos

@"(Y)+ B%p(Y)=0; siendo0 <Y <1 y ¢'(0)=0; ¢'(1) =0 [3.38]
Para resolver el problema de Sturm-Liouville planteado, tomaremos

su ecuacion auxiliar de la EDO dada por [3.38].

m?+ B2 =0=m?= - B2 =>m= +Bi; por consiguiente la solucion

general de [3.38] sera:

@(Y) = C3cosBY + C,senBY [3.39]
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donde C; y C, son constantes las cuales se van a determinar.

Si  ¢@(Y) = C3cosBY+ C,senBY = @' (Y) = —C; BsenBY + C, B cospY,
puesto que por [3.38] ¢'(0)=0 = C,B=0=>C, =0V B=0; pero
como B = 0 entonces C, = 0, resultando 1'(Z) = — C; B senBY; por otro
lado @'(1) =0 > —C3Bsenf=0 = C3=0 v B = 0 VvVsenB = 0; pero
como C; # 0y B# 0 entonces se tiene que senf= 0 = B = mj,
j=1;2; -

Resultando, por tanto, que la solucion del problema de Sturm-Liouville
queda expresado por:

@;(Y) = cos(B;Y) con Bj=mj(=12; ) [3.40]
Obteniéndose de este modo que ;(Y) =Cos([3]-Y) es el conjunto de
funciones propias ortogonales en el intervalo 0 <Y <1 y B;=
mj (j = 1;2; --+) su conjunto de valores propios.

El siguiente paso de la técnica GITT es expandir la funcion F.(X; Y) a una
base de funciones propias ortogonales, aplicando la técnica en la variable
Y; puesto que en este eje las condiciones de frontera son homogéneas, lo
que nos permite su uso. Para ello, entonces, definamos el siguiente par

Transformada — Inversa.

FX = | 01 w dY (Transformada) [3.41]
]

= v, vy _ voo  Fr®) @)

Fr(X Y) = X524 N (Inversa) [3.42]
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Donde la norma N; esta dada por:

1
Nj = @} (Y) dY [3.43]
Por otro lado, las funciones propias ortogonales y valores propios del

problema de Sturm-Liouville, satisfacen la propiedad de ortonormalidad:

0; si j#k
e hemema= {7 570 [3.44]

Para determinar los coeficientes desconocidos l=?]-k(X) (variable
dependiente transformada) remplazamos le ecuacion [3.42] en la

ecuacion [3.33] para obtener:

S O = Bi(XY) @(Y) = C(XY) @i (Y)
; ; i vN; " VN

L= DR Q) | = (XY ¢;(0] _

Fi(X) ~ + Fr(X) v 0 [3.45]
Ahora, teniendo en cuenta [3.38] tenemos @ (Y) = — B @;(V),
remplazando este resultado en [3.45] tenemos:

O = Bi(X;Y) @i(Y _ Cr(Y) oi(Y
Z Z [T, kXY) @) B0 kX Y)  @;(Y)
k=1 j:l ) \/W] \/WJ
2 & DY) 9j(V) | = Ex(XY) o;(0] _
+ B B0 2ELED 4 o ] -0 [3.46]

Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacion [3.46]

por el operador fol ‘pk—l\(:() dY para obtener:
k
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ﬁii[?g)IWMWD%W)%de

k=1 j=1 Nk

1C(XY) @i (V) @i (Y) 1DjkXY) (V) ¢k(Y)

- (X) f \/—\/— dy + B] ]k(X) f \/— \/_ dY

1 Ejx(X;Y) @;(Y) @k(Y)

+ ]k(X) f \/— \/_

dy] =0 [3.47]

0 equivalentemente

D F L0 = TR0 M0+ Fu00 Ny

k=1 j=1

+ Fp(X) 0pX®)] = 0 [3.48]
Donde:
1 Bjk(X;Y) @;(Y) ok (Y)
LX) = [, - JW,-JJN_k dy [3.49]
1 Cix(XY) @5(Y) @k (Y)
Mj(X) = f, = NJJN_k dy [3.50]

1D (X;Y) @i (Y) ok(Y)

NiX) = B} J, Yoo dy [3.51]
04 (X) = flE,-k(x;Y) &) k) oy 3.52]

0 VNV
Por otro lado, teniendo en cuenta los resultados de [3.34] al [3.37] y del

[3.49] al [3.52] la ecuacion [3.48] se transforma en:

o)

= _ ot 0@ @ (V) (V)
F. (X dZ dy
;;[ Jk()vxfofo VN VN Nj Nk

I Y Lt (D) nk(@) (V) @i (Y)
Dag  Fj(X) ff N N N N

dZ dY

82



- = Lrl ni(Z Z) @;(Y Y
+ B? Dag ij(X)f f N (Z2) nk(Z) @;(Y) @i (Y) 4z dy
o Jo Nj YN /Nj YN«
2 7 [ 1 1 (2 k(@) @;(Y) @k(Y) _

Teniendo en cuenta la propiedad de ortonormalidad dados por [3.29] y

[3.44] la ecuacion [3.53] se transforma en:

Ox Fix(X) — Dag ?j,lz(x) + B} Dag Ejk(x) + Y Dag l=:jk(X) = 0(j=k=

1; 2; ) [3.54]

0 equivalentemente

Dag Fj(X) —0x Fj(X) — Dap (B} + Vi) Fx®) =0(G=k=1;2; )

[3.55]

La ecuacion [3.55] representa un sistema de ecuaciones

diferenciales lineales ordinarias homogéneas con coeficientes constantes,

para ello tenemos la variaciéon de los indices j y k; para lo cual

consideraremos que sea hasta un valor N lo suficientemente grande: es

decir, j = k = 1; 2; ---; N. Por otro lado, encontraremos sus condiciones de

frontera; para lo cual partiremos de la ecuacion [3.15]; aplicando la técnica

GITT en relacion a las variables Y y Z.

F(0;Y;Z) = ﬁ& 6(Y—-Y,) 6(Z— Hy) vy por otro lado teniendo en cuenta
X

[3.27] tenemos:

Fi(0; Y) ni(2) Q
T " = 5 00— Yo) 8(Z— H) [3.56]
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Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacion [3.56]

por el operadorf1 nj(_) dZ para obtener:
N

_ J; (@) m(Z ) 18(Z — H )n,(z)

Fi (0; V) 6(Y Y,) dz
2" VN N )T

[3.57]
Por otro lado, tendremos en cuenta la propiedad importante de la
funcién delta de Dirac que cumple f_":o n;(Z) 6(Z)dZ = n;(0) lo cual
también es valido si la variacién de Z es finito; como es nuestro caso en

que 0 < Z < 1. Teniendo en cuenta este resultado la ecuacién [3.57] se

transforma en:

I3 (@) (@)

N o . _ QS(Y_YO)nj(Hs)
Zk:l Fk(oi Y) \/W]\/N_k dZ = ﬁx\/wj — [358]
A partir de [3.42] la ecuacion [3.58] se transforma en:
1
v Zszlek(O) @i fo nj(@) nk(@) 4z = Q8= YoIniHy) (3.59]

JN T UN N ox VN
Seguidamente multiplicamos a ambos miembros de la ecuacion [3.59] por

@i (Y)
N

el operador fol dY para obtener:

N N
Z Eﬁlk(O)ff 1 (2) k(Z) 9;(Y) @i (Y) 7 dy

== VN VN N VN

_ QY (1 50 Yo) ei¥) 4y

[N

[3.60]

0 equivalentemente
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N N
D, Z?Jk(oﬂ 0@ @D oM o) o Q) e
k=1 j=1 \/_l \/_ \/_J \/_ UX\/WJ' \/N_k

[3.61]

Ahora, teniendo en cuenta la propiedad de ortonormalidad la ecuacion

[3.61] se transforma en:

Q nj(H) @x(Yo)

S JN N G=k=1;2; --; N) [3.62]

Fi(0) =

Por otro lado, teniendo en cuenta las ecuaciones [3.16]; [3.27] vy

aplicando la técnica GITT en relacion de la variable Z y Y, obtenemos:

aF(l Y,Z) kA Fk(l Y) T]k(Z) 0 Fk(l Y) nk(2)
= Yk=15g — e D Zk=ix e =0 [3.63]
JNk 19x Nk

Seguidamente multiplicamos a ambos miembros de la ecuacion [3.63] por

1 111()

i

el operadorf dZ para obtener:

1 @) k()

Thoior F(LY) ) e 42=0 [3.64]

Ahora teniendo en cuenta la ecuacién [3.42] la ecuacién [3.64] se

transforma en:

¢j(Y) 1 mj(Z) nk(Z) _
Th=1 It 16X Fi(1) N Jo e 42=0 [3.65]

Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacion [3.65]

por el operador fol ‘kade para obtener:
k

1 T]](Z) nk(Z) (P](Y) (Pk(Y)

Zklz]lax ]k(l)ff \/—\/—\/_\/_

dZdY =0 [3.66]
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Ahora, teniendo en cuenta la propiedad de ortonormalidad la ecuacion
[3.66] se transforma en:

aix Fr(1) =0(G=k=1;2; ~;N) o equivalentemente

Fi () =0G=k=12; -;N) [3.67]

(Cassol & Wortmann, 2006; Cassol et al., 2009)

Puesto que ya tenemos las condiciones de frontera de la ecuacién
[3.55] dadas por [3.62] y [3.67], ahora pasaremos a resolverla. Para tal
efecto, tomaremos su ecuacion auxiliar de la ecuacion diferencial ordinaria

[3.55].

= — Uxt [Ux?+4D3g (B?+ V2
DABmZ_I_)Xm—DAB(Bj2+Yl2<)=O=>m:UX JUX A (B +vi)

ZEAB

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion [3.55] sera:

Ux - \/ﬁxz +4D3p (8] + V12<)X ox * \/ﬁxz + +D3p (B} + Yi)x

l?'jk(X) =Ae 2DaB + Be 2DpB

G=k=1,2;--; N) [3.68]
Donde A y B son constantes las cuales se van a determinar.

La ecuacion [3.68] equivalentemente lo podemos escribir como:

Fi(X) = Ae?X + BebX [3.69]

Donde:

L Oy — \/ﬁxz +:1 Dip (BJZ +Y12<) yb = Ux + \/ﬁxz +j Die (Bf * le() [3.70]
2DaB 2Das
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Q nj(Hs) @x(Yo)

ox VN VN

Haciendo uso de la ecuaciéon [3.62] tenemos que Ek(o) =

de donde resulta que:

Q nj(H) @x(Yo)

o [3.71]

Fr(0=A+ B = A+ B =

Si Fj(X) =Ae*® + BePX = Fj(X)=Aae’* + BbePX y teniendo en

= a
cuenta [3.67] tenemos Fj (1) =0 = Aae® + Bbe? =0 = B=-— A;aef)
obteniéndose de este modo que:

(a-b)
B=- 42¢ [3.72]
b
Remplazando [3.72] en [3.71] tenemos:
A — Aae@b _ Q?j(Hs) ¢k (Yo) A[l o a e(a_b)] _ Q?j(Hs) @k (Yo)
b Sx (N VMK Ox N VMK
A = Q nj(Hs) @x(Yo) i B = — 2 Q Mj(Hs) @r(Yo) e@~P
Ox Nj YN [1- me@ D]’ Ox b Nj N [1- Se@b) ]
Por lo tanto, la solucion particular de la ecuacion [3.55] esta dada por:
= _ Q nj(Hs) @k(Yo) X a Q Mj(Hs) @r(Yy) e@D obX
Fir(X) = -
) UX\/_\/_k[l——e(a b)] Uxb\/_\/_[l——e(a b)]
[3.73]
0 equivalentemente
= _ QT]](HS) @ (Yo) aX _ (a=b) bX 1.9
F]k(X) UX \/— \/_k 1 _ _e(a b)] [ — € ] (] 1’ 2’ ) N)
[3.74]

Seguidamente substituiremos l?jk(X) en la ecuacion [3.42] para obtener

87



Q cos(B;jYo) cos(yxHs) [ ax _ a e(a b) o @;(Y)

Fk(X Y) = 2] 1 - m

Ux /Nj Nk [1— 2 ela- b)]
G=k=1,2; - N) [3.75]
A continuacién, substituimos Fi(X; Y) en la ecuacion [3.27] para

obtener:

N N
FX;Y; Z) =

Q cos(B;Yo) cos(yiHy) ferx -

k1]1UX\/_\/_[1——e(a b)]

=k=1;2; ) [3.76]

d
(a=b) b X
b e e ]

%W @

NN
Resultando de esta manera que la ecuacion [3.76] constituye ser la

solucion del filtro F(X; Y; Z).

Teniendo en cuenta ahora que la nueva variable C'(X; Y; Z; t)
definida en la ecuacion [3.19] lo utilizaremos para definir el problema
auxiliar con condiciones de frontera homogéneas. Es decir
CAaX; Y;Z;t) = CI(X; Y; Z;©) + F(X; Y; Z) lo substituiremos en la
ecuacion [3.1] para obtener:

Ci'X; Y; Z; 1) + ux o cf(x Y; Z;t) + vy —F(X Y; 7)

62
_DABaXZC(XY 7, t) — DABE FX; Y; 7) _DABEC(X Y; Z; t)
92 92 f 92
— Das mF(X; Y; Z) — Dap 55z C (X;Y; Z; t) — Dyg 7 FX; Y; Z)=0

[3.77]
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0 equivalentemente

2

d
C'X; Y; Z;t) — Dap 553 C'CX Y5 Z; ©)

G
fry. v. 7.
C'X; Y; Z; 1) + vy e

ot X

LXK Y L0 = —vg = FXY; Z)
972 ) ) ) X X ] )

a2
— DaB 53z C'(X; Y; Z; t) — Dag
a2 a2 a2
+ Dap 5z F(X; Y5 Z) + Dag oz F(X3 Y, Z) + Dap 5 F(X; Y; Z)
[3.78]

Seguidamente obtendremos las condiciones de frontera de la

ecuacion [3.78] en la que tendremos presente que las condiciones de

frontera de la variable C5(X; Y; Z; t) seran las mismas condiciones que

para la variable F(X; Y; Z). Asi tendremos:

C'X; Y; Z;0) = CA(X;,Y;Z;,0) — FX Y; 2) b C'(X; Y; Z; 0)

=0-FX Y, 2)

resultando de este modo que:

C'X; Y; Z;) = —FX; Y; 2) en t=0 [3.79]

cfo; Y; 2 v = Ca(0; Y, Z,t) — FOO;Y;2) = cf(o; Y; Z; 0

= 1_% S(Y = Y,) 8(Z — H,) — ﬁ& 5(Y - Y,) 6(Z— Hy); resultando de este
X X

modo que:

CfX; Y; Z;t) = 0 en X =0 [3.80]
L LY, LY = 2L Y: LY - 2FLY; D) =

X ) ) ) X A ) ) ) X ) )

%Cf(l; Y; Z; t) = 0 — 0; resultando de este modo que
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ZC'(X% Y; ZH) =0 en X =1 [3.81]

De una manera analoga obtenemos las condiciones de frontera restantes

;—ch(x; Y; Zt) =0 en Y=0: Y =1 [3.82]
%cf(x; Y; Zt) =0 en Z=0; Z =1 [3.83]
CfX; Y; Zt) =0en X =1 Y=0 Y=1; Z=0: Z=1 [3.84]

Ahora, estamos en condiciones de resolver la ecuacion [3.78]
sujeta a sus condiciones de frontera e inicial dadas por las expresiones
del [3.79] al [3.84]. Para lo cual emplearemos nuevamente la técnica GITT
primeramente con respecto a la variable z(Cassol & Wortmann, 2006;

Cassol et al., 2009).

Es importante sefialar que la aplicacion de la técnica GITT en el
problema [3.13] ser& equivalente a la aplicacion de la técnica GITT en el
problema [3.78]. Por consiguiente, ambos procedimientos tienen el mismo
problema auxiliar de Sturm-Liouville respecto a la variable Z dado en
[3.23], las mismas funciones propias ortogonales y valores propios dados
en [3.25], la misma norma dado en [3.28], el mismo operador integral. Sin
embargo, su par de formulas Transformada-Inversa cambian y quedan

definidas como:

90



1¢fX; Y; Z; ©) k(@)

CX Y; = [ N dZ (Transformada) [3.85]
X Y 2 =32 W (Inversa) [3.86]

donde (_:{((X; Y; t) eslavariable dependiente transformada.
Para determinar los coeficientes C{;(X; Y; t) remplazamos la variable

Cf(X; Y; Z; t) dado en [3.86] en la ecuacion [3.78] para obtener:

(o]

Z [6 L Y, © (@) . d ChX Y © me(2)
© —
= VN 0X v Nk
L0 G Y om@ 9% Gl Y D@
- AB - AB
0X? /Ny 0Y? /Ny
L Y 0l @ a a2
— DaB %} = = Ux o FX Y, 2) + Dpg o7 F(X Y; Z)
a2 a2
+ DAB ﬁ F(X, Y; Z) + DAB ﬁ F(X, Y; Z) [387]
Teniendo en cuenta [3.23] tenemos que: M (Z) = —vE n(2)

remplazando este resultado en la ecuacion [3.87] obtenemos:

9 Ck(X Y; ) nk(Z) a ChX Y (@ 92 TL Y, (@)

Ykt TNe + vx TN — Da 353 TN
Dag %@(X; T/:Niink(l) + Dpg (e Y:\;L_x}’(ﬁ nk(Z)] = 6% Y; Z)
[3.88]
Donde:
S Y 2) = —vx = F(X Y; Z) + Dap == F(X Y; 2)
ax X2
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9? 92
+ Dap oz FX Y, 20+ Dap 5 FX Y Z) [3.89]

Seguidamente multiplicamos a ambos miembros de la ecuacion [3.88] por

el operador fl T\]/’(_) dZ para obtener:

- (2) M (Z 9 _

Z[ CEX Y )f @ D vx =2 CLOG V3 ©
k=1 VN] VNk

1 nj(@) k(@) _ 9% Sfrv. v 1 (@) k(@)

Jy N dz Dap 55 CX Y O g N dz

1 15(Z) nk(2) 1 nj(@2) k(@)

92 —¢ w 2 ~fry. v
— Dap 7 (X Y5 ) [ Wdz + D Vie Gl Y 0 Jy Wdz}

T]](Z)

= [ Y 2) [3.90]

0 equivalentemente teniendo en cuenta las expresiones dadas de la [3.34]

al [3.37] tenemos:

S T vo0 A v+ o T Y0 B )

X
k=1
92 _ 2
- o G Y 0 G V) = = T Y5 D) DX V)
+ CLX Y DERXY)] = FXY) [3.91]
Donde:
1 n;(2) nk(Z)

n,(Z)

FXGY) = [ ¢ Y 2) [3.93]
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Para determinar la variable dependiente CL(X; Y; t); aplicaremos
la técnica GITT de una manera analoga respecto a la variable Y. Para lo
cual el problema de Sturm-Liouville con respecto a la variable Y es el
mismo que lo dado en [3.38]. Sus funciones propias y valores propios son
los mismos que los dados en [3.40]. Su misma norma como lo dado en
[3.43], el mismo operador integral. Sin embargo, su par de férmulas
Transformada-Inversa quedan definidas por:

1 TR Y B @5(Y)

Cr(X O = [, e dY (Transformada) [3.94]

E]fk X 0 @;(Y)

N (Inversa) [3.95]

G Y, 0= X2,

donde ﬁjfk(X; t) es la variable dependiente transformada.

Para determinar los coeficientes ﬁjfk(X; t) remplazaremos la

ecuacion [3.95] en la ecuacion [3.91] para obtener:

2.

+
k=1 j=1 \/W] X \/W]

2 ThX D GuXY) @) ThX 0 DRXY) ¢'(V)

ox: VN VN

ChX O E(XY) @5(Y)

VN

a Ejfk(X; ) A (X Y) ¢;(Y) ] Ejfk(X; t) B (X Y) ¢;(Y)
ot

M

]:ﬂ@ﬂ) [3.96]

93



Teniendo en cuenta [3.38] tenemos ;' (Y) = B]-Z ®;(Y) remplazando

este resultado en [3.96] obtenemos:

i i[ 9 TG ) MO ¢ 8 ThX D B o)
0

k=1 j=1 t \/Wl X \/Wl
_ 2 G 9 G g, Tl 9 DY) o)
ox? VN ] VN
Ch(X; © Ejx(XY) oY
k& O \’/1% ) o )] = FXY) [3.97]

Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacién [3.97]

por el operadorf <kag) dY para obtener:

ii{% 2 o f A Y) o0 0 4y, 2

k=1 j=1 VN x

fol Bjk (X T/)N—].(pj;% or(Y) iy — aa_); éjfk(x; 0 fl C]k(XT/)—(P]\(/Yl(pk(Y) dy

B] C (X 0 fl D]k(Xj)—q’]\/(E‘Pk(Y) ay + C (X O f1 E]k(XY\;—w\]/(i) Pr(Y) dY]
= ['R&Y) %Y) dy [3.98]

0 equivalentemente teniendo en cuenta las expresiones de la [3.49] a la
[3.52] tenemos:

o [e4} a a 62 N

Z Z[at XD e X + = X Ch(X:B) Ly (X) — e = TR ©) M (X)

k=1 j=1

+CROG H N0 + ThX 903 X] = BX) [3.99]
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Donde:

1 ARY) @(Y) @i(Y)

e (X) = [ = N;"’JN_](""‘ dy [3.100]
1 )

BX) = J; Fj(X;Y)(pkﬁdY [3.101]

Para encontrar la variable dependiente ﬁjfk(X; t), aplicaremos la
P . 92 =
técnica GITT en la variable X. Para ello tomaremos a?ijk(x; t) como el

operador de Sturm-Liouville y siendo L {{} = aix [p(X) ‘;—i’] + q(X) ¢ (X),
donde pX) =1 ygX)=0 en 0 <X <1 resultando de este modo

2
L{y}= 37112’ y tomando en cuenta las condiciones de frontera Y(X) =0

en X=0y y'X) =0 en X=1.
Para determinar las funciones propias de cualquier operador de
Sturm-Liouville usamos:

PY'X)+ 22 PX)=0;siendo0 <X <1y P@0)=0; ¢'(1) =0 [3.102]

Para resolver el problema de Sturm-Liouville planteado, tomaremos
su ecuacion auxiliar de la EDO dada por [3.102].
m?+ A2 =0 = m?= — A2 = m= £Ai, por consiguiente la solucion
general de la ecuacién [3.102] sera:
P(X) = CscosAX + CgsenAX [3.103]

donde C; y Cg son constantes las cuales se van a determinar.
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Puesto que Y(0)=0 = Cs=0, resultando Y(X) = CgsenAX =
P'(X) = CgAcosAX puesto que y'(1) =0; entonces tenemos:
CeAcosA=0=> C,a=0VA=0VcosA=0; pero Cga 0y A=+0
entonces cosA = 0 = A = g 2i — DG = 1;2; ).

Por lo tanto, la solucion del problema de Sturm-Liouville seré:

P;(X) = senAX con A = g Qi - DG = 1;2; ) [3.104]
A su vez su par de formulas Transformada-Inversa estan definidas por

1 THED B (%)

Cij(®) = [, N dX (Transformada) [3.105]
Tt = 32, w (Inversa) [3.106]

donde (E:i,-k(t) es la variable dependiente transformada; la norma N; esta
dada por:

Ni = [, WX dX [3.107]
Por otro lado, las funciones propias ortogonales y los valores propios del

problema de Sturm-Liouville satisfacen la propiedad de ortonormalidad:

0; si 1 #]j 13.108]
i =] '

o e w0 W= {7 2

Para encontrar los coeficientes (Ejijk(t) remplazamos (=3]-fk(X; t) dado por

[3.106] en la ecuacion [3.99] para obtener:
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SR (X '(X
Z Z [8_t iik(® Jix X qi/(ﬁ) +  Cp(® LX) Lp\/(ﬁ)
1 j=1 i=1 i i

il
il

s

-
Il

c {’(X) i i
— Ty MO0 HE o T N0 420+ Ty 000 42| = B0

[3.109]
Teniendo en cuenta [3.102] tenemos y!'(X) = — A? §;(X) remplazando

este resultado en [3.109] obtenemos:

co

ZZZ [C”k(t)] Jixe (X) qi}(ﬁl) + Cx(® LX) wj(ﬁxi)

k=1 j=1 i=1

[eplll]

42 G M0 422+ Cipe(0) N0 422 + Cie(®) 0300 22| = ()

[3.110]

Seguidamente multiplicamos a ambos miembros de la ecuacion [3.110]

1 90
VN

por el operador f dX para obtener:

(o]

i Z |Gt )] flllk(X) i (X) lb](x)
ij

1 j=1 i=1

NgE

-
I

= 1Lk(X)¢(X)¢<X) = 1 Mjx(X) ¢1<X) Wj(X)
+ Gy ) ———dX + A7 Gyt J = dx
= 1 N 44X = 1 05 (X) Pi(X) Y;(X)
+ G f, — N — dX + Cyu(® [, — N — dX
1 P (X
= AL R )¢ 3.111
fh [3.111]
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Teniendo en cuenta los resultados del [3.34] al [3.37]; [3.92]; [3.93] y los
resultados del [3.49] al [3.52]; [3.100]; [3.101] y [3.89], la ecuacion

[3.111] se transforma en:

(o]

C _ (U i@ @) 95(Y) o(Y) 1 (X) Wi (X)
1;;”““““)] S R . v, el

(2 (@) (V) (V) UiX) ¥j(X)

s

-
Il

ﬁlll

+ Uy

1152 1@ @iV @) YiX) P X)

2 =
+ Dag A Cl]k(t)f f f 7N Nk JN, Nk JN; I, dZ dY dX

1 1@ @ 90 @ Wi WX

+ DAB B] 1]k(t)f f f \/—\/—\/—\/—\/—\/— dZ dY dX

= 1 N2 k(@) @;(V) o (V) ¢iX) (X)
+ Dap v Cl]k(t)f f f : \/i\/—]\/—\/k—\/—\/— I dZ dY dX

1,01 1
= Lol - ux x P& Y Z) + Dag aXz FX Y, Z)

n;(Z) @x(Y) P;(X)

dZ dY dX
TN VN,

02 62
+ DAB av2 F(X; Y; Z) + DAB 372 F(X; Y; Z)]
[3.112]
Teniendo en cuenta la propiedad de ortonormalidad dadas por [3.29];

[3.44] y [3.108] la ecuacion [3.112] se transforma en:

= ' = [0 g% =
[Cijk(t)] + ux C(® [ t N f_ dX + Dag A Cy(D)

+ Dag B} ajk(t)‘F Dap v a]k(t) = f f f VX 3% S F(X; Y; Z)

02 62
+ Dap 55 F(X; Y; Z) + Dup e FX; Y; Z)
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92 (@2 ex(Y) ¢;X)

(=j=k=1;2; ) [3.113]

dZ dY dX

0 equivalentemente

1 llJ (X) P (X)
[x [y —/=—~=dX + Dag A} + Dug B} + Dap Y] Cij(®

[ajk(t)]l N N,

1,01 p1 0 92 02
= Jo Jo Jo 1= vx 55 F(G Y5 2) + Dap 55 F(G Y; 2) + Dap 55 F(X Y 2)

9% . n;(2) @k (Y) Pj(X)
+ Dap o7z FX Y; Z)] N N N, dz dy dX
(i=j=k=12; ) [3.114]
0 equivalentemente
T'(t) + PT(t) = V [3.115]
Donde:
T(t) = {Eijk(t)} (i=j=k=1,2; ) [3.116]
1¢m¢m .
[3.117]
Vo= [P N- v 2FX Y; Z) + Dag = FX Y; 2)
= 0 Jo Jo X X '] ] AB X2 " )
0% v 2% o o @) @) P
+ Dap 5 FX Y; Z) + Dap o7 F(X Y; 2)] N N dZ dy dx
(i=j=k=1,2; ) [3.118]
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La ecuacién [3.115] representa una ecuacion diferencial matricial
de primer orden con coeficientes constantes 0 equivalentemente
representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de
primer orden con coeficientes constantes; dicho sistema generalmente ha
sido resuelto numéricamente para encontrar la variable dependiente T(t).
En este trabajo lo obtendremos analiticamente, y, para alcanzar dicho
propdsito emplearemos la técnica GILTT; la cual consiste en aplicar la
transformada de Laplace y la diagonalizacibn de matrices. Ademas,
consideraremos que el recorrido de los subindices i, j, k son
suficientemente grande para un ciertoN; es decir i=j=k=1;2; ---;N
(Buske, 2004).

Daremos inicio a la solucidbn de la ecuacion [3.115]; aplicando la
transformada de Laplace a ambos miembros de ella para obtener:

L{T'(t) + PT(®)} =L{V} = L{T'(t)} + PL{T)} = L{V}
sL{T(®)} - TO) + PL{T®} = L{V} = sT(s) — T(O) +

P T(s) =

\'%
S

[s| + P]T(s) = ‘S—’ + T(0) [3.119]

donde T(s) significael T transformadoy | la matriz identidad.

Suponiendo que la matriz P (la cual tiene forma de blogue) es no

degenerada, es decir, que se puede descomponer en sus valores propios
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y sus funciones propias. Para lograr ello la matriz P puede ser reescrita
como P = XDX™! con la finalidad de facilitar la obtenciéon de la matriz
inversa de la matriz [s | + P], donde X constituye ser la matriz de
funciones propias de P, y D es una matriz diagonal de los valores
propios de la matriz P, y teniendo en cuenta que la matriz identidad se
puede escribircomo X X! = |

Por consiguiente, la ecuacién [3.119] se transforma en

[s X X! + X DXUT(s) = g + T(0) = [sX + XD]X! T(s) =

=+ T(0)

X[s | + D]X~! T(s) = ‘S—’ + T(0) [3.120]

Ahora multiplicamos a ambos miembros de la ecuacién [3.120] por la

inversa de la matriz X para obtener:

X"1X[s I+ D] X! T(s) = X~* [Y + T(O)] = [sl + D] X! T(s) =

X1 [g + T(O)]

[s1 + DIX~! T(s) = X1 E + T(O)] [3.121]

Ahora veamos qué forma tienen los elementos de la matriz [s| + DJ; la
cual constituye ser una matriz diagonal. Entonces sus elementos tendran

laforma[s + A;] en efecto:
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[5I+D]—5010 of |0 x,0--0/| 0 S+X, 0 - 0
000--1] |0 0 0--),| |0 0 0. s+,
[3.122]

donde los A;(i=1;2; -~-;N) son los valores propios de la matriz P o
dicho de otra forma son los elementos de la diagonal principal de la matriz
D. Por otro lado teniendo en cuenta el algebra matricial; la inversa de una
matriz diagonal son los reciprocos multiplicativos de sus elementos; es

decir, los elementos de la inversa de la matriz [s| + D] tienen la forma

{S +1 Ai}' Es decir:

L 0 0. O
s+ )\
1
4 0 0--- 0 ,
sl+D] = S+ X, [3.123]
0 0 0.
S+ Ay

Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacion [3.121]
por la matriz [sl + D]~ para obtener:

_ \%
[s1+D]"*[s | + DX~ T(s) = [sl+D]"' X~ [; + T(O)] b

X! T(s) = [sl+D]! Xt [Y + T(O)] [3.124]

S
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Finalmente, multiplicamos a ambos miembros de la ecuacién [3.124] por

X para obtener:

XX ! T(s) = X[sl+D]t x! E + T(O)], 0 equivalentemente

\'%

T(s) = X[sl+D]! X! [; + T(O)] [3.125]

A continuacion, aplicaremos la transformada inversa de Laplace L™! a

ambos miembros de la ecuacion [3.125] para obtener:

LT} = 1 {X[s+D]7 X7 [$ + O]

L1 {T(s)} = L—l{x [sl + D]"1 X! %} + L7YX [sl + D]"! X! T(0)}
L1 {T(s)} = L {X “[sl + D]t X v} + LYX [s| + D]"t X~'T(0)]

T(t) = X Lt E [sl + D]-l} X'V + X L'{[s| + D"} X~! T(0)

[3.126]
Donde:

L 0 0- 0

S+ X\,

0 L 0-- 0
R(t)=L"{[s1+D['}=L" s+,

0 0 0 L

s + N\,
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L .1 0 0 .- 0
S+ X\,
1 1
0 L 0 0
= S+ X,
_1 1
0 0 0---L
S+ N,
e 0 0 0
Ry | 0 €7 0 0 [3.127]

Es decir, la transformada inversa de Laplace de la matriz [sl + D]~! tiene

la forma:

L—l{ ! } = e~ Mt(i=1;2 -:N)

s+ A

Seguidamente, encontraremos la transformada inversa de Laplace de

[sl + D]~

w |-
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1 0 0. 0
S+ A\,
1
1 —1 0
s s
0 0 O 1
S+ Ay
L 0 0 - 0
s(s+X\)
0 L 0 - 0
— s(s+\,)
0 0 0 L
s (s+Xy)
1
s (s+\) ° 0
1
Ra[tj:t*{%[swn]”]:w ° S (s+ ;) o
0 0 0
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- — L : 0 0 - 0
S{s+N)
0 - ;1 - 0
= S (S + ;)
0 0 0 T — L .
s(s+ N,

Por otro lado, sabemos que:

! = Kl & 1 _ K]_S + Kz(S‘I‘ }\1) _
sGs+ &) (s+4y) s = sGG+A) SG+ ) = 1=K;s +
Kzs + KZ }\i

1=(Ki+K)s + Kz 4 =2 Kp & =1 Ky +K, =0 = Ky = —; Ky =

i

—K; P Ky = ——

Por lo tanto, tenemos:

1 _ -1/ 1/ 24 -1 1 _ -1 -1/ 1/ A4
s(s+ Ay) - (s+2y) + s = L {s(s+ )\i)} = L {(s+ i) + s }

L™ {s(s—-lkll)} - L_l{(:r/:)} + L_l{l/%} = L7 {s(s-:ki)}
- M e

L {S(S*l'}‘i)} - 7\% e Mt + ¥ = L™ {s(s-ll-?\i)} = -+ [e_ Mt — 1]

Resultando de esta forma que:
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1,
—>\—1(e Mt 1) 0 0 0
1 — AD
Ra(t) - 0 —X_z(e“ 1)0 0
1 —y t
0 0 0... — (e N 1)
N

[3.128]
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en [3.127] y [3.128] la
ecuacion [3.126] se trasforma en:
T(t) = X Ra(® X'V + X R® X! T(0) [3.129]

donde las matrices Ra(t) y R(t) son matrices diagonales.

Para calcular el valor de T(0) haremos uso de la condicion inicial
dada en [3.79]; Ci(X;Y;Z;t) = —F(X;Y;Z) en t= 0; ahora haciendo uso

de [3.86] tenemos:

o CL(X:Y;0) ni(2)
e N =~ FXY) [3.130]

Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacién [3.130]

por el operador flw

o VN

< Ini(2) Nk (2) 1 n;(2)
X v; 0 2 MY 47 = — FX; Y; Z) — dz
g;u )| o | Fox v =

dZ para obtener:

[3.131]
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Ahora, teniendo en cuenta [3.95] la ecuacion [3.131] se transforma en:

A @, (Y) (1n;(Z) ni(Z) 1 n;(Z)
Cf (X;0) dZ = — | FX;Y;Z) — dZ
;; . VN fo VN; YNk fo VN

[3.132]

Seguidamente multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacion [3.132]

(Pk( )

por el operadorf dY para obtener:

oo

c ~¢ n;(Z) nk(Z) @;(Y) @(Y)
Cf (X;0) dzZ dy
kZ]Z x f j NN

_ nj(Z) @i (V)
f f FX;Y;Z) —— N dZ dY [3.133]

=

Ahora, teniendo en cuenta [3.106] la ecuacion [3.133] se transforma en:

O N = Ui (X) 1;(Z) Nk (Z) ¢;(Y) @k (Y)
Cii(0) dZ dY
Z“:ZZ - f f VN VN NG N

nj(@) ek (Y)

% TN

= — [ [ FOG Y, 7) 22 dz dy [3.134]

A continuacion, multiplicaremos a ambos miembros de la ecuacion [3.134]

11111()
\/_

por el operadorf dX para obtener:

dZ dY dX

) f 1 f 1y (2) 1k(2) @5 () @i (V) Wi (X) (%)
ijk
k=1 j=1 i=1 ] 0 70 \/WJ\/N_k\/W]\/N—k\/W]\/W]

_ 1,101 v, M@ e (Y) §(X)
= [, [ J; FXY; ) o Gz dY dX [3.135]

s
NgE
s
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Ahora, teniendo en cuenta la propiedad de ortonormalidad la ecuacion
[3.135] se transforma en:

1j(Z) ex(NY;(X)

Ci(0) = — [ [} [ F(XY; 2) o QZAY K (=) =k=1;2; )
[3.136]
0 equivalentemente
T(O) = — [ [ [ R Y; Z)% dZdYdX (i=j=k=1;2; )
[3.137]
(Cassol, 2006; Cassol & Wortmann, 2006; Cassol et al., 2009).
De [3.116] y [3.129] resulta que:
Ci® = X Ra() X'V + X R@® X' T(0) [3.138]
Ahora, remplazando [3.138] en [3.106] obtenemos:
N
Ch(X;t) = Z[x Ra(t) X1V + X R(t) X' T(0)] %
i=1 i
[3.139]
Seguidamente remplazamos [3.139] en [3.95] para obtener:
X v 0= N i[XRa(t) X1V + X Rt X! T(0)] $i® @)
=1 =1 VN VR
[3.140]

Por ultimo, remplazamos [3.140] en [3.86] para obtener:
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N N
CfX; Y; Z; ©) = ZZZ[X Ra(t) X'V + X R@®) X' T(0)]

N
k=1j i=1

i (X) @;(Y) g (Z)

NN G =k=125N) [3.141]

Teniendo en cuenta [3.19] tenemos:
CAX;Y;Z;0) = C'(X; Y; Z; ©) + FXY;2) [3.142]
Seguidamente remplazaremos los resultados obtenidos en [3.76] y [3.141]

en la ecuacion [3.142] para obtener:
N N N
CAX: Y Z: ©) = ZZ[X Ra() X1V + X RO X! T(0)]

j=1

k=1 i=1

N

Ui (X) @ (Y) nk(Z) N EN: Z Q COS(B]- Yy) cos(yy Hg)
NN N S S N N 1= e@ D) |

aX _ @ _(a-b) bx ]| @MOW@ . L, .
[e 2 elble e (=i=k=12 5N [3.143]

Ahora, la ecuacion [3.143] lo adecuamos de tal manera que
podamos ingresarlo al Software MatLab y nos pueda determinar el valor
de la concentracion de CO deseado a partir de sus parametros conocidos;

por tanto esta ecuacion se transforma en:

N Q cos(368 812 mi) cos(600,8 i) cos[(w)ni] cos[(z_eoo)ni]

R _ ] 200 400
CAxy;zt) = Xy ox (025) [1- Lo@-b)]

{[_ 2 (e—g(zi—l)t _ 1)] (— vy a [ea(%) _

m(2i—1)

X—8 008 546 X—8 008 546 X—8 008 546

_ ela-b) b (T)] + Dapa |a e (T2 ) — be@d (o )]
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x—8 008 546) a

— Dap (mi)? [ea( 200

X—8 008 546
e@a-b) eb(T)]

b o [ 2 o o)
+ [1 - e_g(zi—l)t] [ea (%) _ bi e(a_b) eb (%) ]} [3.144]
Donde:

Uy — Jﬁ§ + 8 D3p (mi)? Uy + Jﬁ§ + 8 D3p (mi)?

a = y b =

2Dap

2DaB

Los detalles de la expresion [3.144] se indican en el anexo 2 y el cddigo
en el software MatLab se da en el anexo 3.

Resultando de esta manera que la expresiéon dada por [3.144] es la
solucion de nuestra ecuacion de conveccion-difusion [3.1].

A continuacién, calcularemos los valores de los coeficientes de la
ecuacion [3.1], empezando primeramente por encontrar el coeficiente de

difusién dada por la ecuacion [2.43]:

1 1 1 1
—4 _ 3/2 — 4
10 I1,048 0,249 M, + MB] . T2 M, + Mg

pe- (rap)?. f(kT/epp)

Dag =

Puesto que la temperatura T sus unidades se deben dar en Kelvin (K),
entonces emplearemos la siguiente férmula para pasar de grados Celsius
a Kelvin:

K= °C + 273,15 [3.145]
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donde °C denota la temperatura en grados Celsius medidos en el campo
donde se realiza este estudio (Himmelblau, 1997).

El peso molecular del aire considerado como Mg tiene como valor 20,79
g/mol (Hinojosa, 1992; Solano & Rodriguez, 2010).

El peso molecular del mondéxido de carbono considerado como M, tiene
como valor 28,01 g/mol (Caamafio, s.f.).

El didmetro de colision del aire considerado como rg tiene como valor
0,371 1 nm.

El diametro de colision del monodxido de carbono considerado como rp
tiene como valor 0,369 0 nm.

(Treybal, Rodriguez, & Lozano, 1980).

€B

. tiene

La energia de la atraccion molecular del aire considerado como
como valor 78,6 kJ.

La energia de la atraccion molecular del monéxido de carbono
considerado como %A tiene como valor 91,7 kJ.

(Treybal et al., 1980).

Para determinar la presion absoluta p, tendremos en cuenta la altura
donde estd ubicada la interseccion en estudio conformada por las
avenidas Francisco Bolognesi y Gustavo Pinto; y considerando que

conforme aumenta la altura sobre el nivel del mar la presion atmosférica

disminuye (Zavalaga Rivera, 2010).
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Puesto que nuestra interseccibn se encuentra ubicada a 600
m.s.n.m., entonces determinaremos la presion atmosférica de la siguiente
manera: Sabiendo que para una altura de 500 m la presion atmosférica es
700 mm y para una altura de 1 500 m la presién atmosférica es 650 mm,
ahora haremos uso de la interpolacién para calcular la presion atmosférica
a 600 m de altura. Para una diferencia de 1 000 m hay una diferencia de

presion atmosférica de 50 mm; por tanto:

1000 m —— 50mm — x = 1(1002500): 5 mm

100m —— X

Como el valor de la presion atmosférica a 600 m tiene que estar
entre 650 mm y 700 mm, entonces de 700 mm le restaremos 5 mm y
obtendremos la presion atmosférica deseada, es decir 695 mm.

Ahora, convertiremos 695 mm a pascales de la siguiente manera:

695(1013) _ 704 035

= 926,36 Pa
760 760

760 mm —— 1013 Pa — x =

695 mm —— X
Por tanto la presion atmosférica requerida sera
pt = 926,36 N/m?

Seguidamente, calcularemos la separacién molecular durante el choque
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ra+rg  0,3690+0,3711 0,740 1
FaAp = = = = 0,770 05 nm
AB 2 2 2

(rag)? = 0,136 937 002 nm?

Ahora, calcularemos le energia de atraccidbn molecular

EAB _  |EA EB _ — — kT _
= f - % V91,7 (78,6) = /7 207,62 = 84,897 703 15k ] b o

T
84,897 703 15

donde T es la temperatura obtenida en [3.145].

KT : e
f(s—) = ubicaremos en la gréfica
AB

(Treybal et al., 1980).

Por otro lado, obtendremos el valor de la expresion:

1 1 1 1

M, + Mg~ \|Z801 2897 \/0,035 701 535 + 0,034 518 467 =

v/0,070 220 002 = 0,264 990 569

L+ 1= 0264990569
Ma Mg

Haciendo uso de los valores encontrados obtenemos el valor de Dpg.
Ahora, obtendremos el coeficiente de la velocidad del viento vy,
dicho parametro varia segun la altura. Para encontrar este parametro
tendremos en cuenta la Ley Exponencial de Hellmann la cual relaciona las
lecturas de velocidad del viento a dos alturas diferentes y esta expresada

por:
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o (2 )a [3.146]

Uref

Donde:

vx: es la velocidad promedio del viento, la cual se determina a una altura
H, sobre el nivel del suelo de la fuente de emision (m/s).

Vrer: €S la velocidad promedio del viento de referencia medida a la altura
H..r sobre el nivel del suelo (m/s).

a: es el coeficiente o exponente de Hellmann (adimensional).
(Bafuelos-Ruedas, Angeles-Camacho, & Rios-Marcuello, 2010; Diaz,
2013; Galvis Florez & Medina Rueda, 2013; Hosseini, 2013; Kahforoshan

et al., 2008; Ruedas; Semarnat, 2002).

Para esta investigacion el exponente de Hellmann se usara el valor
de a = 0,3; valor propuesto por la Agencia de Proteccion del Medio
Ambiente de los Estados Unidos (EPA) para el caso de una zona urbana
con categoria de estabilidad F (estable) (Kahforoshan et al., 2008;
Romero & Patifio Aroca, 2005; Ruedas).

El valor de H; es H, =0,8m; y el valor Hy.f €S Hy.ef = 20 m con
estos valores determinaremos la velocidad vy, para cada una de las

velocidades de referencia v¢.
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CAPITULO IV

MARCO METODOLOGICO

4.1 Caracterizacién o tipo del disefio de la investigacion

La presente investigacion tuvo como objetivo medir los niveles de
las concentraciones de CO, con el fin de determinar la distribucién de este
contaminante dentro de la interseccion en estudio y establecer si el lugar
representa algun riesgo para la salud de las personas expuestas. Estos
elementos nos permiten afirmar que se trata de un estudio cuasi-
experimental o de campo. Los disefios cuasi-experimentales, principales
instrumentos de trabajo dentro del ambito aplicativo, son esquemas de
investigacién no aleatorios (Bono, 2012). Por otro lado se puede afirmar
gue en los disefios cuasi-experimentales se acepta la carencia de un
control total de las variables; es decir, no se tiene un control experimental

completo (Murillo, 2006).



4.2 Identificacién del area méas vulnerable a la exposicién por

monoxido de carbono

Con base a los estudios realizados por investigadores en otros
paises se consider6 que una de las areas mas vulnerables de ser
afectadas por las emisiones de mondxido de carbono son las
intersecciones de las calles (Dabberdt, Hoydysh, Schorling, Yang, &
Holynskyj, 1995; Pandian, Gokhale, & Ghoshal, 2009; Soulhac, Garbero,
Salizzoni, Mejean, & Perkins, 2009). En la interseccion de las avenidas
Francisco Bolognesi y Gustavo Pinto en el cercado de la ciudad de Tacna,
el flujo vehicular en las horas punta es muy alto. Se considero tres
horarios como horas punta desde las 07:30 h hasta las 08:30 h; desde las
12:30 h hasta las 13:30 h y desde las 18 h hasta las 19 h (Figueroa &
Martinez, 2009); puesto que en dichas horas las personas se trasladan a
su centro de trabajo, a sus centros de estudios, a los centros de

esparcimiento y luego retornan a sus domicilios.

4.3 Acciones y actividades para la ejecucién de latoma de datos
El monitoreo de la toma de datos se realizé en la region de Tacna,
gue se encuentra ubicada en el extremo sur occidental del Peru,

enmarcado en las coordenadas geograficas 16° 18’ y 18° 2’ latitud sur
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(LS) y 69° 28’ y 71° 02’ de longitud oeste (LW), y se encuentra a una

altitud de 558 msnm (Instituto Nacional de Defensa Civil, 2007).

La avenida Francisco Bolognesi, la cual forma parte de la
interseccion en estudio, se caracteriza por tener dos vias con dos carriles
y tres carriles respectivamente. Ademas, consta de tres aceras, dos de las
cuales estan a los costados de la avenida y la otra en el centro de esta,
por donde transitan muchos peatones. Por otro lado, la avenida Gustavo
Pinto se caracteriza por tener una sola via formado por dos carriles por
donde transitan los vehiculos. Ademas consta de dos aceras a ambos

lados de la avenida.

4.4  Estrategia de evaluacion

a) Como el numero de vehiculos que transitan por la interseccion
en estudio varian durante el dia, se podia prever que los niveles
de las concentraciones de CO también variarian. Con el fin de
obtener resultados confiables se tomaron las mediciones de CO
y de los pardmetros meteorolégicos durante tres horarios al dia,

durante una hora en cada horario.
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b) Con el fin de obtener datos mas representativos de la situacion
real, cada una de las mediciones de CO se realiz6 por periodos
de 10 min en las fuentes de emisidn; las cuales fueron cuatro, y
el mismo periodo de tiempo fue para los cuerpos receptores que
fueron dos. Seguidamente se promediaron los valores
promediados obtenidos en cada fuente de emision y en cada
cuerpo receptor (Palacio, Marin, Yepes, & Orozco, 2012).
Obteniéndose de este modo un valor para la fuente de emision
y un valor para el punto receptor. Por otro lado, la toma de los
datos se realizaron durante seis dias de la semana; cinco dias
considerados como dias laborables de lunes a viernes y el
sexto dia sabado considerado como dia no laborable, para cada
estacion del afio. Asi tenemos que para la estacion de invierno
consideramos los dias del 11 al 16 de agosto del 2014; para la
estacién de primavera consideramos los dias del 17 al 22 de
noviembre del 2014; para la estacion de verano consideramos
los dias del 26 al 31 de enero del 2015 vy para la estaciéon de
otofio consideramos los dias del 04 al 09 de mayo del 2015;

haciendo un total de 24 dias.
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4.5 Evaluacion de las concentraciones de CO

451 Método de medicidn

Teniendo en cuenta las caracteristicas del equipo portatil utilizado, se
aplicé un método de lectura directa, que permitié definir libremente los

periodos de medicion anteriormente indicados.

4.5.2 Equipo utilizado

Un medidor de CO marca SHOW RANGE, modelo HST881, alcance de

indicacion 1 000 ppm.

4.6 Datos

4.6.1 Los datos tomados durante el estudio

Los datos tomados en cuenta en este estudio fueron los siguientes:
e Puntos de ubicacion de las fuentes de emision y cuerpos
receptores, dia, fecha, hora de medicion.
e Concentracién de CO (ppm)

e Temperatura (ambiente) (°C)
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¢ Humedad relativa (%)
¢ Velocidad del viento (m/s)

e Direccién del viento (grados)

El equipo utilizado para medir los pardmetros velocidad del viento,
la temperatura y la humedad relativa fue TERMO ANEMOMETRO
DIGITAL, marca TENMARS, modelo TM-413. Por otro lado, el equipo
utilizado para medir la direccion del viento fue una veleta; para la medicion
de los puntos de ubicacion se utilizd6 un equipo GPS, marca GARMIN,
modelo GPSMAP 62s. También hicimos uso de una brudjula, marca

KONUS y una camara fotografica marca SONY.

Cabe mencionar que para la realizacion de la toma de datos no se
ha contado con el apoyo de ninguna institucion en el &mbito local para el
uso de los equipos antes mencionados. El investigador ha tenido que
adquirir los equipos mas indispensables. Por otro lado, al empezar
nuestro estudio no se ha contado con ninguna base de datos consistente
de los vehiculos que circulan por la ciudad de Tacna y en consecuencia
menos en nuestra interseccion en estudio para poder realizar
asociaciones de las emisiones detectadas por los sensores. A su vez, es

necesario dar a conocer que la ciudad de Tacna no cuenta con un
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inventario de emisiones de contaminantes atmosféricos, lo cual es muy

importante para este tipo de estudios.

4.7 Descripcién del uso de los equipos en latoma de los datos
Mediante el medidor de CO se realizaron mediciones de la
concentracion de mondéxido de carbono en las fuentes de emision las
cuales fueron tomadas al borde de la vereda; cuando los vehiculos
estaban en ralenti como consecuencia del estado del semaforo con la
sefalizacion en rojo y en movimiento cuando el seméaforo con la
sefalizacion en verde durante 10 min y a una altura de 0,8 m sobre el
nivel del suelo; y en los cuerpos receptores a una altura de 1,5 m sobre el
nivel del suelo y a una distancia de 20 m de la fuente central de emision
del contaminante, dichas mediciones se realizaron durante una hora y

estuvo a cargo del investigador.

Mediante el equipo Global Positioning System (GPS) realizamos
dos mediciones a una altura a nivel del suelo. Una de estas mediciones
nos indica la ubicacion de la fuente de emision de CO y la otra medicion

nos indica la ubicacién del cuerpo receptor.
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La velocidad y direccion del viento fueron medidas a una altura de
18 m sobre el nivel del suelo simultaneamente con las mediciones del CO.
Para medir la velocidad del viento se utilizd un anemoémetro, mediante el
mismo también se midieron las condiciones climaticas del ambiente
locales como la temperatura y la humedad; bajo sombra, en el interior de
una cabina construida de triplay; para tomar dichas mediciones el equipo
estaba ubicada a una altura de 1,5 m, sobre el nivel del suelo. Para
obtener la medicion de la direccion del viento hicimos uso de una veleta,
para realizar dichas mediciones con los equipos mencionados contamos
con el apoyo de dos personas. La velocidad del viento y su direcciéon
fueron medidas a intervalos de 5 min durante una hora; mientras que la
humedad relativa y la temperatura se midieron al principio y al final de
cada horario considerado durante 5 min, por el inconveniente de poseer

un solo equipo.

También, simultaneamente a las mediciones realizadas con los
equipos se contabilizd6 el nimero de vehiculos que transitan segun sus
correspondientes sentidos de convergencia a la interseccion en estudio
para lo cual contamos con el apoyo de cuatro personas. También se hizo
uso de una camara fotografica para registrar los acontecimientos en la

interseccion en estudio, lo cual se muestra en el anexo 4.
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CAPITULO V

RESULTADOS

En este capitulo daremos a conocer los datos obtenidos en el
campo de la concentracion del contaminante CO y de los parametros

meteorolégicos de la interseccion en estudio.

El conjunto de pardmetros meteoroldgicos locales, especificamente
en la interseccion en estudio de la ciudad de Tacna se midieron en los
periodos del 11 al 16 de agosto del 2014 para la estacién de invierno. Por
otro lado, del 17 al 22 de noviembre del 2014 para la estacion de
primavera, a su vez del 26 al 31 de enero del 2015 para la estacion de
verano, y finalmente del 04 al 09 de mayo del 2015 para la estacion de
otofio. Es decir, dichas mediciones se obtuvieron durante las cuatro
estaciones del afio. En los mismos periodos antes descritos también se
midieron las concentraciones de CO y se contabilizaron el numero de

vehiculos que transitaban por dicha interseccion.



Los datos tomados durante el monitoreo en la interseccion en
estudio son descritos en cada uno de estos periodos antes mencionados.
Asi tenemos que los datos obtenidos en el monitoreo durante la estacion
de invierno y en los dias indicados; los cuales se muestran en la Tabla 1.
Tabla 1

Concentracion de CO promedio y datos meteoroldgicos (invierno:
del 11 al 16 de agosto).

Dias Velocidad del viento Temperatura  Humedad relativa Cco

(m/s) €9) (%) (ppm)
11 0,5 18,6 61,5 0,2
12 0,7 17,6 66,0 0,8
13 0,6 18,4 60,9 0,2
14 11 18,9 64,6 14
15 0,5 19,9 57,1 0,6
16 0,6 18,1 65,2 0,2

Fuente: Elaboracion propia
Horarios en que tomaron los datos: 7:30 h a 8:30 h; 12:30 ha 13:30 h y de 18:00 h a 19:00 h

En la Tabla 1 podemos apreciar que donde hubo una mayor
concentracion del contaminante CO fue el dia jueves 14 agosto del
2014, alcanzando 1,4 ppm y el valor mas bajo se alcanzo los dias lunes,

miércoles y sabado que fue de 0,2 ppm.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estacion son mostrados en

la Tabla 11, ver anexo 4.
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Por otro lado, los datos obtenidos en el monitoreo durante la estacion de

primavera y en los dias indicados; los cuales se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2
Concentracion de CO promedio y datos meteorolégicos (primavera:
del 17 al 22 de noviembre).

Dias Velocidad del viento Temperatura  Humedad relativa Cco

(m/s) €9) (%) (ppm)
17 1,4 15,5 59,3 0,1
18 0,6 14,9 61,5 0,4
19 0,9 14,5 59,0 0,6
20 0,9 13,7 59,4 0,2
21 11 154 58,2 0,5
22 1,0 16,8 56,5 0,0

Fuente: Elaboracion propia
Horarios en que tomaron los datos: 7:30 h a 8:30 h; 12:30 ha 13:30 h y de 18:00 h a 19:00 h

En la Tabla 2 podemos apreciar que donde hubo una mayor
concentracion del contaminante CO fue el dia miércoles 19 de
noviembre del 2014, alcanzando 0,6 ppm y el valor mas bajo se alcanz6

el dia sabado, que fue de 0,0 ppm.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estacion son mostrados en

la Tabla 12, ver anexo 4.

126



Seguidamente indicamos los datos obtenidos en el monitoreo durante la
estacion de verano y en los dias indicados; los cuales se muestran en la

Tabla 3.

Tabla 3
Concentracion de CO promedio y datos meteoroldgicos (verano: del
26 al 31 de enero).

Dias Velocidad del viento Temperatura  Humedad relativa Cco

(m/s) €9) (%) (ppm)
26 1,0 21,1 57,0 0,0
27 1,3 20,8 55,9 0,1
28 0,8 22,0 53,2 0,4
29 0,9 21,0 55,5 0,2
30 11 21,3 57,8 0,7
31 0,9 21,5 60,8 0,4

Fuente: Elaboracion propia
Horarios en que tomaron los datos: 7:30 h a 8:30 h; 12:30 ha 13:30 h y de 18:00 h a 19:00 h

En la Tabla 3 podemos apreciar que donde hubo una mayor
concentracion del contaminante CO fue el dia viernes 30 de enero del
2015, alcanzando 0,7 ppm y el valor mas bajo se alcanz6 el dia lunes,

que fue de 0,0 ppm.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estacion son mostrados en

la Tabla 13, ver anexo 4.
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Por dltimo indicamos los datos obtenidos en el monitoreo durante la
estacion de otofio y en los dias indicados; los cuales se muestran en la

Tabla 4.

Tabla 4
Concentracion de CO promedio y datos meteorolégicos (otofio: del
04 al 09 de mayo).

Dias Velocidad del viento Temperatura  Humedad relativa Cco

(m/s) €9) (%) (ppm)
45 0,6 19,2 64,9 3,9
05 0,6 20,2 66,0 2,3
06 0,7 18,6 62,0 2,2
07 0,9 20,0 63,3 2,8
08 0,7 18,5 67,8 4,4
09 0,6 18,2 67,3 0,0

Fuente: Elaboracion propia
Horarios en que tomaron los datos: 7:30 h a 8:30 h; 12:30 ha 13:30 h y de 18:00 h a 19:00 h

En la Tabla 4 podemos apreciar que donde hubo una mayor
concentracion del contaminante CO fue el dia viernes 07 de mayo del
2015, alcanzando 4,4 ppm y el valor mas bajo se alcanzé el dia sabado,

gue fue de 0,0 ppm.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estaciéon son mostrados en

la Tabla 14, ver anexo 4.
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Para todas las mediciones hechas en las cuatro estaciones del afio
solamente hemos considerado una direccion del viento que sopla del sud
sudoeste (SSO) en el barlovento al nor noreste (NNE) en el sotavento, la
particularidad de tomar esta direccidén; es debido a que en el modelo
matematico deducido se ha realizado considerando al eje x en la
direccion del viento, puesto que por otro lado es la direccion que con mas

frecuencia se ha repetido en las diferentes estaciones del afio.

A continuacién, vamos a indicar los datos de la concentracién de
CO obtenidos en los cuerpos receptores con el equipo portatil los cuales
seran considerados como valores observados (CO,) y los datos
obtenidos por el modelo matematico, los cuales seran considerados como

valores predichos (CO,, ) en las diferentes estaciones del afio.

Para la obtencion de los valores de la concentracion de CO
mediante el modelo matematico primeramente hemos obtenido los valores
de sus coeficientes de la ecuacion en derivadas parciales del modelo
matematico deducido; los cuales son el coeficiente de difusion y la
velocidad del viento, mediantes las ecuaciones descritas por [2.43] y

[3.146] respectivamente.
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En primer lugar indicamos los valores obtenidos en el monitoreo de

la estacion de invierno; los cuales se muestran en la Tabla 5.

Tabla 5
Concentracion promedio de CO observada (€0, ) y predicha (cop)
(invierno: del 11 al 16 de agosto).

Dias CO, COp
(ppm) (ppm)
11 0,2 0,3
12 0,8 0,8
13 0,2 0,3
14 14 1,5
15 0,6 11
16 0,2 0,4

Fuente: Elaboracion propia

En la Tabla 5 podemos apreciar que son similares los valores
obtenidos de las concentraciones de CO tanto por equipo portatil como

por el modelo matematico.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estacibn son mostrados en

la Tabla 15, ver anexo 4.
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Seguidamente indicamos los valores obtenidos en el monitoreo de

la estacion de primavera; los cuales se muestran en la Tabla 6.

Tabla 6
Concentracion promedio de CO observada (€0, ) y predicha (cop)
(primavera: del 17 al 22 de noviembre).

Dias CO, COp
(ppm) (ppm)
17 0,1 0,2
18 0,4 0,5
19 0,6 0,7
20 0,2 0,3
21 0,5 08
22 0,0 0,2

Fuente: Elaboracion propia

En la Tabla 6 podemos apreciar que son similares los valores
obtenidos de las concentraciones de CO tanto por equipo portatil como

por el modelo matematico.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estaciéon son mostrados en

la Tabla 16, ver anexo 4.
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A continuacién indicamos los valores obtenidos en el monitoreo de

la estacion de verano; los cuales se muestran en la Tabla 7.

Tabla 7
Concentracion promedio de CO observada (€0,) y predicha (CO,,)
(verano: del 26 al 31 de enero).

Dias CO, COp
(ppm) (ppm)
26 0,0 0,5
27 0,1 0,2
28 0,4 0,5
29 0,2 0.4
30 0,7 0,6
31 0,4 0,4

Fuente: Elaboracion propia

En la Tabla 7 podemos apreciar que son similares los valores
obtenidos de las concentraciones de CO tanto por equipo portatil como

por el modelo matematico.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estacion son mostrados en

la Tabla 17, ver anexo 4.
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Finalmente, indicamos los valores obtenidos en el monitoreo de la

estacion de otofio; los cuales se muestran en la Tabla 8.

Tabla 8
Concentracion promedio de CO observada (€0,) y predicha (cop)
(otofio: del 04 al 09 de mayo).

Dias co, COp
(ppm) (ppm)
04 3,9 3.8
05 2,3 2,6
06 2,2 2,4
07 2,8 2,7
08 4.4 5,1
09 0,0 01

Fuente: Elaboracion propia

En la Tabla 8 podemos apreciar que son similares los valores
obtenidos de las concentraciones de CO tanto por equipo portatil como

por el modelo matematico.

Los datos obtenidos con mas detalle de esta estaciéon son mostrados en

la Tabla 18, ver anexo 4.
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A continuacion presentamos en forma conjunta los datos obtenidos
de la concentracion de CO promedio en las diferentes estaciones del afo;

estos datos se muestran en la Tabla 9.

Tabla 9
Comparacién de concentracion promedio de CO observada (€0, ) y
predicha (€0, ) .

Estacion co, COp
(ppm) (ppm)

Invierno 0,6 0,7

Primavera 0,3 0,4

Verano 0,3 0,4

Otorfio 2,6 2,8

Fuente: Elaboracion propia

Como se puede observar en la Tabla 9 en la estacion de otofio es
donde existe una mayor concentracion del contaminante CO, y en las

estaciones de primavera y verano existe menos concentraciéon de CO.

Haciendo uso del software estadistico InfoStat haremos el andlisis
con la estadistica de regresién entre las variables meteorolégicas y la
concentracion de CO en la estacidén de invierno. Asi tenemos que el P-
valor es 0,02 el cual es menor que 0,05, esto quiere decir que si existe

una relacion significativa entre las variables CO y velocidad del viento, con
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un nivel del 95,0% de confianza. Por otro lado el P-valor es 0,30 el cual es
mayor que 0,05, esto quiere decir que no existe una relacion significativa
entre las variables CO y numero de vehiculos, con un nivel del 95,0% de
confianza.

Ahora tenemos que el P-valor es 0,75 el cual es mayor que 0,05,
esto quiere decir que no existe una relacién significativa entre las
variables CO y la temperatura, con un nivel del 95,0% de confianza. Por
otro lado el P-valor es 0,58 el cual es mayor que 0,05, esto quiere decir
gue no existe una relacion significativa entre las variables CO y la

humedad relativa, con un nivel del 95,0% de confianza.

El analisis entre las variables meteoroldgicas y la concentracion de
CO en la estaciéon de primavera. Asi tenemos que el P-valor es 0,45 el
cual es mayor que 0,05, esto quiere decir que no existe una relaciéon
significativa entre las variables CO y la velocidad del viento, con un nivel
del 95,0% de confianza. Por otro lado el P-valor es 0,23 el cual es mayor
qgue 0,05, esto quiere decir que no existe una relacién significativa entre
las variables CO y numero de vehiculos, con un nivel del 95,0% de
confianza.

Ahora tenemos que el P-valor es 0,34 el cual es mayor que 0,05,

esto quiere decir que no existe una relacién significativa entre las
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variables CO vy la temperatura, con un nivel del 95,0% de confianza. Por
otro lado el P-valor es 0,45 el cual es mayor que 0,05, esto quiere decir
gue no existe una relacion significativa entre las variables CO y la

humedad relativa, con un nivel del 95,0% de confianza.

El analisis entre las variables meteoroldgicas y la concentracion de
CO en la estacion de verano. Asi tenemos que el P-valor es 0,73 el cual
es mayor que 0,05, esto quiere decir que no existe una relacion
significativa entre las variables CO y la velocidad del viento, con un nivel
del 95,0% de confianza. Por otro lado el P-valor es 0,53 el cual es mayor
qgue 0,05, esto quiere decir que no existe una relacidon significativa entre
las variables CO y numero de vehiculos, con un nivel del 95,0% de

confianza.

Ahora tenemos que el P-valor es 0,29 el cual es mayor que 0,05,
esto quiere decir que no existe una relacién significativa entre las
variables CO y la temperatura, con un nivel del 95,0% de confianza. Por
otro lado el P-valor es 0,68 el cual es mayor que 0,05, esto quiere decir
gue no existe una relacion significativa entre las variables CO y la

humedad relativa, con un nivel del 95,0% de confianza.
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El andlisis entre las variables meteoroldgicas y la concentracion de
CO en la estacion de otofio. Asi tenemos que el P-valor es 0,67 el cual es
mayor que 0,05, esto quiere decir que no existe una relacion significativa
entre las variables CO y la velocidad del viento, con un nivel del 95,0% de
confianza. Por otro lado, el P-valor es 0,03 el cual es menor que 0,05,
esto quiere decir que existe una relacion significativa entre las variables

CO y numero de vehiculos, con un nivel del 95,0% de confianza.

Ahora tenemos que el P-valor es 0,67 el cual es mayor que 0,05,
esto quiere decir que no existe una relacién significativa entre las
variables CO vy la temperatura, con un nivel del 95,0% de confianza. Por
otro lado el P-valor es 0,95 el cual es mayor que 0,05, esto quiere decir
gue no existe una relacion significativa entre las variables CO y la

humedad relativa, con un nivel del 95,0% de confianza.

Haciendo uso del software estadistico InfoStat se hizo el anélisis

mediante la estadistica de correlacibn entre las variables del CO
observada (CO, ) y predicha (cop) para las diferentes estaciones del afio

y en sus correspondientes semanas antes mencionadas. El andlisis entre

las variables CO, y CO, durante la estacion de invierno, se encontro
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qgue su coeficiente de correlacidon es r = 0,94, lo cual nos indica que

existe un fuerte grado de asociacion entre estas variables.

Del analisis entre las variables CO, y CO, durante la estacion de

primavera, tenemos que el coeficiente de correlacion es r = 0,95, lo cual

nos indica que existe un fuerte grado de asociacion entre estas variables.

Considerando el analisis entre las variables CO, y CO, durante la
estacion de verano, tenemos que el coeficiente de correlacion es
r = 0,58, lo cual nos indica que existe un grado de asociacion moderada

entre estas variables.

A partir del analisis entre las variables CO, y CO, durante la
estacion de otofio, se desprende que el coeficiente de correlacién es
r = 0,99, lo cual nos indica que existe un fuerte grado de asociacion entre

estas variables.

A continuacion, presentaremos los resultados en forma grafica de

los datos obtenidos en el monitoreo en todas las estaciones del afio y sus

correspondientes semanas.

138



En la figura 5 presentamos un contraste en conjunto sobre las

concentraciones de CO en las semanas de monitoreo en este estudio de

las diferentes estaciones del afo.
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Figura 5. Concentracion de CO de las diferentes estaciones del afo

en sus respectivas semanas de monitoreo.
Fuente: Elaboracion propia

Se puede apreciar que en la estacion de otofio es donde mas
incide la concentracion de CO en relacion a las demas estaciones,
seguida de la estacion de invierno y, a continuacion de la estacion de

primavera. Donde existe menor contaminacion por CO es en la estacion

de verano.
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A continuacion presentamos en la figura 6 un contraste entre las

concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de invierno.
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Figura 6. Concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de invierno.
Fuente: Elaboracion propia

Como podemos apreciar el dia lunes hubo una menor
concentracion del contaminante en relacion a los demas dias y en el dia
jueves es donde se produjo una mayor concentracion del contaminante en

relacion a los demas dias.
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A continuacién, presentamos en la figura 7 un contraste entre las

concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de primavera.

Concentracién de CO en la estacidén de Primavera

1.0

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2+

Concentracién de CO

0.0 4

Lunes Martes Miércoles  Jueves  Viernes  Sdbado

00D
ssss COdod

Figura 7. Concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de

primavera.
Fuente: Elaboracion propia

Dias de |la semana

Podemos apreciar que el dia sabado hubo una menor
concentracion del contaminante en relacion a los demas dias y en el dia
viernes es donde se produjo una mayor concentracion del contaminante

en relacién a los demas dias.
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A continuacién, presentamos en la figura 8 un contraste entre las

concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de verano.

Concentracion de CO en la estacidn de Verano
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Concentracionde CO

Dias dela semana
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Figura 8. Concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de

verano.
Fuente: Elaboracion propia

Se puede apreciar un fendbmeno atipico entre las concentraciones

determinadas por CO, y CO, el dia lunes y en dia viernes es donde se

produjo una mayor concentracion del contaminante en relaciéon a los

demas dias.
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A continuacién, presentamos en la figura 9 un contraste entre las

concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de otoiio.

Concentracion de CO durante la estacion de Ofofio
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Concentracidn de 2O
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Dias de la semana

0 0Ohs
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Figura 9. Concentraciones de CO, y CO, durante la estacion de

otofio.
Fuente: Elaboracion propia

El dia sdbado hubo una menor concentracion del contaminante en
relacion a los demas dias y en el dia viernes es donde se produjo una

mayor concentracion del contaminante en relacion a los demas dias.

143



Por otro lado, deberemos tener en cuenta que nuestro modelo
matematico deducido estard incluido dentro de los modelos de
contaminacion atmosférica; los cuales son instrumentos sofisticados que
en ultima instancia, reflejan el estado actual de los conocimientos sobre el
transporte turbulento en la atmdsfera. Los resultados que proporcionan
estan sujetos a un considerable margen de error. Esto es debido a varios
factores, en particular la incertidumbre de la variabilidad intrinsica de la
atmosfera (Silva, Tirabassi, Vilhena, & Buske, 2013). A su vez, los
modelos de calidad del aire son herramientas poderosas para predecir el
destino de gases o0 aerosoles contaminantes después de su liberacion a la

atmosfera (Chang & Hanna, 2004).
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CAPITULO VI

DISCUSION

La concentracion de los contaminantes atmosféricos suele

expresarse en cuatro tipos de unidades como se muestra en la Tabla 10.

Tabla 10
Tipos de unidades de los contaminantes atmosféricos
Contaminantes gaseo0sos ppm (partes por millébn en volumen)

ppb (partes por billén en volumen)
Contaminantes gaseosos y mg/m3® (miligramos por metro
material particulado cubico)

ug/m3 (microgramos por metro

cubico)

Fuente: http://www2.medioambiente.gov.ar/documentos/prodia/contaminacion/manual0l1.pdf

Para el cambio de sistemas de unidades de pyg/m® a ppm y viceversa

estan dadas por las férmulas indicadas en el anexo 1.

Estandar de Calidad Ambiental — ECA, regulada mediante Ley

General del Ambiente N° 28611, articulo 31°, el ECA es la medida que



establece el nivel de concentracion de sustancias o parametros fisicos,
qguimicos y biologicos, presentes en el aire, agua o suelo, en su condicion
de cuerpo receptor, que no representa riesgo significativo para la salud de
las personas ni el ambiente; segun el parametro en particular a que se

refiera. (Rivera, 2012)

Articulo 32°, el Limite Maximo Permisible (LMP) como medida de la
concentracion de elementos, parametros fisicos, quimicos y bioldgicos,
gue caracterizan a un efluente, que al ser excedida puede causar dafios a
la salud, al bienestar humano y el ambiente; segin el parametro en
particular a que se refiera, la concentracidbn podra ser expresada en
maximos, minimos o rangos. El LMP guarda coherencia entre el nivel de
proteccion ambiental establecido para una fuente determinada y los

niveles generales que se establecen en los ECAs. (Rivera, 2012)

Los estandares nacionales de calidad ambiental del aire para el
monoxido de carbono dado por el D.S. N° 074-2001-PCM son: para un
periodo de 8 h es de 10 000 pg/m3 (9 ppm)y para un periodo de 1 h es

de 30 000 pg/m3 (26 ppm) (Hugo, 2001).

146



Normas sugeridas por la Organizacion Mundial de la Salud (OMS)
para la calidad del aire establece que para un periodo de 8 h es de 10
mg/m3 (9 ppm) y para un periodo de 1 h es de 30 mg/m3 (25 ppm)

(Puliafito & Quero, 2003).

Las normas para el CO en el aire ambiente o en lugares de trabajo
establecidos por la Agencia de Proteccion Ambiental de los Estados
Unidos (USEPA) son para un periodo de 8 h de 9 ppm (10 mg/m?3) y para
un periodo de 1 h de 35 ppm (40 mg/m3) (Aneja et al., 2001; Han &

Naeher, 2006).

Teniendo en cuenta el D.S N° 047-2001-MTC que un su articulo
primero describe: Establézcase en el ambito nacional, los valores de los
Limites Maximos Permisibles (LMP) de Emisiones Contaminantes para
vehiculos automotores en circulacion, vehiculos automotores nuevos a ser
importados o ensamblados en el pais, y vehiculos automotores usados a

ser importados, los cuales estan indicados en el Anexo 1. (Braclk, 2009)
En la interseccion de las avenidas Francisco Bolognesi y Gustavo
Pinto, los resultados del monitoreo meteorolégico para el mes de agosto

han mostrado velocidades del viento muy bajas, para los dias de la
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semana del 11 al 16 en especial. En dicha semana; en todo el tiempo
empleado, la velocidad del viento se mantuvo por debajo de 1,2 m/s, lo
cual es considerado por los meteordlogos como ausencia de viento
concordando con lo obtenido por el monitoreo meteorolégico en Bolivia
(Nevers, 1997). Del mismo modo; en todo el tiempo, la velocidad del
viento se mantuvo por debajo de los 2 m/s en acuerdo con Bascopé

(2011).

Por otro lado, la intensidad de los picos en la interseccion en
estudio, el monoxido de carbono presenta valores menores en los dias del
26 al 31 de enero de la semana de monitoreo de la estacion de verano
gue en las semanas de monitoreo de las otras estaciones. En efecto, los
valores maximos de concentraciéon de CO correspondientes a los dias
normales de dicha semana de monitoreo, en el verano, ocurren
aproximadamente en el horario de las 12:30 h hasta las 13:30 h y son en
promedio de 1,4 ppm, mientras que, en las otras estaciones van entre 1,6
y 6,7 ppm, correspondiendo al valor mas alto a los meses de otofio en
acuerdo con lo obtenido en la ciudad de Cérdoba en que en las otras
estaciones van entre 6 y 7,5 ppm, correspondiendo al valor mas alto a los

mese de invierno. (Nasello et al., 2013)
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Como podemos ver las concentraciones registradas durante el
invierno son generalmente mas altas que los registrados durante el
verano coincidiendo con un estudio realizado entre octubre de 1991
septiembre de 1992 en el area metropolitana de Paris (Dor, Moullec, &

Festy, 1995).

Durante la estacion de verano el monitoreo se realizé del 26 al 31
de enero del 2015, encontrandose que los mayores valores de
concentraciones por CO fue el dia 26 en el horario de 7:30 h a 8:30 h
llagando a 1,4 ppm y el dia 30 en el horario de 12:30 h a 13:30 h llegando
a 1,5 ppm en discordancia con el monitoreo realizado en el 2004 en la
Estacion de Calidad del Aire ubicada en su sede central de Jesus Maria

se encontro valores de CO de 3,2 ppm a las 8:00 h (Ponce et al., 2005).

Durante la estacion de otofio el monitoreo se realizé en el mes de
mayo del 2015, determinandose que la emision de CO vari6 de 0,0 a 6,6
ppm lo que no es considerado como alarmante concordando con un
estudio que se realiz6 en Rio de Janeiro en el mes de mayo del 2005
encontrandose emisiones de CO que varié de 0,1 a 3,4 ppm (Da Silva

Azevedo, Imbiriba, & De Oliveira, 2008).
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Durante la estacion de primavera del 2014 se registraron valores
qgue oscilaron entre 0,0 y 1,8 ppm, con temperaturas entre 12,9 °C y
19,5 °C en desacuerdo con lo encontrado en San Miguel de Tucuman en
el 2006 que oscilaron entre 10 y 45 ppm; con temperaturas entre 22 °C y

37 °C (Uuii & Ee, 2011).

En esta investigacion se muestra que en la interseccion en estudio
de la ciudad de Tacna, soporta niveles de contaminacion maxima de CO
para 1 hora en los cuerpos receptores generados por los vehiculos que
transitan por dicha interseccion de aproximadamente 5,1 ppm el cual es
menor que 25 ppm recomendados por la OMS, menor que 35 ppm
recomendados por la USEPA y menor que 26 ppm recomendados por la

norma peruana de los Estandares de la Calidad del Aire.

La diferencia en los niveles de concentracion de CO en la
interseccion en estudio en las diferentes estaciones del afio podria ser en
parte debido a la diferencia en la densidad vehicular, las condiciones

meteoroldgicas y la técnica de medicion del CO.
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CONCLUSIONES

En relacion a la estacion de invierno llegamos a las siguientes

conclusiones:

Primera
El nimero de vehiculos si influye méas en relacion a la temperatura y la

humedad relativa en la concentracién de monoéxido de carbono.

Segunda
La velocidad del viento si influye mas en relacién al de la temperatura y la

humedad relativa en la concentracién de mondéxido de carbono.

Tercera
La direccion del viento y el tiempo si influyen mas en relacion al de la
temperatura y la humedad relativa en la concentracion de monoéxido de

carbono.

En relacion a la estacion de primavera llegamos a las siguientes

conclusiones:
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Cuarta
El nimero de vehiculos si influye méas en relacion a la temperatura y la

humedad relativa en la concentracién de monoxido de carbono.

Quinta
La velocidad del viento si influye mas en relacién a la humedad relativa
pero mas no en relacibn a la temperatura en la concentracion de

mondxido de carbono.

Sexta
La direccién del viento si influyen mas en relacién a la temperatura y la
humedad relativa mas no el tiempo en la concentracion de monoxido de

carbono.

En relacibn a la estacibn de verano llegamos a las siguientes

conclusiones:

Sétima
El nimero de vehiculos si influye mas en relacion a la humedad relativa
pero mas no en relaciobn a la temperatura en la concentracion de

monoéxido de carbono.
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Octava
La velocidad del viento no influye mas en relacion de a la temperatura y a

la humedad relativa en la concentracion de monoéxido de carbono.

Novena
La direccion del viento si influyen mas en relacién a la temperatura y la
humedad pero mas no el tiempo en la concentracion de monoxido de

carbono.

En relacion a la estacion de otofio llegamos a las siguientes conclusiones:

Décima

El nimero de vehiculos si influye méas en relacion a la temperatura y la

humedad relativa en la concentracién de mondéxido de carbono.

Décimo primera

La velocidad del viento si influye mas en relacion a la temperatura y a la

humedad relativa en la concentracién de mondéxido de carbono.
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Décimo segunda
La direccion del viento y el tiempo si influyen mas en relacion a la
temperatura y la humedad relativa en la concentracion de monoxido de

carbono.

Décimo tercera

Las concentraciones obtenidas por CO, y CO, tienen comportamiento
similares en las diferentes estaciones del afio; lo cual nos indica que el
modelo matematico determinado sera un instrumento técnico de la gestion

de la calidad del aire en la interseccion en estudio.
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RECOMENDACIONES

Primera

Es necesario que la Municipalidad Provincial y Distritales de la ciudad de
Tacna cuenten con un inventario de emisiones de contaminantes
atmosféricos puesto que ello es un instrumento estratégico con el que

podemos gestionar la calidad del aire.

Segunda

Es menester que la Municipalidad Provincial y Distritales de la ciudad de
Tacna cuenten con equipos fijos instalados en diferentes lugares de la
ciudad para monitorear la calidad del aire y también contar con equipos

portétiles.

Tercera
La metodologia empleada en esta investigacion podria haber resultado
mas éptima si se hubiese contado con mas equipos medidores de CO y

mas anemometros.
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Cuarta
Es necesario que la Municipalidad de Tacna regule y controle las
emisiones de gases a la atmdsfera, puesto que es su competencia y esta

normado por ley.

Quinta
Es necesario que el Ministerio del Ambiente cuente con profesionales
competentes, y los incentive econOmicamente para realizar

investigaciones relacionadas a la contaminacion del aire.

Sexta
Es necesario sensibilizar a la poblacion sobre lo que esta sucediendo con

la contaminacién del aire que respiramos.

Séptima
La Municipalidad Provincial de Tacna debe exigir como estrategia de
control que los vehiculos utilicen convertidores cataliticos, puesto que con

ello reducen las emisiones de CO.
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Octava

El modelo deducido en esta investigacion es solo, un principio de
empezar hacer simulacion de la concentracién del contaminante CO, en
este caso en la interseccion en estudio, mas tiene que mejorarse en la
toma de los datos; para lo cual se tiene que contar con mas equipos y
personal de apoyo, para un mejor ingreso de los parametros al modelo

deducido.

Novena
Es necesario que el Ministerio de Salud elabore estudios de diagndstico

sobre la linea base de la calidad del aire.

Décima

La Municipalidad Provincial de Tacna debe sacar una ordenanza donde

prohiba la circulacién de los vehiculos mayores a 30 afios.
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ANEXOS

ANEXO 1
VALORES DE LIMITES MAXIMOS PERMISIBLES
I. LIMITES MAXIMOS PERMISIBLES PARA VEHICULOS EN
CIRCULACION A NIVEL NACIONAL

VEHICULOS MAYORES A GASOLINA, GAS LICUADO DE PETROLEO, GAS
NATURAL(LIVIANOS, MEDIANOS Y PESADOS)

Afio de fabricacién CO % de HC (ppm) CO + CO;, % (minimo)
volumen
Hasta 1995 4,5 600 10
1996 en adelante 3,5 400 10

A continuacion se dan las formulas que nos permiten cambiar de sistemas

de unidades:

24,5

y wg/m* = ppm.PM (1—03)

24,5

donde

PM: es peso molecular del contaminante gaseoso en este caso CO.
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ANEXO 2
SOLUCION DETALLADA DE LA SOLUCION DE LA ECUACION

Trataremos de detallar mas la solucion dada en [3.143] para poder
escribirla mediante el software MatLab y poder obtener la concentracion

de CO.

N N N
CACKY:Z; 1) = ZZZ[X Ra() X1V + X R(D) X1 T(0)]

\/ﬁi \/Wl \/N_k k=1 j=1 Ux \/— \/_ [1' _e(ab)]

VR TN
N N N
dh(X) qn(Y) nk(Z)

CAX:Y:Z;0) = X Ra(t) X! V

N N N

] UiX) @i (Y) n(Z)

+ X R X! T(0)

553 0

+ ZN: ZN: Q cos(B;Yp) cos(yxHs) [ X e(a N bX]
k=1 j=1 1_)X\/Wj \/N_k [1- bie(a-b)]

_@j(Y) nk(Z)

N INg

Ahora remplazando [3.118] y [3.137] en [3.145] obtenemos

i=j=k=12; -;N) [3.145]
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CA(XY;Z;0) = iZN: X Ra(t) X1 folfolfol[- Uy %F(X;Y;Z)

N
k=1 j=1 i=1

2
dZdYdX + Dap o F(X Y; Z) +Dpp = F(X Y; Z) +

i 1j(Z) nk(Z) (N @k (V) i X)wj(X)
Dag = FX Y; 2)] -2 : —dZ dY dX
aB 57z F( )] /N; JNi JN; /Ng /N; /N +
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Yh=1 Xjta o S, e [1- 2] le ] [3.146]

Aplicando la propiedad de ortonormalidad tenemos

2

0 0
CA(X;Y;Z;t) = X Ra(t) X1 [-vuy X F(X; Y; Z) + Dup Eel F(X;Y; Z)

2 62
+ Dag 5v7 F(X; Y; Z) + Dap =7 FX; Y; 2)] - X R(t) X' FXY;2)

Q cos(B;jYo) cos(ykHs) paX 2 (a-b) b X @;(Y) nk(Z)
+Zk1211—\/—J—[1_e(ab)][ b © € ]JWJJN_k

[3.147]

0 equivalentemente

. Q cos(B;Yp) cos(yiHs)
Ca(X;Y;Z;t) = X Ra(t) X1 {-v
A XZ]ZUX\/—\/_R[l-_e(ab)]

aX_ a(a-b) obx | _ @i M@ Q cos(B;Yo) cos(vkHs)
a[e el@ble ] N +Dap Tko1 Zjt1 Ty /N YN [1 2]
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[eaX _ie(a-b) eb X ] Vi @0;(Y) ¢x(2)
b VNN
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Z Z Q COS(BiYO) cos(ykHs) [eaX i bi a(a-b) ebx]
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elab) obX ]}
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[3.148]

{XRa(t) X {-vyx a[e?X

[3.149]
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La ecuacion [3.150] equivalentemente se transforma en

N
cos(mYyi) cos(mHi) cos(miY)cos(miZ
CA(X;Y;Z;t):zQ (mYi) cos(mHi) cos(miY)cos(miZ)

i=1 Ox (0,25) [1- bi e(a—b)]

{[ ﬁ(e-g(zm)t_l)] {-Ux a[e?X- e@D) ebX]

a
+ Dppalae?X-be@PebX] . D,y (mi)? [eX- o

e@b) ePX]. p,p (mi)? [eax -bie(a'b) ebx]}+ [1- e'g(zm)t]

[eax - bi e(ab) gbX ]} [3.151]

Puesto que la ubicacion de la fuente esta ubicado en el punto (0; 0; Hy) en
el sistema de coordenadas XYZ, con Y, y H; = 0,8 m; este mismo punto
en el sistema de coordenadas xyz sera (8008 546;368812; 600,8);
teniendo en cuenta esto y las transformaciones x = 8008546 +
200X; y = 368812 + 200Y; z = 600 + 400Z la ecuacion [3.151]

transforma en el sistema xyz es

. . y-368812)\ . 7-600\ .
Q cos(368 812 mi) cos(600,8 i) cos[(izo0 )m] cos[( 200 )m]

ox (0,25) [1- bie(a-b)]

Calxy;zt) = IN,

X-8 008 546

{[ n<zzi-1) Gl '1)] - a [ea<T)
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X-8 008 546

- elaD) ¢ (&)l + Dppa Ia & (555 _p ead) eb(%)l

-8 008 546 -8 008 546
- Dpg (mi)? [ea(x 200 )-bie(a'b) eb(X 200 )] Dap (mi)?

(x-s 008 546) b(x-s 008 546)
ea 200 _ie(a-b) e 200 +
b

X-8 008 546 X-8 008 546

et o). s o5

Esta ultima expresién obtenida es justamente la solucion dada
anteriormente por la ecuacion [3.144], la cual nos permitira obtener la

concentracion del contaminante CO.
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ANEXO 3

El codigo en MatLab esta dado por lo que expresa la ecuacion [3.144] de

la siguiente manera

syms xy z Q Ux t DAB

for i=1:10
a=(Ux-sqrt(Ux"2+8*(DABA2)*((pi*i)"2)))/(2*DAB);
b=(Ux+sqrt(Ux"2+8*(DAB2)*((pi*i)"2)))/(2*DAB);
A1=Q*c0s(368812*pi*i)*cos(600.8*pi*i);
A2=cos(((y-368812)/(200))*pi*i)*cos(((z-600)/(400))*pi*i);
A3=Ux*0.25%(1-(a/b)*exp(a-b));
A4=(-2/(pi*(2*I-1)))*(exp((-pi/2)*(2*i-1)*)-1);
AB=Ux*a*(exp(a*((x-8008546)/200))-(a/b)*exp(a-b)*exp(o*((x-
8008546)/200)));
AB6=DAB*a*(a*exp(a*((x-8008546)/200))-b*exp(a-b)*exp(b*((x-
8008546)/200)));
A7=DAB*((pi*i)"2)*(exp(a*((x-8008546)/200))-(a/b)*exp(a-  b)*exp(b*((x-
8008546)/200)));
AB=DAB*((pi*i)"2)*(exp(a*((x-8008546)/200))-(a/b)*exp(a-b)*exp(o*((x-

8008546)/200)));
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A9=(1-exp((-pil2)*(2*i-1)))*(exp(a*((x-8008546)/200))-(a/b)*exp(a-

b)*exp(b*((x-8008546)/200)));

s=0;
expresion=((A1*A2)/A3)*(A4*(-A5+A6-A7-A8)+A9);
s=s+subs(expresion,{x,y,z,Q,Ux,t,DAB},{8008553.5,368830.5,601.5,0.8,1.
6,22,0.002});
double(s)

end
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ANEXO 4

DATOS OBTENIDOS EN FORMA DETALLADA

Tabla 11
Datos meteoroldgicos, concentracién promedio de CO y numero de
vehiculos durante la estacion de invierno.

Fecha NUmero de Velocidad Direccién Temperatura Humedad CO
(a/m/d) vehiculos promedio del del viento ‘c) relativa F-R)
viento (m/s) (grados) (%) (ppm)
Estacion

2014-08-11 2713 0,3 16,0 65,7 0,4-0,3
2014-08-11 1596 0,7 22,2 59,2 0,6 -0,3
2014-08-11 1524 0,5 SSO-NNE 17,7 59,7 0,3-0,1
2014-08-12 2372 0,3 (229 16,1 64,7 1,8-16
2014-08-12 2 046 0,8 (Invierno) 22,5 56,6 0,3-0,2
2014-08-12 1914 0,9 14,4 76,7 1,1-0,7
2014-08-13 2413 0,0 17,5 61,9 0,4-0,0
2014-08-13 1700 1,0 21,5 44,6 0,5-0,3
2014-08-13 1735 0,7 16,2 76,2 0,4-0,2
2014-08-14 2297 1,0 16,4 62,3 4,1-39
2014-08-14 2074 1,6 24,7 56,5 0,8-0,2
2014-08-14 1935 0,6 15,7 75,1 0,4-0,1
2014-08-15 2 556 0,1 20,6 56,0 23-13
2014-08-15 2380 0,8 23,3 44,0 0,7-0,0
2014-08-15 2130 0,5 16,0 71,4 1,2-05
2014-08-16 1505 0,2 15,1 66,7 0,3-0,1
2014-08-16 2053 0,9 23,5 53,8 0,3-0,1
2014-08-16 1 866 0,8 15,8 74,8 0,8-0,5

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 12
Datos meteorolégicos, concentracion de CO y niumero de vehiculos
durante la estacion de primavera.

Fecha NUmero de Velocidad Direccion Temperatura Humedad CcO

(a/m/d) vehiculos promedio del viento ‘c) relativa F-R)

del viento (grados) (%) (ppm)

(m/s) Estacion

2014-11-17 2494 0,6 15,6 58,0 0,1-01
2014-11-17 2164 2,3 16,4 52,2 0,0-0,0
2014-11-17 2097 1,2 SSO-NNE 14,4 67,6 0,5-0.1
2014-11-18 3281 0,8 (22% 15,0 66,9 1,2-0,8
2014-11-18 2218 0,9 (Primavera) 16,7 55,1 0,2-0,0
2014-11-18 2192 0,0 13,0 62,5 0,6-0,3
2014-11-19 3081 0,0 13,8 61,5 23-16
2014-11-19 2284 1,3 16,6 51,0 0,2-0,0
2014-11-19 1935 1,2 13,0 64,5 0,2-0,1
2014-11-20 2 475 0,4 13,6 65,0 0,7-04
2014-11-20 1873 15 15,0 52,0 0,1-0,0
2014-11-20 1881 0,8 12,5 61,2 0,2-0,1
2014-11-21 2 469 0,5 13,8 56,6 0,8-0,5
2014-11-21 2017 1,7 18,0 52,2 1,2-0,1
2014-11-21 1909 1,0 14,4 65,7 1,0-0,8
2014-11-22 1490 0,4 16,9 57,1 0,3-0,0
2014-11-22 2 636 15 19,4 49,2 0,1-0,0
2014-11-22 1980 1,0 14,0 63,3 0,2-0,0

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 13
Datos meteoroldgicos, concentracion de CO y numero de vehiculos
durante la estacion de verano.

Fecha NUmero de Velocidad Direccién del Temperatura Humedad CO
(a/m/d) vehiculos promedio viento ‘c) relativa F-R)
del viento (grados) (%) (ppm)
(m/s) Estacion

2015-01-26 1570 0,4 21,1 53,4 1,4-0,0
2015-01-26 1643 1,6 23,3 59,1 0,1-0,0
2015-01-26 1651 0,9 SSO-NNE 18,9 58,4 02-01
2015-01-27 1534 0,7 (22% 22,5 61,8 0,0-0,0
2015-01-27 1752 2,2 (Verano) 20,8 46,7 0,8-0,3
2015-01-27 1651 1,0 19,1 59,3 0,1-01
2015-01-28 1570 0,5 22,1 51,9 05-0.1
2015-01-28 1708 1,3 24,1 52,2 1,1-1,0
2015-01-28 1801 0,7 19,9 55,5 0,1-0,0
2015-01-29 1589 0,6 21,9 55,4 0,1-0,0
2015-01-29 1782 1,7 21,4 50,2 0,4-0,2
2015-01-29 1600 0,5 19,9 60,8 09-05
2015-01-30 1631 0,6 21,4 59,5 04-0,3
2015-01-30 1831 1,7 22,2 48,9 15-14
2015-01-30 1776 0,9 20,2 65,0 04-0,3
2015-01-31 1313 0,2 22,2 62,0 0,3-0,3
2015-01-31 1726 1,6 22,8 53,6 0,7-0,6
2015-01-31 1433 0,8 194 66,7 06-0,3

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 14
Datos meteoroldgicos, concentracion de CO y numero de vehiculos
durante la estacion de otofio.

Fecha NUmero de Velocidad Direccién del Temperatura Humedad CO
(a/m/d) vehiculos promedio viento ‘c) relativa F-R)
del viento (grados) (%) (ppm)
(m/s) Estacion

2015-05-04 2151 0,0 19,1 70,5 02-0,1
2015-05-04 2144 0,9 20,8 56,8 74-6,7
2015-05-04 1932 0,8 SSO-NNE 17,8 67,3 50-5,0
2015-05-05 2262 0,0 (22% 19,3 65,7 0,8-0,5
2015-05-05 1946 11 (Otofio) 21,4 59,7 56-4,0
2015-05-05 2195 0,7 19,9 72,6 25-23
2015-05-06 2230 0,5 17,7 66,3 0,3-0,3
2015-05-06 1870 1,0 21,4 54,5 19-15
2015-05-06 1955 0,5 16,6 65,3 58-47
2015-05-07 2274 15 18,6 67,3 6,6 —5,6
2015-05-07 2043 11 21,9 56,6 2,1-2,0
2015-05-07 2059 0,2 194 65,9 15-0,8
2015-05-08 2 326 0,4 17,5 70,8 52-42
2015-05-08 2122 11 21,1 61,5 6,2-6,1
2015-05-08 1968 0,6 16,9 71,1 6,5-3,0
2015-05-09 1206 0,0 17,5 71,8 0,2-0,0
2015-05-09 2 166 0,9 29,5 55,5 0,2-0,0
2015-05-09 1958 0,8 17,5 74,7 0,0-0,0

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 15
Valores de la concentracion de CO observada (CO,) y predicho
(€0, ) durante la estacion de invierno.

Fecha Velocidad Coeficiente de Tiempo Concentracién Concentracién
(a/m/d) promedio del difusion t(s) observado predicho
viento Dyp (m/s?) CO, (ppm) CO,, (ppm)
vy (m/s)
2014-08-11 0,3 0,002 66,5 0,3 0,3
2014-08-11 0,7 28,6 0,3 0,5
2014-08-11 0,5 40,0 0,1 0,2
2014-08-12 0,3 66,6 1,6 1,4
2014-08-12 0,8 25,0 0,2 0,2
2014-08-12 0,9 22,0 0,7 0,9
2014-08-13 0,1 200,0 0,0 0,3
2014-08-13 1,0 20,0 0,3 04
2014-08-13 0,7 28,6 0,2 0,3
2014-08-14 1,0 20,0 3,9 3,6
2014-08-14 1,6 12,5 0,2 0,6
2014-08-14 0,6 33,0 0,1 0,3
2014-08-15 0,1 200,0 1,3 1,7
2014-08-15 0,8 25,0 0,0 0,6
2014-08-15 0,5 40,0 0,5 1,0
2014-08-16 0,2 100,0 0,1 0,2
2014-08-16 0,9 22,0 0,1 0,3
2014-08-16 0,8 25,0 0,5 0,7

Fuente: Elaboracion propia

196



Tabla 16
Valores de la concentracion de CO observada (CO,) y predicho
(€O, ) durante la estacion de primavera.

Fecha Velocidad  Coeficiente Tiempo Concentracion Concentracion
(a/m/d) promedio de difusion t(s) observado predicho
delviento  Dup (m/s?) CO, (ppm) CO,, (ppm)
vy (m/s)
2014-11-17 0,6 0,002 33,0 0,1 0,1
2014-11-17 2,3 8,7 0,0 0,0
2014-11-17 1,2 16,7 0,1 0,4
2014-11-18 0,8 25,0 0,8 1,0
2014-11-18 0,9 22,0 0,0 0,2
2014-11-18 0,1 200,0 0,3 0,4
2014-11-19 0,1 200,0 1,6 1,7
2014-11-19 1.3 15,4 0,0 0,2
2014-11-19 1,2 16,7 0,1 0,2
2014-11-20 0,4 50,0 0,4 0,6
2014-11-20 15 13,0 0,0 0,1
2014-11-20 0,8 25,0 0,1 0,2
2014-11-21 0,5 40,0 0,5 0,7
2014-11-21 1,7 11,8 0,1 0,9
2014-11-21 1,0 20,0 0,8 0,9
2014-11-22 0,4 50,0 0,0 0,2
2014-11-22 1,5 13,0 0,0 0,1
2014-11-22 1,0 20,0 0,0 0,2

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 17
Valores de la concentracion de CO observada (CO,) y predicho
(€O, ) durante la estacion de verano.

Fecha Velocidad  Coeficiente Tiempo Concentracion Concentracion
(a/m/d) promedio de difusion t(s) observado predicho
delviento  Dup (m/s?) CO, (ppm) CO,, (ppm)
vy (m/s)
2015-01-26 0,4 0,002 50,0 0,0 1,2
2015-01-26 1,6 12,5 0,0 0,1
2015-01-26 0,9 22,0 0,1 0,2
2015-01-27 0,7 28,6 0,0 0,0
2015-01-27 2,2 9,0 0,3 0,5
2015-01-27 1,0 20,0 0,1 0,1
2015-01-28 0,5 40,0 0,1 0,4
2015-01-28 1.3 15,0 1,0 0,9
2015-01-28 0,7 28,6 0,0 0,1
2015-01-29 0,6 33,0 0,0 0,1
2015-01-29 1,7 11,8 0,2 0,3
2015-01-29 0,5 40,0 0,5 0,8
2015-01-30 0,6 33,0 0,3 0,4
2015-01-30 1,7 11,8 1,4 11
2015-01-30 0,9 22,0 0,3 0,4
2015-01-31 0,2 100,0 0,3 0,2
2015-01-31 1,6 12,5 0,6 0,5
2015-01-31 0,8 25,0 0,3 0,5

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 18
Valores de la concentracion de CO observada (CO,) y predicho
(Co, ) durante la estacién de otofio.

Fecha Velocidad Coeficiente  Tiempo  Concentracion  Concentracion
(a/m/d) promedio  de difusion t(s) observado predicho
del viento D, (m/s?) CO, (ppm) CO,, (ppm)
vy (m/s)
2015-05-04 0,1 0,002 200,0 0,1 0,1
2015-05-04 0,9 22,0 6,7 6,6
2015-05-04 0,8 25,0 5,0 4,5
2015-05-05 0,1 200,0 0,5 0,6
2015-05-05 11 18,0 4,0 4.8
2015-05-05 0,7 28,6 2,3 2,3
2015-05-06 0,5 40,0 0,3 0,3
2015-05-06 1,0 20,0 1,5 1,7
2015-05-06 0,5 40,0 4,7 51
2015-05-07 1,5 13,0 5,6 51
2015-05-07 1,1 18,0 2,0 1,8
2015-05-07 0,2 100,0 0,8 11
2015-05-08 0,4 50,0 4,2 4,3
2015-05-08 1,1 18,0 6,1 5,3
2015-05-08 0,6 33,0 3,0 5,8
2015-05-09 0,1 200,0 0,0 0,2
2015-05-09 0,9 22,0 0,0 0,2
2015-05-09 0,8 25,0 0,0 0,0

Fuente: Elaboracion propia
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ANEXO 5
Fotos de la interseccion de las avenidas Francisco Bolognesi y Gustavo
Pinto.
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