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RESUMEN

El presente trabajo desarrolla un estudio analitico de la Tercera Forma Fundamental de
superficies regulares contenidas en IR3, con el propésito de establecer su demostracién
formal, calcular sus coeficientes, determinar sus relaciones algebraicas con las dos
primeras formas y clasificar superficies cuddricas de tipo Chen finito respecto al operador
AMT La metodologia analiza superficies regulares parametrizadas, apoyandose en
herramientas del dlgebra lineal y la geometria diferencial de superficies. El fundamento
inicial es la definicién de la Tercera Forma Fundamental como el producto escalar de
las diferenciales del vector normal unitario, expresada como [/ = (dN(v),dN(w)),
donde N es el campo vectorial normal a la superficie. Las ecuaciones de Weingarten,
que relacionan las derivadas del vector normal con el operador de forma, sirven como
herramienta clave para conectar algebraicamente las tres formas fundamentales. Los
resultados principales incluyen la obtencion explicita de los coeficientes £, F y G,
demostrandose que se expresan como combinaciones cuadraiticas de los coeficientes de
las dos primeras formas; larelaciéon /711 = 2H I — K I, donde K y H son las curvaturas
gaussiana y media; y que los helicoides y las esferas son las tinicas superficies cuddricas
de tipo Chen finito en R? respecto a A’/Z. Se concluye que la Tercera Forma Fundamental
que caracteriza la geometria extrinseca de superficies regulares y puede expresarse
algebraicamente en términos de las dos primeras formas mediante las ecuaciones de
Weingarten; estos resultados, junto con la clasificacion de superficies cuddricas de tipo
Chen finito respecto a A/!, fortalecen el desarrollo teérico de la geometria diferencial

clasica.

Palabras clave:  Ecuaciones de Weingarten, superficies de Chen, Tercera Forma

Fundamental y vectores normales diferenciales.
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ABSTRACT

The present work develops an analytical study of the Third Fundamental Form of regular
surfaces contained in R?, with the purpose of establishing its formal proof, computing its
coeflicients, determining its algebraic relationships with the first two fundamental forms,
and classifying quadric surfaces of finite Chen type with respect to the operator A’/7,
The methodology analyzes parametrized regular surfaces, drawing on tools from linear
algebra and the differential geometry of surfaces. The starting point is the definition of
the Third Fundamental Form as the inner product of the differentials of the unit normal
vector, expressed as /1] = (dN(v),dN(w)), where N is the normal vector field to the
surface. The Weingarten equations, which relate the derivatives of the normal vector to
the shape operator, serve as a key tool for algebraically connecting the three fundamental
forms. The main results include the explicit computation of the coefficients £, F and G,
showing that they can be expressed as quadratic combinations of the coefficients of the first
two fundamental forms; the relation / /] = 2H I] — K I, where K and H are the Gaussian
and mean curvatures; and that helicoids and spheres are the only quadric surfaces of finite
Chen type in R? with respect to A’//? It is concluded that the Third Fundamental Form
characterizes the extrinsic geometry of regular surfaces and can be expressed algebraically
in terms of the first two fundamental forms through the Weingarten equations; these results,
together with the classification of quadric surfaces of finite Chen type with respect to A1/,

strengthen the theoretical development of classical differential geometry.

Keywords: Chen surfaces, Differential normal vector, Third Fundamental Form and

Weingarten equations.



INTRODUCCION

El estudio de superficies en IR® ocupa un lugar central dentro del analisis geométrico
moderno. Fue Gauss [8] quien, en el siglo XIX, sent6 las bases para explorar las
propiedades locales y globales de superficies regulares, un campo que desde entonces
ha crecido de manera significativa, tanto en su desarrollo teérico como en su proyeccion
hacia distintas areas del conocimiento. Dentro de este contexto, las formas fundamentales
ejercen un papel esencial en la descripcion geométrica de las superficies. La primera forma
fundamental, introducida por Gauss, proporciona la estructura métrica intrinseca de la
superficie, permitiendo medir longitudes, dngulos y dreas de curvas y regiones contenidas
en ella [5, 24]. La segunda forma fundamental, por su parte, estudia como la superficie
se curva en el espacio R®, dando lugar a conceptos esenciales como las curvaturas
principales, Gauss y media [6, 13]. Estas dos primeras formas fundamentales han sido
estudiadas a profundidad en textos cldsicos como los de Do Carmo [5], Spivak [24],
Struik [26], Kiihnel [ 14], Tenenblat [29], Tapp [27] y Millman [18], estableciendo una base
tedrica s6lida para la geometria diferencial de superficies. Sin embargo, existe una Tercera
Forma Fundamental, definida mediante del producto escalar de los vectores normales
diferenciales, que complementa la caracterizacién geométrica y cuya importancia tedrica

no ha sido estudiada a profundidad en la geometria diferencial.

A pesar de su relevancia tedrica, la Tercera Forma Fundamental no ha sido estudiada
como las dos primeras formas fundamentales. Definida mediante el producto escalar
de los vectores normales diferenciales, esta forma fundamental proporciona informacién
complementaria sobre la geometria extrinseca de la superficie y establece relaciones
algebraicas profundas con las dos primeras formas fundamentales [7]. Autores como
Do Carmo [5], Spivak [24], Struik [26] y Kiihnel [14] han desarrollado ampliamente
el estudio de las dos primeras formas fundamentales; sin embargo, el andlisis de la
tercera forma fundamental y su caracterizacion algebraica no han sido tratados con la
misma profundidad en la geometria diferencial. Algunos trabajos més especificos, como
los de Hartman y Wintner [10], Toponogov [30], Naveira [20] y estudios recientes [7],
han comenzado a cubrir este vacio, mostrando que la Tercera Forma Fundamental no
solo completa el andlisis geométrico, sino que también permite establecer relaciones

algebraicas y tensoriales que profundizan la comprension de la teoria de superficies. Esta



situacion evidencia la necesidad de realizar un estudio mds claro y completo que aborde de
forma ordenada las propiedades, los coeficientes y las relaciones algebraicas de la Tercera

Forma Fundamental dentro de la geometria diferencial cldsica.

El propésito central de este trabajo es construir un estudio tedrico riguroso y ordenado de la
Tercera Forma Fundamental de superficies regulares en IR® mediante el producto escalar de
los vectores normales diferenciales. Las preguntas que nos guian a esta investigacién son:
(Coémo se demuestra tedricamente la Tercera Forma Fundamental de superficies regulares
en R? mediante el producto escalar de los vectores normales diferenciales? ;Cudles son
los coeficientes de la tercera forma fundamental obtenidos a partir del producto escalar
de las diferenciales del vector normal unitario? ;Cémo se relacionan algebraicamente la
primera, segunda y tercera forma fundamental a través de las ecuaciones de Weingarten
en superficies regulares?, ;Cudles son las superficies cuédricas de tipo Chen finito en IR?
cuando se adopta la tercera forma fundamental como métrica base mediante su operador
de Laplace-Beltrami asociado A’/!?. Para responder estas preguntas, se busca demostrar
de manera formal las propiedades fundamentales de la tercera forma fundamental, calcular
explicitamente sus coeficientes y establecer las relaciones algebraicas que la vinculan con
las dos primeras formas fundamentales a través de las ecuaciones de Weingarten [5, 1]. De
este modo, el presente trabajo no solo contribuye a llenar un vacio tedrico en la geometria
diferencial clésica, sino que también abre una perspectiva nueva para clasificar superficies
cuddricas mediante el operador AT extendiendo asi la teoria de tipo finito de B.-Y. Chen

[3] a un contexto métrico inducido por la tercera forma fundamental.

El estudio estd distribuido en cinco capitulos. El primero describe el problema de
investigacion, las preguntas que lo guian, la justificacion del estudio, los objetivos y
las hipétesis que orientan el desarrollo del trabajo y los antecedentes relacionados. Los
fundamentos que sustentan este trabajo se exponen en el segundo capitulo, abarcando
los pilares tedricos del dlgebra lineal, curvas y superficies regulares con sus respectivas
parametrizaciones. También se estudian las dos formas fundamentales, la aplicacion
de Gauss y las ecuaciones de Weingarten, que constituyen la base conceptual para el
desarrollo de la Tercera Forma Fundamental [5, 18, 31, 29, 9]. El tercer capitulo presenta
el marco metodolégico. El cuarto capitulo constituye el centro del trabajo: se presenta

la definicién formal de la Tercera Forma Fundamental, se determinan sus coeficientes a



partir del producto escalar de las diferenciales del vector normal, se demuestra de manera
detallada su relacion con las dos primeras formas fundamentales mediante las ecuaciones
de Weingarten [13, 30, 16, 10], y se determinan las superficies cuddricas de tipo Chen
finito en IR? respecto al operador de Laplace-Beltrami A’/ inducido por la tercera forma
fundamental, estableciendo que los helicoides y las esferas son las tnicas superficies con
esta propiedad. El quinto capitulo presenta las conclusiones respondiendo a cada uno de
los objetivos planteados, asi como recomendaciones para futuras investigaciones y sus

posibles aplicaciones.



CAPITULO I
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Identificacién del problema

En el estudio clasico de las superficies regulares inmersas en el espacio euclidiano
IR3, la primera y la segunda forma fundamental han sido ampliamente analizadas
tedricamente y en sus aplicaciones. En comparacion, la Tercera Forma Fundamental,
definida a partir del producto escalar de los diferenciales del campo normal unitario, no ha
sido estudiada a profundidad como las dos primeras formas, a pesar de su importancia en la
descripcion local de la curvatura. Esta falta de desarrollo ha dificultado una comprension
mads profunda de su estructura, de sus propiedades diferenciales y de su relacién con los
operadores fundamentales de la geometria de superficies. En especial, no se dispone de
una exposicion clara y unificada de sus vinculos con la aplicacién de Gauss, la forma
de Weingarten y las curvaturas principales. Por ello, resulta necesario llevar a cabo un
estudio més detallado y completo de la Tercera Forma Fundamental dentro del marco de

la geometria diferencial clésica.
1.2. Formulacién del problema
1.2.1. Problema general

(Como demostrar tedricamente la Tercera Forma Fundamental de superficies

regulares en IR® mediante el producto escalar de los vectores normales diferenciales.
1.2.2. Problemas especificos

1. ;Cudles son los coeficientes de la tercera forma fundamental obtenidos a partir del
producto escalar de las diferenciales del vector normal unitario?

2. (Como se relacionan algebraicamente la primera, segunda y tercera forma
fundamental, a través de las ecuaciones de Weingarten en superficies regulares?

3. (Cuidles son las superficies cuddricas de tipo Chen finito en IR®, cuando se
adopta la tercera forma fundamental como métrica base mediante su operador de

Laplace-Beltrami asociado A/1?



1.3.  Justificacion e importancia de la investigacion

La justificacion del presente estudio se basa en el escaso desarrollo de la Tercera
Forma Fundamental en la linea de geometria diferencial. Autores como Do Carmo, Spivak,
Struik, Kiihnel, entre otros, han profundizado el estudio de las dos primeras formas
fundamentales, desarrollando extensamente sus propiedades, aplicaciones y relaciones
geométricas; sin embargo, la tercera forma fundamental tiene un desarrollo limitado y
fragmentado. Por ejemplo, Toponogov [30] la define con una breve demostracién en su
texto sin explorar sus propiedades en profundidad, Kreyszig [13] solamente la menciona
en sus apartados de manera tangencial, y Lipschutz [16] la incluye como ejercicio a
resolver sin un desarrollo teérico, pero con sugerencias a desarrollar; de acuerdo a lo
mencionado, se hace notar que existe un vacio teérico para la comprension completa de la
geometria de superficies regulares. En ese sentido, este trabajo contribuye al desarrollo
tedrico de la geometria diferencial mediante el estudio riguroso de las propiedades,
coeficientes y relaciones algebraicas de la tercera forma fundamental con las dos primeras
formas, utilizando principalmente las ecuaciones de Weingarten. Se establecen de manera
explicita las relaciones entre las tres formas fundamentales para proporcionar conceptos
que complementan y enriquecen el estudio de superficies. Asimismo, la relacion /1] =
2H I1-K I demuestra que la tercera forma fundamental posee estructura suficiente para
actuar como métrica independiente sobre la superficie, lo que permite asociarle un
operador de Laplace-Beltrami A?/Z, Este operador hace posible clasificar superficies en
IR? segtin la teorfa de tipo finito de B.-Y. Chen [3], la cual no ha sido explorada desde la
perspectiva de la tercera forma fundamental. En este trabajo se establece que las tnicas
superficies cuddricas de tipo Chen finito respecto a A’ son los helicoides y las esferas,
contribuyendo asi al desarrollo de esta linea dentro de la geometria diferencial cldsica.
Por lo cual, este trabajo genera material de referencia ordenado, riguroso y accesible para
futuras investigaciones en geometria diferencial y para la formacién de estudiantes en esta

area del conocimiento matematico.



1.4.

1.4.1.

Objetivos
Objetivo general

Demostrar tedricamente la tercera forma fundamental de superficies regulares en

IR3, mediante el producto escalar de los vectores normales diferenciales y establecer sus

relaciones con la primera y segunda forma fundamental.

1.4.2.

1.5.

1.5.1.

Objetivos especificos

Calcular los coeficientes de la tercera forma fundamental, a partir del producto
escalar de las diferenciales del vector normal unitario en superficies regulares en
R®.

Establecer la relacion algebraica entre la primera, segunda y tercera forma
fundamental, mediante las ecuaciones de Weingarten.

Determinar las superficies cuddricas de tipo Chen finito en R® respecto a la tercera

forma fundamental, mediante el operador de Laplace-Beltrami A?/Z,
Hipétesis
Hipétesis general

La tercera forma fundamental de superficies regulares en IR® se demuestra

tedricamente mediante el producto escalar de los vectores normales diferenciales y se

expresa en funcién de la primera y segunda forma fundamental.

1.5.2.

1.

Hipétesis especificas

Los coeficientes de la Tercera Forma Fundamental se expresan como
combinaciones de los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental
mediante las ecuaciones de Weingarten.

Existe una relacién matricial explicita entre la primera, segunda y tercera forma
fundamental, que permite representar la tercera forma en términos de las dos
primeras.

Las tnicas superficies cuédricas de tipo Chen finito en IR? respecto al operador

de Laplace-Beltrami A!?!| inducido por la tercera forma fundamental, son los



helicoides y las esferas.
1.6. Antecedentes de la investigacion

La geometria diferencial que se ha desarrollado como una herramienta
indispensable para comprender curvas y superficies en espacios tridimensionales, fue en
el siglo XIX, cuando matematicos como Carl Friedrich Gauss comenzaron a sentar las
bases de esta drea, siendo su obra Disquisitiones Generales Circa Superficies Curvas [8]
un resultado fundamental en su desarrollo. En ella, Gauss introdujo la curvatura gaussiana
y demostro, a través del célebre Theorema Egregium, que la curvatura es una propiedad
intrinseca de la superficie, transformando profundamente la manera en que se concibe y

estudia la geometria de las superficies.

Mas adelante Eisenhart [6], profundiz6 en las primeras dos formas fundamentales,
las ecuaciones de Frenet-Serret, y otros conceptos fundamentales para el estudio de

superficies. Su obra sigue siendo referencia obligatoria en la formacién de gedmetras.

En su obra sobre geometria diferencial, [2] introdujo formalmente la tercera
forma fundamental, como un instrumento para estudiar de qué manera las normales
de una superficie experimentan deformaciones. Su enfoque permitié profundizar en la
comprension de la geometria extrinseca de las superficies, abriendo una perspectiva mds
detallada y precisa, particularmente, en aquellos contextos donde la curvatura presenta

variaciones considerables.

En [15], si bien el enfoque principal recae sobre variedades suaves, se destaca
el papel central que juegan las formas fundamentales en la caracterizacion métrica de
superficies embebidas, haciendo referencia a la tercera forma fundamental dentro de

contextos de mayor complejidad tedrica.

Desde la perspectiva fisica, [28] establece un vinculo entre las formas
fundamentales y dreas como la teoria de cuerdas y la relatividad general, evidenciando que
estas herramientas matematicas trascienden la geometria cldsica y encuentran aplicacion

en contextos abstractos de gran relevancia cientifica.

Finalmente, [19], en Generalized Curvatures, introduce una visién ampliada

sobre curvaturas, argumentando que la tercera forma fundamental permite comprender



propiedades geométricas complejas, siendo til incluso en contextos de optimizacion

geométrica.

Un aporte reciente relevante se encuentra en [14], dentro de su obra Differential
Geometry, donde las tres formas fundamentales son retomadas en el marco del estudio
de variedades diferenciables. Kiihnel plantea que la tercera forma fundamental puede
interpretarse como el producto interno de derivadas covariantes de vectores normales, y
resalta su utilidad en situaciones donde las dos primeras formas resultan insuficientes para

describir con precision deformaciones de caricter fino.

Por otro lado, [24], aunque mds centrado en las primeras dos formas, menciona
que la tercera forma fundamental puede derivarse formalmente como /] = (dN,dN)
donde N es el campo normal unitario. Aunque su uso no es frecuente, Spivak deja abierta
la puerta a futuras aplicaciones geométricas més sofisticadas, especialmente en superficies

con torsion o en estructuras rigidas

En el articulo “On the Geometry of Third Fundamental Form™ de [20], se hace un
andlisis riguroso de como la tercera forma fundamental se relaciona con la estabilidad
geométrica de superficies, argumentando que puede servir para caracterizar tensiones
internas en materiales curvados. Este enfoque ha sido explorado también en mecénica

del continuo.

En el articulo de [12], en el contexto de la vision por computadora y anélisis
de formas tridimensionales, sugieren que la tercera forma fundamental puede capturar
caracteristicas de “curvatura de nivel fino” (fine curvature), relevantes para algoritmos de

reconocimiento de formas y reconstruccion 3D.

En aplicaciones a estructuras fisicas, [21], menciona que en el estudio de
superficies minimas, la tercera forma fundamental aparece naturalmente cuando se
analizan variaciones normales de superficie, permitiendo evaluar la rigidez local en

estructuras delgadas.

En el libro de Kreyszig [13], el desarrollo se concentra principalmente en la
primera y segunda forma fundamental, abordando sus fundamentos desde una perspectiva

vectorial y tensorial. Si bien no dedica un apartado exclusivo a la tercera forma



fundamental, establece los elementos conceptuales necesarios para su comprension.
Desde una mirada geométrica, la tercera forma fundamental puede interpretarse como
el producto escalar de las derivadas del campo normal de la superficie, conclusion que se
desprende del andlisis del operador de forma y sus implicaciones en la teoria de curvatura.
Kreyszig introduce nociones como la curvatura normal, la forma de Weingarten y el
operador de forma, conceptos directamente vinculados a la formulacién de la tercera
forma fundamental como //] = (dN,dN), donde N es el campo normal unitario. Este
enfoque conecta la tercera forma con las deformaciones del campo normal, lo que resulta

de particular utilidad en el andlisis extrinseco de la superficie.

En el texto de Lipschutz [16], se aborda de manera extensa la primera y segunda
forma fundamental, asi como la geometria intrinseca y extrinseca de superficies. Si bien
la tercera forma fundamental no ocupa un lugar central en la obra, aparece mencionada
en la seccidn de ejercicios, presentdndola como [/ = dN - dN, donde N es el vector
normal unitario a la superficie. Partiendo de las ecuaciones de Rodrigues y considerando
las direcciones principales, el autor demuestra la relacion fundamental entre las tres formas
fundamentales de una superficie regular, expresada como [ [ [-2H I1+ K I = 0, donde H
y K representan la curvatura media y gaussiana, respectivamente. Este resultado pone de
manifiesto que la Tercera Forma Fundamental admite una expresion algebraica en términos
de las dos primeras, evidenciando la profunda conexién que existe entre ellas en el estudio

de las superficies regulares.

El articulo [7] estd integramente dedicado a la tercera forma fundamental. Sus
autores proponen un método novedoso para calcularla mediante un enfoque matemético
computacional que incorpora herramientas como MATLAB. El procedimiento consiste
en determinar previamente las dos primeras formas fundamentales y las curvaturas

principales, para a partir de ellas obtener la tercera forma como:
IIT = edu?® + 2fdudv + gdv?

reformulada en términos de derivadas de la normal y matrices de cambio. En este contexto,
la Tercera Forma Fundamental se interpreta como una métrica auxiliar que cuantifica la

variacién del campo normal sobre la superficie, brindando informacién detallada acerca
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de la rigidez, estabilidad y comportamiento deformacional de las superficies.

Este enfoque resulta valioso, tanto desde el plano tedrico como en aplicaciones
computacionales, destacandose especialmente en dreas como la geometria aplicada, el

modelado de superficies y la visualizacién computacional de geometrias curvas complejas.

En el articulo de [10], introducen y analizan en profundidad la tercera forma
fundamental de una superficie, denotada como / /1. Esta forma se define como el producto

escalar de las derivadas del campo normal unitario de la superficie, es decir:
IIT = (dN(u),dN(v))

donde u, v son vectores tangentes en un punto de la superficie.

La tercera forma fundamental proporciona informacién sobre como cambia la
direccién normal de la superficie, ofreciendo una medida de la variacién del campo
normal. Los autores exploran las propiedades de esta forma y su relacién con las otras

dos formas fundamentales (I y /1), una de las identidades destacadas en el articulo es:

11T -2HII+KI=0

donde, H, K son la curvatura media y gaussiana, / y /] son la primera y segunda

formas fundamentales, respectivamente.

Esta identidad revela la estrecha vinculacion que existe entre la tercera forma
fundamental y las propiedades de curvatura de la superficie. El articulo también explora
sus aplicaciones en la teoria de superficies, destacando su rol en la determinacién de

propiedades geométricas y su utilidad en problemas de caracterizacion superficial.

En [30, Cap 2], se desarrolla la Tercera Forma Fundamental en el marco del
estudio de las propiedades extrinsecas de superficies en IR®. El autor la define como
el producto escalar [/](u,v) = S(u) - S(v), donde S es el operador de forma o de
Weingarten, sefialando que esta forma bilineal simétrica es independiente de la eleccion del

vector normal unitario. Toponogov demuestra la relacién algebraica fundamental /7] =
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2H II — K I,donde K y H representan la curvatura gaussiana y media, respectivamente,
e I, I son las formas fundamentales, poniendo de manifiesto que la tercera forma puede
expresarse completamente en términos de las dos primeras. Este desarrollo se presenta
como parte de la caracterizacion integral de superficies regulares, situando a la tercera
forma fundamental como un elemento esencial dentro del sistema de formas que describen
tanto la geometria intrinseca como extrinseca de las superficies, facilitando el andlisis de

propiedades curvaturales y el establecimiento de identidades geométricas fundamentales.

El libro de [22, Cap 5] explora las ecuaciones fundamentales (Gauss y Codazzi),
que relacionan implicitamente la tercera forma fundamental, definida como I11(v, w) =
(dN(v),dN(w)), donde N es el campo normal unitario. El libro proporciona el marco
tedrico para comprender la tercera forma fundamental a través de las ecuaciones
estructurales y la aplicacion de Gauss. El apéndice sugiere ejercicios computacionales que
inspiran algoritmos en Python, usando bibliotecas como NumPy para cdlculos matriciales,
SymPy para derivaciones simbodlicas y Matplotlib para visualizar superficies y simular

flujos geométricos basados en I71.

En [17, pp.110-119], la geometria diferencial se aplica al 4mbito de la fisica,
abordando las formas fundamentales con énfasis en su interpretacion fisica, como la
curvatura en el contexto de la relatividad. La tercera forma fundamental se vincula con el
mapa de Gauss y las propiedades extrinsecas de las superficies, encontrando aplicacion en
el estudio de superficies dindmicas. Entre los usos fisicos sugeridos destaca el modelado de
membranas. Desde una perspectiva computacional, herramientas como SciPy en Python
permiten resolver ecuaciones diferenciales asociadas a flujos geométricos, mientras que
VTK o Mayavi posibilitan la visualizacion tridimensional de superficies cuyas propiedades

estdn definidas por I/1.

Stoker [25, pp.98-101] trabaja el tema desde una mirada analitica, pasando por
curvas y superficies hasta llegar a las tres formas fundamentales, todo enmarcado en las
ecuaciones de Gauss y Codazzi. Lo interesante de su enfoque es que no se limita a la teoria,
sino que recurre a superficies cldsicas para ilustrar cada idea, lo que hace que los conceptos

cobren sentido de forma mds concreta y progresiva.

En libro de [23, p.83], la tercera forma fundamental de una superficie se introduce
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como una herramienta métrica menos comin que la primera y la segunda forma
fundamental, pero igualmente significativa en ciertos contextos geométricos. Esta forma
se define como el producto escalar de los diferenciales del vector normal unitario 7 de la
superficie:

II] =dn-dn

Geométricamente, la tercera forma fundamental mide cémo varia la direcciéon normal de
la superficie y, por tanto, estd intimamente relacionada con su curvatura. A diferencia
de la primera forma fundamental (que describe la métrica inducida en la superficie) y la
segunda (que relaciona las derivadas de la normal con la curvatura), la tercera se puede
interpretar como una medida de la ‘‘curvatura de la curvatura”. Sochi explica que /17 se
puede expresar en términos de la segunda forma fundamental /7 y la forma inversa de la

primera I, a través de la relacion:
HI=1I1-1""-1I

lo cual refleja que 711 depende completamente de las otras dos formas fundamentales.

Este articulo, publicado en el Bulletin of the Belgian Mathematical Society [32],
investiga las superficies cuddricas en el espacio euclidiano tridimensional que son de
tipo finito en el sentido de B.-Y. Chen, pero referido especificamente a la tercera forma
fundamental (//7), en lugar de la primera o segunda. La tercera forma fundamental
de una superficie se define mediante el tensor /1] = e;; du'du’, y a partir de ella se
construye el operador de Beltrami AZ!, cuya accién sobre el vector de posicién satisface
ATX = grad/”R — RN, donde R = 2H /K es la suma de los radios principales de
curvatura y N es la aplicacion de Gauss. Una superficie se dice de tipo finito /1] — k
si su vector de posicién puede expresarse como suma finita de autovectores de A7, El
resultado principal del articulo (Teorema 4.3) demuestra que los helicoides y las esferas
son las tnicas superficies cuddricas de tipo finito 777 en IR®: las cuddricas del primer
tipo son de tipo finito /717, si y solo si constituyen una esfera (« = b = —1), mientras
que las cuddricas del segundo tipo son siempre de tipo infinito, resultado que se establece

mediante lemas inductivos sobre las potencias iteradas del operador A7/,



CAPITULO I
MARCO TEORICO

2.1. Preliminares

Consideremos R" como un conjunto de n-tuplas cuyos elementos se llaman
vectores, sobre este conjunto actian dos operaciones fundamentales. La primera toma dos
vectores cualesquiera u y v de R y produce la adicién u+ v, que también pertenece a R".

La segunda operacién involucra un escalar « real y un vector v, generando el producto avv.

Ahora bien, estas operaciones no son arbitrarias, responden a ciertas reglas internas
que les dan estructura. Para vectores arbitrarios u, v, w en R" y escalares como «, § en IR,
observamos lo siguiente: La suma de vectores es conmutativa: el orden en que se suman u
y v es irrelevante porque u« + v = v + «. Cuando se suman tres vectores, no importa como
se agrupen porque (u +v) +w = u+ (v + w). Se requiere la misma propiedad asociativa
para el producto escalar: («f)v = a(v). Existe un vector nulo 0 = (0, ...,0) € R" que
sirve como elemento neutro para la suma: sumarlo a cualquier vector v no lo cambia, es
decir, v + 0 = 0 + v = v. Todo vector v admite un opuesto aditivo —v tal que su suma
produce el vector nulo: v + (—v) = —v + v. La distributiva conecta ambas operaciones; un
escalar actda linealmente sobre sumas de vectores: a(u + v) = au + awv. Por el contrario,
una suma de escalares se distribuye sobre un vector: (o + f)v = av + [v. Por tltimo,

cualquier vector se conserva mediante el escalar unitario 1: 1 - v = v.

Estas propiedades caracterizan completamente un espacio vectorial definido sobre

R".

Definicién 2.1. Una transformacion lineal sobre un espacio vectorial, es una aplicacién
T :V — V tal que se cumplen: T'(\v + pu) = AT'(v) + pT'(u) paratodo A, 4 € Ry
v, u€e€V.

Donde A € R es un autovalorde 7' : V' — V si admite un vector v distinto de cero

(llamado autovector) tal que 7'(v) = Av.

Definicion 2.2. Sean los vectores v = (v1,v2,v3) y u = (uy,us, uz) en R?, entonces su
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producto escalar (v, u) y el producto vectorial v X u son:

17k
(v,u) = viug + vaus + V3us, vXu=det| v, wvy wvg
Uy Uz U3

Para la topologia en IR", consideramos las bolas abiertas. Una bola en R" con

centro en el punto P(2?, ..., 29),

n
B(Pe) = {(21,...,zn) €R" = Y (11 —2f)* < €}
i=1
Con esta nocién de bola, podemos caracterizar los conjuntos abiertos: decimos que un

conjunto U C IR" es abierto si para cada punto P € U existe una bola B(P, ¢) contenida

completamente en U.

Definicion 2.3. Si una funcién ¢ : M — N es continua y biyectiva, y si su funcién inversa
1 = o=t : N — M también es continua, entonces ¢ es un homeomorfismo y se dice que

M 'y N son homeomorfos. La matriz de Jacobi de una funcién diferenciable ¢ : R — R™

€S
9f o
oz e OTn
J _ . .
Ofm . Ofm
ox1 Ozn

Una funcién diferenciable ¢ : M — N es un difeomorfismo si existe una funcién

diferenciable v : N — M tal que po1) = I (donde [ es la funcién identidad) y oy = I.
2.2. Curvas parametrizadas

Exploraremos ahora las curvas en el espacio euclidiano denotado por R? el

conjunto de ternas (z, y, z) de nimeros reales; es decir, R* = {(z,y,2)/z,y, 2 € R}.

Definicién 2.4. Una curva paramétrica diferenciable es una aplicacién o : I — IR3, donde

el intervalo IC IR es abierto.

La curva a se describe mediante una funcién vectorial que depende de un
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parametro real ¢ €I,

a(t) = (x(t),y(1), 2(t)) € R?,
cuyas componentes z(t), y(t) y z(t) son funciones coordenadas diferenciables.

Observacién 2.1. La imagen de o, denotada por (1), es la familia de puntos en IR® se
llama traza de o que describe una curva geométrica. El pardmetro ¢ puede interpretarse

como el tiempo en muchas aplicaciones fisicas.

Una forma de definir estos subconjuntos es mediante funciones diferenciables.
Aqui entendemos por diferenciable algo mds fuerte que lo usual: queremos que la funcién
admita derivadas continuas tantas veces como sea necesario, sin restriccion alguna sobre el
orden de derivacion. En el espacio IR3, las curvas diferenciables se definen de la siguiente

manera:

Definicién 2.5 (Funcién Diferenciable). Sea @ : I — R? una funcién vectorial,
siendo el intervalo I € IR abierto de la recta real. En coordenadas cartesianas, a(t) =
(x(t),y(t), z(t)), parat € I,donde z(t), y(t) y z(t) son funciones diferenciables. El vector
derivada se define como o/(t) = (2/(t),y/(t),2'(t)) € R®, paratodo t € I, representa
la direccion instantdnea de variacién en «(t), interpretdandose geométricamente como el

vector que indica hacia dénde apunta la curva en ese instante.

Definicién 2.6 (Producto interno). Sea un espacio vectorial V' sobre R. Un producto
interno es una regla que toma cualquier par de vectores u,v € V' y les asigna un ndmero
real, denotado (u, v), de manera que para todo u, v, w € V' y todo escalar «, se comporta

bien en el siguiente sentido:

1. Linealidad (au + v, w) = a(u, w) + (v, w),
2. Simetria (u,v) = (v,u),

3. Positividad (v,v) > 0,
4

Definida positiva (v,v) =0 siysolosi v =0.

Sean u y v vectores no nulos de R®. El producto escalar (u,v) se anula

precisamente cuando los vectores son ortogonales.
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El producto interno candnico se expresa de la siguiente forma:

n
<U» U> = Z UiV;
i=1

donde (u(t),v(t)), t € I, son curvas parametrizadas diferenciables esto es:

d / !/

g (), v(t)) = (u'(t), v(t)) + {ul?), v'(1)) 2.1)
2.2.1. Curvas regulares y Longitud de arco

Definicién 2.7. Una curva o : I — R? es regular cuando su vector derivada es diferente
de cero en el intervalo I, es decir, cuando o/(t) # 0 para cada valor del pardmetro ¢ € 1.
Esta condicién garantiza que la curva posee una direccidn tangente bien definida en cada

uno de sus puntos.

Consideremos la hélice circular dada por la parametrizacion:
a(t) = (acost,asent,bt), te€R

donde a y b son constantes no nulas, representando respectivamente el radio de la
circunferencia base y la velocidad de ascenso vertical. Para determinar si esta curva es

regular, calculamos su vector tangente:
o'(t) = (—asent,acost,b)

cuya norma de o/(t) resulta ser:

|/ (t)|| = Va2sen2t + a2 cos?t + b2 = \/aQ(seth +cos?t) + 02 =Vva2+ b2 >0

Dado que a > 0y b # 0, tenemos ||/ (t)|| > 0 para todo valor de ¢. Asf, el vector derivada

nunca se anula, lo que establece la regularidad de a.
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__

-1

Figura 1. Parametrizacion de la helicoide

Definicién 2.8 (Longitud de Arco). Seaun punto £, en un intervalo I, definimos la longitud

de arco de una curva parametrizada regular o : I — R® a partir de ¢, mediante la integral:

t1
s(t) = / ! (8)|dt 2.2)
to

donde

/(O] = /(@ ()2 + (v (1) + (2 (1)?
representa la norma del vector tangente o' (t) Véase [5].

La regularidad de « asegura que o/(¢t) # 0 en todo punto, lo cual implica que
s resulta ser una funcién diferenciable de ¢. Mds adn, derivando respecto a ¢ obtenemos
directamente ds/dt = ||o/(t)||, expresando asi que la variacién de la longitud de arco

coincide con la velocidad instantdnea a lo largo de la curva.

Observacion 2.2. Es importante mencionar que la existencia de la longitud de arco no esta
garantizada para todo camino diferenciable. Existen caminos diferenciables cuya derivada
no es continua (es decir, que no son de clase C'), para los cuales la integral que define
s(t) puede no converger, haciendo que la longitud no quede bien definida. La hipétesis de
regularidad impuesta sobre « en la Definicion 2.8 asegura que «/(t) es continua y no se
anula en ningtin punto de I, lo cual garantiza que dicha integral converge y que s(t) estd

bien definida para todo ¢ € L.

Definicién 2.9 (Parametrizacién por Longitud de Arco). Una curva suave o : I — R?
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se dice parametrizada por longitud de arco cuando el pardmetro ¢ mide precisamente la
distancia recorrida a lo largo de la curva desde cierto punto inicial. Mds exactamente, esto

significa que existe algun ¢, € I tal que:

t1
s(t) —/ o/ (D)]|dt =t — to 2.3)
t

0

Esta condiciéon admite una caracterizacion mds simple: La curva « admite una
parametrizacién dada por la longitud de arco, si y solamente si el vector tangente tiene
norma unitaria en cada punto, es decir, si ||o/(¢)|| = 1 para todo ¢t € I. En tal caso, la

velocidad de recorrido es constante e igual a la unidad Véase [29].

Proposicién 2.1. Una curva regular o : I — IR? estd parametrizada por la longitud de

arco si, y solo si, o/(t) = 1, paratodo ¢ € .
2.2.2. La teoria local de curvas parametrizadas por la longitud del arco

Definicién 2.10 (Vector Tangente). Sea  : I — R? una curva regular que admite una
parametrizacion dada por la longitud de arco s. El vector tangente a « en el punto asociado

al parametro s se define simplemente como:
T(s) =d'(s) (2.4

Dado que la parametrizacion es por longitud de arco, este vector tangente posee norma

unitario Véase [5].

Definicién 2.11 (Curvatura). La curvatura de o en s mide la rapidez con que el vector

tangente altera su sentido al recorrer la curva. Analiticamente, se define como:

k(s) = IT(s)ll = lla" ()]l (2.5)

Observacion 2.3. Observemos que la curvatura es siempre no negativa y determina cudn

alejada estd la curva de ser una linea recta en las proximidades del punto considerado.

Definicién 2.12 (Vector Normal Principal). Si la curvatura x(s) es no nula, el vector
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normal principal es:
T'(s) _ T'(s)
N(s) = = 2.6
O =6~ o) (20

Se tiene ||N(s)|| =1y N(s) L T(s).

Definicién 2.13 (Vector Binormal). El vector binormal de « en s estd dado por:
B(s) =T(s) x N(s) 2.7)

donde x denota el producto vectorial en IR

Proposicion 2.2. El conjunto {7'(s), N(s), B(s)} forma una base ortonormal positiva en

cada punto de la curva:

LA =N =Bl =1
2. TLN,NLB,BLT
3. B=TxN,T=NxB,N=BxT.

N B

Figura 2. Triedro de Frenet en o(s)

2.3.  Superficies en IR®

En esta seccidén haremos una introduccion a la teoria de superficies. Comenzaremos
introduciendo la nocién de superficie simple. A lo largo de la seccién daremos una

caracterizacion de las funciones diferenciables que definen las superficies.
2.3.1. Superficie regular

Definicion 2.14 (Superficie Regular). Un subconjunto S C IR? se dice superficie regular
cuando cada uno de sus puntos p admite una representacion local mediante coordenadas.
Precisamente, existe un conjunto U C IR? abierto y la aplicacion X : U — R?

denominada parametrizacion local o carta, satisfaciendo las siguientes condiciones:
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1. La aplicaciéon X admite derivadas parciales de todos los 6rdenes, es decir, las
funciones componentes z(u,v), y(u,v) y z(u,v) que definen X (u,v) admiten
derivacion parcial indefinida con continuidad;

2. X es un homeomorfismo sobre X () = V' N S, donde V es un abierto de R® que
contiene a p, X es continua y tiene una inversa X ' : V' N S — U tal que X ' es
continua;

3. En cada punto ¢ € U, la diferencial dX, : R? — TIR? tiene rango maximo,
o equivalentemente, es inyectiva. Esta condicion garantiza que dichos vectores
tangentes X, y X, son linealmente independientes, impidiendo asi degeneraciones

o singularidades en la parametrizacion.

Observacion 2.4 (Notacion Estdndar). Usualmente escribimos X (u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) donde (u,v) son las coordenadas locales que pertenecen a

U.
Los vectores tangentes coordenados son:

_oX . ox

Xu__a v T
ou ov

Proposicion 2.3 (Condicién de Regularidad Equivalente). La condicién (3) es equivalente

a que los vectores X, y X, sean linealmente independientes, es decir:
Xu(u,v) x Xy(u,v) #0 Y(u,v) €U

Demostracion. La diferencial d.X, ., estd representada por la matriz jacobiana:

o o
ou  Ov

= | 9% %y
JX ou  Ov
0z 0z

ou  Ov

dX es inyectiva < rango(Jx) = 2 < las columnas X, y X, son linealmente

independientes < X, x X, # 0. O

Definicién 2.15. Sean A C R" y B C R™ subconjuntos. Una funcién f : A — B se
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llama homeomorfismo si:

1. f esbiyectiva
2. f escontinua

3. f~!escontinua

Teorema 2.1. Sea ¢ : U C R" — IR" una aplicacién diferenciable. Si en algin punto
p € U la diferencial dy, : R™ — IR" resulta invertible, entonces podemos garantizar la
existencia de entornos abiertos V' de p contenido en U y W de o(p) tales que la restriccion

¢ : V — W admite una inversa diferenciable o= : W — V.

Llamaremos difeomorfismo entre abiertos V' 'y W a toda aplicacién diferenciable

¢ : V — W que posee inversa igualmente diferenciable.

Lo que el teorema de la funcién inversa garantiza que si en un punto p € U la
diferencial dy, es un isomorfismo, entonces ¢ es un difeomorfismo en una vecindad de
p. En otras palabras, una afirmacién sobre la diferencial de ¢ en un punto implica una

afirmacion similar sobre el comportamiento de ¢ en un entorno de dicho punto.

A continuacidn se enuncia la siguiente definicion sobre una atlas coherente, véase

DoCarmo [5].
2.3.2. Orientabilidad

El concepto de superficie orientable descrive la nocién de poder definir un interior
y un exterior de la superficie, en cualquier punto p de una superficie suave .S, existen
dos posibles vectores normales unitarios a la superficie, opuestos entre si. Sin embargo,
queremos que la direccién considerada ‘‘hacia afuera” varie continuamente sobre la

superficie regular. Esto nos lleva a la primera definicion de orientabilidad.

Definicién 2.16. Una superficie regular S C IR? se denomina orientable cuando es posible
elegir de manera continua un campo de vectores normales unitarios sobre toda ella. Mds
precisamente, debe existir una aplicacién continua N : S — S? que asigne a cada punto

p € S un vector unitario /N (p) ortogonal al plano tangente 7,,S en ese punto.

La existencia de dicha aplicacion N significa que podemos diferenciar

consistentemente entre las dos caras de la superficie sin encontrar contradicciones al
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recorrerla. Cuando tal eleccion es posible, llamamos a [V una orientacion de la superficie
S.

Definicion 2.17. Sea S es una superficie suave orientada, un par de vectores (v, w) del
plano tangente 7,,S se denomina base orientada positivamente, si los vectores forman una
base de 7,S'y

(v xw)-N(p) > 0.

La parametrizacién X : U — IR® de un conjunto abierto de S también se
denomina orientada positivamente si el par ordenado (X, X,) forma una base orientada

positivamente del plano tangente de S en X (u, v) para todo (u,v) € U.

En la siguiente proposicién se mostrard que toda superficie suave, conexa y

orientable cuenta exactamente con dos orientaciones posibles.

Proposicién 2.4. Sea S una superficie suave conexa y sean Ny, N, : S — R® dos campos
normales unitarios diferenciables sobre S. Entonces, ambos campos coinciden en todos los

puntos de S o difieren tnicamente por el signo, es decir, Ny = —Na.

Demostracion. Seap € S, debido a que N;(p) y No(p) son vectores unitarios ortogonales
al plano tangente de la superficie en p, se deduce que deben coincidir o diferir inicamente

por el signo; es decir, N1 (p) = N2(p) o Ni(p) = —Na(p).

Consideremos los conjuntos

A={peSINi(p)=No(p)},  B={peS|INi(p)=—No(p)}

Claramente S = AU B. Como los campos normales N7 y /N5 son continuos, los conjuntos
Ay B resultan ser cerrados en S. Como la superficie S es conexa, no puede dividirse en
dos subconjuntos disjuntos no vacios. Por lo tanto, uno de ellos debe coincidir con S, lo

cual implica que N;(p) = Na(p) o N1(p) = —Na(p) en toda la superficie. O

Definiciéon 2.18 (Atlas Coherente). Sea S una superficie regular y sean las

parametrizaciones X : U — SyY : V — S se dicen compatibles si el cambio de
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coordenadas:

Y loX : X' (W) =Y H(W) (2.8)

es un difeomorfismo, donde W = X (U) N Y (V). Un atlas coherente de S es una familia

de parametrizaciones compatibles dos a dos:
A - {Xa . Ua — S}agA

tal que S = J,cp Xo(Ua)-

Definicion 2.19 (Atlas Coherente). Se denomina atlas de una superficie regular S' a una
familia A de parametrizaciones cuyas imagenes cubren completamente S. Dicho atlas se
llama coherente si satisface la siguiente condicidn: para cualesquiera parametrizaciones
X, Y € Ay para todo punto p € S perteneciente a ambas imagenes, el cambio de

coordenadas Y ! o X tiene determinante jacobiano positivo en X ~!(p).

Seguidamente se enuncia la siguiente proposicion referente a atlas coherentes y

orientacion; la demostracion correspondiente puede consultarse en Freire [4].

Proposicion 2.5. Una superficie suave S es orientable si y s6lo si existe sobre S un atlas

coherente.

Esta proposicion establece que la orientabilidad de una superficie puede
caracterizarse mediante la existencia de un atlas coherente. En otras palabras, una
superficie es orientable si es posible elegir parametrizaciones cuyas transformaciones de
cambio de coordenadas preserven la orientacion, lo cual equivale a la existencia de un

campo normal unitario continuo sobre toda la superficie.

Definicion 2.20 (Superficie Compacta Orientable). Sea S una superficie regular en IR®. Se
dice que .S es compacta si todo cubrimiento abierto de S admite un subcubrimiento finito,
o equivalentemente, si S es cerrada y acotada como subconjunto de R®. Se dice que S es
orientable si existe un campo vectorial normal unitario continuo N : S — S? definido
en toda la superficie (Definicién 2.16). Una superficie se denomina compacta orientable

cuando satisface simultineamente ambas condiciones.

(Superficie Compacta Orientable). Sea S una superficie regular en IR3. Se dice
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que S es compacta si todo cubrimiento abierto de S admite un subcubrimiento finito, o
equivalentemente, si S es cerrada y acotada como subconjunto de IR3. Se dice que S es
orientable si existe un campo vectorial normal unitario continuo N : S — S2 definido
en toda la superficie (Definicién 2.16). Una superficie se denomina compacta orientable

cuando satisface simultaneamente ambas condiciones.
2.3.3. Plano Tangente y Vector Normal

Sea X (u,v), con (u,v) € IR? una parametrizacién de una superficie suave. Si
hacemos que las coordenadas u y v dependan diferenciablemente de un pardmetro real ¢
perteneciente a cierto intervalo, la composicién a(t) = X (u(t),v(t)) define una curva
diferenciable que evoluciona enteramente sobre la superficie parametrizada por X. Tal

curva recibe el nombre de curva trazada en la superficie

La idea de vector tangente a la superficie en un punto surge de manera natural, es
cualquier vector que sea tangente a alguna curva contenida en la superficie y que pase por
dicho punto. Esta definicion captura la idea geométrica de direcciones a lo largo de las

cuales podemos movernos sin abandonar la superficie.

Definicion 2.21 (Espacio Tangente). Sea X (u,v) una parametrizacion regular de una
superficie, diremos que un vector w en IR* es tangente a X en el punto ¢ = (ug, vp)
cuando existe una curva «(t) = X (u(t),v(t)) trazada sobre la superficie, pasando por g

en el instante ¢ esto es, (u(ty),v(to)) = (ug, vo) tal que w = o/ (to).

Observemos que los vectores X, (ug,vo) y X,(uo, vo), obtenidos al derivar X
respecto a cada coordenada, son automaticamente tangentes a X en (ug, vg). En efecto,
corresponden a las velocidades de las curvas coordenadas que se forman al variar una sola

coordenada mientras la otra permanece fija.

Definicién 2.22. La coleccién de todos los vectores tangentes a X en el punto ¢ = (ug, vg)
forma un plano que atraviesa la superficie precisamente en ese punto. Este plano se
denomina plano tangente a X en (ug,vp) y lo denotamos por 7,X la cual, representa

la mejor aproximacion lineal a la superficie en las inmediaciones de q.

Observamos que los conceptos de vector tangente y plano tangente se definen en

un punto ¢ del dominio de X y noen el punto p = X (q), ya que la superficie parametrizada
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X puede tener autointerseccion. A continuacion, veremos que el plano tangente 7, X es el

plano de R? generado por X, (q) y X,(q).

Proposicion 2.6. Sea X (u, v) una superficie parametrizada y consideremos un punto g =

(uo, vo). El plano tangente 7}, X coincide exactamente con el subespacio vectorial generado

por Xu(“O; Uo) y Xv(u()a Uo)-

La condicidn de regularidad garantiza que estos vectores X, y.X, son linealmente
independientes, lo cual confirma que 7, X constituye efectivamente un plano en R® con
base dada por ambos vectores. Cabe senalar que, en la situacion general, X, y X, ni forman

angulo recto entre s, ni tienen norma unitaria.
2.4. Primera forma fundamental

Definicién 2.23. Sea X : U C R? — R® una superficie parametrizada regular, Vp € U,
una aplicacion

I,:T,5 - R

es la forma cuadratica asociada con la restriccién del producto interno canénico de IR® al

plano tangente de S en p, 1,5, es decir:

w s I, = (w,w) = ||w|]?, weT,S

El vector w € T,,5 esta expresado de la siguiente forma w = a X, + bX,, para todo

a, b € R lo cual nos genera la siguiente igualdad:

L(w) = (aX, +bX,,aX, + bX,) = *E + 2abF + b*G (2.9)

Notese que las funciones E, 'y G son diferenciables, son llamados coeficientes de la

primera forma fundamental. Ademads, tenemos:

E(u,v) = (Xu, Xu)p = [| X[
F(u,v) = (Xu, Xo)p = (X, Xu)p
G(uvv) = <XU7XU>IJ = ||Xv||12;
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Estas cantidades verifican las propiedades siguientes:

a) Los coeficientes ' y GG son estrictamente positivos en todo punto (u,v), pues
ninguno de los vectores X, y X, se anula.
b) La combinacién EG — F? resulta también positiva. Para ver esto, recordemos la
identidad:
’Xu X Xv‘2 + <XuaXv>2 = |Xu,2‘Xv|2-

De aqui se sigue que:
EG — F? = | X, X0 — (Xu, Xo)? = | Xy x X,[* >0 (2.10)

La desigualdad es estricta porque X, y.X,, son linealmente independientes, lo que garantiza

que su producto vectorial no desaparece.

Definicién 2.24. Sea o : I C R — S una superficie regular con o/(t) € Ty)S con
o/ (t) = u'(t) X, + v'(t) X, entonces:

Lo/ (t)) = (u'(£))*(Xu, Xu)p + 2(u' () (v (£)) (X, Xo)p + (V' (1)) (X, Xy

Proposicion 2.7 (Representacion Matricial). La matriz de la primera forma fundamental

en la base { X, X, } es:
E F

] = oo

Para cualquier vector tangente v = a X, + bX, y w = cX, + dX,:

E F
J(U,w)z(a b> “\ = Eac + F(ad + be) + Gbd
F a) \d

Proposicion 2.8. Propiedades de /

1. [ essimétrica: I(v,w) = I(w,v)
2. [ es bilineal
3. I es definida positiva: I(v,v) > 0 para todo v # 0 en 1,,S
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4. det(I) = EG — F? > 0 (por regularidad)

A continuacién, veremos que los conceptos de la longitud de una curva es una
superficie, angulo entre vectores tangentes y drea de una region de superficie estidn

relacionados con la primera forma cuadratica.

Definicién 2.25. Sea X (u, v) una parametrizacion regular. Si trazamos una curva «(t) =
X (u(t),v(t)) sobre la superficie, con ¢ variando en un intervalo I C R, podemos calcular

la distancia recorrida desde un instante inicial ¢, hasta otro instante ¢ mediante:

s(t) = /t o/ (1) = /t V (W)2E + 20 F + (v)2Gdt

Esta formula expresa la longitud arco.

Definicién 2.26. Sean los vectores v y w no nulos a X en el punto ¢ = (u, v), el dngulo
6 comprendido entre ellos, donde 0 < 6 < 7, se determina mediante la relacién (v, w) =

[|v[[{|w]] cos .
Para expresar cos 6 en términos de la primera forma cuadratica, observamos que

v=aX, +bX, =X, +0X,
w=cX,+dX,=0X, +X,

por lo que el dngulo se expresa de la siguiente forma:

(v,w) Fac+ F(ad+bc) +Gbd  F

~ oljw] 1,(0) - I (w) - VEG

Ahora definimos el concepto de drea de regiones de una superficie, utilizando la

primera forma cuadratica.

Definicién 2.1. Sea S una superficie suave parametrizada por X (u,v) : U C R* — R,

Si g;; denotan los coeficientes de la primera forma fundamental, es decir,

gi11 = <XuaXu>a g12 = <XuaXv>7 go2 = <XU7XU>7
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entonces el elemento diferencial de drea sobre la superficie estd dado por:
dA, = y/det(g;;) dudv.

Esta expresion permite medir el drea sobre la superficie tomando en cuenta la

geometria inducida por la parametrizacion. En particular,
Vdet(gi;) = || Xu x Xo|]-

por lo que el elemento de drea también puede escribirse como
dA = || X, x X,||dudv

Si R C U, el area de la region correspondiente en la superficie es
A(S) = // \/det(g;;) dudv
R

Teorema 2.2 (Area de Regiones). Sea R C U una regiéon en el dominio de la

parametrizaciéon X : U — S. El dreade X (R) C S es:

A(X(R))://R||Xu><Xv||dudv://R\/mdudv

La demostracién de teorema es inmediato pues solo basta utilizar las relaciones de

la ecuacidn (2.10).

Definicién 2.27. Sea X : U C R? — IR® una parametrizacién regular y tomemos un
dominio D C U sobre el cual X no presenta autointersecciones en su interior. Para medir

el drea de la porcién de superficie X (D), integramos sobre D la cantidad:

A(X (D)) = / /D VEG = Fdud

La raiz cuadrada / EG — F? corresponde al elemento infinitesimal de drea,
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reflejando cémo se deforma localmente el drea al transportar regiones del plano de
parametros hacia la superficie espacial.

2.4.1. Superficies de revolucion

Una superficie de revolucién nace al hacer girar de una curva plana llamada
generatriz, en torno a un eje fijo de IR? situado en su mismo plano. Este proceso engendra
dos familias de curvas caracteristicas llamadas los meridianos, que corresponden a cada
posicion de la generatriz, y los paralelos, que son las circunferencias descritas por cada

uno de sus puntos.

Proposicion 2.9. Sea a(v) = (f(v),0,¢9(v)), v € I C R, una curva regular tal que

f(v) > 0. Entonces, la aplicacion
X(u,0) = (f(v) cosu, f(v) senu, g(v)), (u,v) € U
donde v € I y ulR es una superficie parametrizada regular.

Demostracion. Dado que « es una aplicacion diferenciable, entonces las funciones de

coordenadas de X son diferenciables, es decir:

X, = (—f(v)senu, f(v)cosu,0)

Xy = (f'(v) cosu, f'(v) senu, g'(v))

Son linealmente independientes, porque | X, x X,|? = f2(v)[(¢')* + (f")?] # 0 Dado
que « es una curva suave y f es diferente de cero, concluimos que X es una superficie

parametrizada suave. [

Definicion 2.28. Se denomina superficie de revolucion de la curva « al rededor del eje 0z,

a la aplicacion:

X(u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v)), (u,v)eU

La curva a estd contenida en el plano 20z, y el eje de rotacién 0z no la interseca,
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puesto que f(v) # 0. Las curvas de coordenadas X (ug,v) y X (u,vg) son los paralelos y

meridianos de la superficie de rotacion.

A
v

Figura 3. Superficie de revolucion generada por o(v)

Definicién 2.29. Sea X : U = (—x, 7) X [a, b] — R® la parametrizacién de una superficie
de revolucion generada por la curva «, el area de la superficie de revolucién sobre una

region U estd dada por:

A(R) ://Rmdudv :27r/abf(v)dv 2.11)

Para justificar la definicién (2.29) partimos encontrando las derivadas X, y X,
en X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu, g(v)) y calculamos los coeficientes de la primera
forma, estoes £ = (f(v))%, F =0y G = [f(v)* + g(v)?] = ||o/(v)|| = 1, esta dltima

resulta de que « estd parametizada por longitud de arco.

Dadoa < b eI, sea R = X(Q2) C S,enque ) = (—m,m) X [a,b] C U. Bajo
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estas condiciones R es medible, remplazando en la ecuacién (2.11) obtenemos:

A(R)://Q mdudv://g VF@))2(1) = (0)2dudo

A(R) = /_ 7; du /  Fo)do
mm=%lnwm

b

este resultado es conocido como el teorema de "Pappus’

v

abierto

Figura 4. Area de la superficie de revolucion

Para ciertas curvas que no estdn parametrizadas por la longitud de arco, el drea de

dicha superficie es:

b

A(R) = 277/ f)||e (v)]|dv (2.12)

Considerando la parametrizacién del toro X (u,v) = ((R + rcosv)cosu, (R +

rcosv)senu, rsenv)con0 < u, v < 2m,y f(v) = R+rcosvy ||o/(v)|| = r, el drea
es:

27
A(Toro) = 27r/ (R4 rcosv)rdv = 2rr [Rv + rsenv]’” = 47°Rr (2.13)
0
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Figura 5. Area de la superficie de revolucion del toro

2.5. La geometria de la aplicacion de Gauss

Definicién 2.30. Un vector en R? se dice normal a la superficie X en el punto ¢ = (uq, vo)
cuando es perpendicular a todo vector tangente en ese punto, es decir, cuando es ortogonal

al plano tangente 7, X

Para cada punto ¢ de la superficie, el plano tangente 7, X admite una tnica
direccién perpendicular, determinando asi dos vectores unitarios normales que difieren

Unicamente en signo. Adoptamos como eleccién candnica el vector:

X, x X,

N(q) = =2 2v

(9)

Cuando X actdia sobre un conjunto abierto U C IR?, hacer recorrer las coordenadas (u, v)
por todo U genera un campo vectorial diferenciable N : U — R?, al cual Gauss denominé

aplicacion normal. Su férmula explicita viene dada por:

Como cada valor N (u, v) tiene médulo unitario, esta aplicacion envia puntos de U hacia
la esfera de radio uno situada en el origen. Geométricamente, N registra como varia la

orientacién de los planos tangentes al desplazarnos sobre la superficie.

Asi, tenemos una funcién diferenciable N : X (U) — R® que asocia a cada q €

X (U) un vector normal unitario N(q).
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Definicién 2.31 (Aplicacién de Gauss). Sea S una superficie suave orientable en IR3. La
aplicacion de Gauss asigna a cada punto p de S el vector unitario N (p) perpendicular a la

superficie en ese punto. Esta asignacién define una funcién diferenciable:
N:S— 52
Dado que cada vector normal tiene longitud uno, todos los valores de N caen

necesariamente sobre la esfera unitaria S? = {z € R? : ||z|| = 1}.

En otras palabras, al recorrer la superficie .S, los vectores normales van barriendo
puntos sobre la esfera. Esta correspondencia entre puntos de la superficie y puntos de la

esfera captura informacién fundamental sobre cémo se curva S en el espacio.

Observacion 2.5 (Construccién Explicita). Si ¢ : U — S es una parametrizacion local

con p(u,v) = p, entonces:

Pu X Py
N(p) = N(u,v) = ———
[pu X 0|
Mas explicitamente:
N(u,v) = Pu X P

VEG — F?*
Propiedades 2.1 (Propiedades Fundamentales de /V). Para todo p € S:

1. [|[N(p)|| =1 (es unitario)

2. N(p) L T,S (es perpendicular al plano tangente)
3. (N(p),v) =0paratodov € T,,S
4

N (p) apunta hacia un lado consistente de S' (determinado por la orientacién)

Definicién 2.32. Sea p un punto de la superficie S'y consideremos la aplicacion de Gauss

N : S — S2%. Ladiferencial de N en p es una transformacién lineal:

AN, : T,S — Ty S°.

Ahora bien, el plano tangente a la esfera en N(p) resulta ser paralelo al plano

tangente de S en p, ya que ambos son perpendiculares al mismo vector N (p). Esto nos
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permite identificar ambos espacios tangentes y escribir:
dN, : 1,5 = T,S
Para calcular dN,(v) sobre un vector tangente v cualquiera, tomamos una curva « :
(—e€,€) — S que pase por p en el instante ¢ = 0 con velocidad o/(0) = v, y definimos:
d
En esencia, dN, mide cémo cambia la direccién del vector normal cuando nos

desplazamos por la superficie en la direccion v.

Proposicion 2.10. La diferencial dN, : T,,S — T,S de la aplicacién de Gauss es un

operador lineal autoadjunto, es decir, para todo v, w € 7,5 se cumple:
<dNP(U>7 UJ> = <U7 de(U)))

Demostracion. Sea X (u,v) una parametrizacién de S en torno a p, compatible con la
orientacién dada por N. Como el vector normal N es perpendicular a la superficie en todo
punto, se tiene:

(N, X,) =0 y (N, X,) =0.

Derivando la primera igualdad respecto a v y la segunda respecto a u, obtenemos
respectivamente:

<Nv7 Xu> + <N7 Xuv> = 07
<Nua Xv> + <N7 XUu) = 0.

Como X es de clase C?, el teorema de Schwarz garantiza que X, = X,,,, de modo que

(N, X)) = (N, X,u.). Restando ambas expresiones se obtiene:
<N’U7 Xu> = <N’u’ Xv>

Dado que cualquier vector tangente v € 7,5 se escribe como combinacion lineal de X, y
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Xy, y que dN, es lineal, la igualdad anterior se extiende a todo par de vectores tangentes:
(dN,(v), w) = (v, dN,(w)), Vo,weT,S.

Esto completa la demostracion. [

Proposicion 2.11 (Identificacién de Espacios Tangentes). Como N (p) € S? es el vector

normal en p, tenemos:

TnpS® = {w € R : (w, N(p)) =0} =T,S

Por tanto, podemos ver dN,, como un operador lineal en 7,5
dN, : T,S — T,S

Demostracion. Seaw € Ty, S?. Como N(p) € S, el espacio tangente a S* en N(p) es
el plano perpendicular a N (p):

T S® = {w: (w,N(p)) =0}

Pero por definicién, N(p) L T, », luego:

1,5 ={v:(v,N(p)) =0}

Por tanto, Ty (,)S* = T,,S como subespacios de R O

Como dN,, : T,(S) — T,(S) es una transformacién lineal autoadjunta, podemos
construir a partir de ella una forma cuadrética ) sobre 7,(5), definida por Q(v) =

(dN,(v),v) paracadav € T,(S).

Para entender qué significa geométricamente esta forma cuadrditica, conviene
introducir primero algunos conceptos previos. Anticipdndonos a lo que viene,

trabajaremos en realidad con —() en lugar de (), por razones que resultardn naturales mas
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adelante.
2.5.1. Segunda Forma Fundamental

El desarrollo de las propiedades geométricas locales de una superficie regular
depende de dos formas cuadréticas, la primera de las cuales fue definida en la seccion
anterior. La segunda se presentard en esta seccion y veremos que estd relacionada con el

estudio de las curvaturas de las curvas en la superficie.

Observacion 2.6. La primera forma mide propiedades intrinsecas de la superficie
(longitudes, dngulos, dreas). La segunda forma mide cémo la superficie se curva en el
espacio ambiente R?, es decir, mide la desviacion de la superficie respecto a su plano

tangente.

Definicion 2.33 (Operador de forma). Sea S una superficie suave orientada y sea dN,, :
T,S — T,S la diferencial de la aplicacion de Gauss en p. Se define el operador de forma

(también llamado operador de Weingarten) como la transformacion lineal:

S: 1,5 — 1,5, S(v) = —dN,(v).

El operador de forma S hereda la autoadjuncién de d.V,, (Proposicién 2.10), por lo

que satisface:

(S), w) = (v, S(w)), Vo,weT,S.

Definicién 2.34 (Segunda Forma Fundamental). Sea S una superficie suave orientable con
campo normal unitario N. La segunda forma cuadratica de .S en un punto p, respecto a la

orientacién dada por NV, es la forma cuadritica sobre 7,,S definida mediante:

I1,(v) = —(dNp(v),v) veT,S.

Para comprender el significado geométrico de esta expresion, consideremos un
vector tangente w € 7,5 y tomemos una curva « : (—e,e) — V' C S parametrizada por

longitud de arco que pase por p con velocidad w, es decir, a(0) = py o/ (0) = w.
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Como el vector normal N es siempre perpendicular a las direcciones tangentes,
tenemos (N («(s)),d’(s)) = 0 paratodo s € (—e¢, €). Al derivar esta identidad respecto a

sy evaluar en s = (, obtenemos:
(—=dNpw,w) = (N(p),a”(0))
Esta igualdad revela que la segunda forma fundamental relaciona la componente normal
de la aceleracion de curvas trazadas sobre la superficie.
2.5.2. Coeficientes de la segunda forma fundamental

Sea X : U C R? — S una parametrizacién de la superficie S que es compatible

con la orientacion N de S, es decir,

X, X X,

N=uZ2v
| Xy x Xyl

y sea at) = X (u(t),v(t)) una curva parametrizada en .S, con «(0) = p, de donde
A (t) = X' + X0 (2.14)
y la diferencial de la aplicacion de Gauss

ANy (@) = Ny + Nyo' (2.15)

como N, N, € T,,S, entonces esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 2.35 (Ecuaciones de Weingarten). Las ecuaciones de Weingarten expresan las
derivadas del vector normal unitario N en términos de los vectores tangenciales de una

superficie regular. En una base { X, X, } del plano tangente, se escriben como:

Ny, = anX,+anX,
N, = a12X, + a2X,

(2.16)
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Reemplazando (2.16) en (2.15) tenemos,

de (Od,) = (CLnXu + angv) u/ + (CZ12XU + G/QQXU) 'U/,
dN, (') = ap Xu' + an Xu' + a19 X0 + anX,v',

de (Oé/) = (allu' + alg’Ul) Xu + (a21u' + CLQQ’U/) XU.

Escribiendo matricialmente, se tiene,

u allu’ + alz"U/ air Q19 Ul
dN, — —
v an ' + agv 21 Q22 v’
air  a12 .
donde, [dN,|, = es la matriz de dN,, en la base B = {X,,, X, } de
21 A22

T,(S). Por simplicidad escribimos asf,

11 Q12

dN,

p

Q21 A22

Por otra parte, la representacién de la segunda forma fundamental en la base { X, X, } es,

II,(v) = — (dNy(v),v), paratodo v € T,(S)
I, () = = (dN, (/) , o)

De (2.14) y (2.15) tenemos,
I, (/) = — (Nyu' + N/, Xu' + X,0')
como el producto interno es bilineal, tenemos,
I, (') = — (Nuy X)) (u)” = (Nyy X,) 't — (N, X)) 't — (Ny, X,) (v)?

Ademads, sabemos que,

(N, X,) =0y (N, X,) =0 (2.17)
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derivando ambas igualdades de (2.17) respecto a u y v obtenemos,

(N, Xu) + (N, Xuw) = 0= (N, Xow) = = (Nu, Xu)
(Ny, Xu) + (N, X)) =0 = (N, Xp) = — (N, X)
(Nu, Xo) + (N, Xou) = 0= (N, Xou) = = (N, Xo)
(Nos Xo) + (N, Xop) = 0= (N, Xpp) = = (Ny, Xo)

Luego, reemplazando se tiene,
(N, Xuw) = (N, X,,) entonces (N,, X,) = (Ny, Xy), (NVy, Xu) = (Ny, Xy)

11, (o)) = — (N, X)) (u)* = 2(N,, X,) u'v/ — (N, X,,) (v')?
a continuacion, denotamos
€= - <Nu7Xu> = <N, qu> )

f = - <NuaXv> = - <Nv>Xu> = <N7 Xuv> = <N7 Xvu)a
g=—- <N’U7X’U> = <N7va>’

tenemos,

15 (a") = e (u)? + 2fu'v' + g (V')

por lo tanto, la segunda forma fundamental en coordenadas locales es,
I1,(d) = ea® + 2fab + gb*

donde, las funciones e, f, g : U C R?* — IR son llamados los coeficientes de la segunda

forma fundamental para X en la base {X,, X, } del plano tangente 7),(.5).

Curvatura Gaussiana en términos de los coeficientes de la primera y segunda forma
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fundamental se relacionan de la siguiente forma:

= (Ny, Xy) = (a1 Xy + a1 X, Xoy) = ann B + an F,
— [ = (Ny, X)) = (an Xy + an Xy, Xy) = an F + a10G,
— [ = (N, Xo) = (a12Xy + a2 Xy, Xy) = a12E + ag F,
— g = (Ny, Xo) = (@12 Xy + 422Xy, X)) = anF' + anG,

Si escribimos el sistema de encima en su forma matricial obtenemos,

(& f a1 Qo1 E F
f g a2 A2 F G

Como, EG — F? > 0 significa que existe la matriz inversa de la matriz de coeficientes de

la primera formal fundamental, por lo tanto,

- - —1
a a e E F
SR f 2.18)
a2 Q22 [ g F G
app Go1 | 1 e f G -F
a1z Ao EG — F? [ g - K
ap Az | 1 eG— fF —eF+ fFE
a2 Q92 EG — F? JG—gF —fF+gk
ap a1 | ,ﬁgjﬁ ;Z?}Ez
a1z a2 %FG?;GQ égi%g

igualando componente a componente, obtenemos las componentes de la matriz de la d N,

asi,

fF — eG gF — G eF — fE fF — gE

T I e i o Rl ore sy A Il e s M CR )

a11 =
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Como la curvatura Gaussiana es:

K(p) = det (dN,) = det | " | = ajya — agsan
Q21 A22

K(p) = (fF —eG)(fF —gE) — (gF2— fG)(eF — fE)
(EG — F?)

Ko = 2= )

Definicién 2.36. Sea X (u, v) una parametrizacion regular y fijemos un punto p. Para cada
direccién tangente no nula w en p, podemos medir cudnto se dobla la superficie en esa

direccion mediante el nimero:

Este valor, llamado curvatura normal de w, compara la segunda forma fundamental
(que captura como varia el plano tangente) con la primera (que mide longitudes). En
esencia, k,(w) nos dice qué tan rdpido se aleja la superficie de su plano tangente cuando

nos desplazamos en la direccion w.

Proposicion 2.12. Sea S una superficie suave orientada con vector normal unitario N,y
sea v : (—¢,e) — S una curva regular de clase C? parametrizada por longitud de arco,

con «(0) = p. Entonces la curvatura normal de « en p satisface:
kn = I1,(c/(0), &/(0)),
donde o/(0) € T,S es el vector tangente unitario a v en p.

Demostracion. Como « estd parametrizada por longitud de arco, se tiene ||a/(s)|| = 1

para todo s, lo que implica:

(a'(s), /(s)) = 1.

Derivando esta igualdad respecto a s obtenemos:
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es decir, el vector de curvatura ’(s) es perpendicular al vector tangente o/(s) en todo
punto.

Por otro lado, como «(s) es una curva trazada sobre S, el vector normal a la

superficie NV es perpendicular a todo vector tangente. En particular:

ds

s=0

lo que por la regla del producto da:

= N, a'(0) + (N(p), o"(0)) = 0.

s=0

El primer término es precisamente (d/N,(a/(0)), /(0)), de modo que:

(N(p), a"(0)) = =(dN,(a/(0)), a'(0)) = I1T,(c/(0), a'(0)),

donde en el tltimo paso se usé la definicién de la segunda forma fundamental /7,(v) =

—(dNy(v), v).

Ahora bien, por la Definicién (2.34) , la curvatura normal de « en p es la

componente del vector curvatura o/’ (0) en la direccién del vector normal N (p):

kin = (a”(0), N(p)).
Combinando ambas expresiones se concluye:
kn = (N(p), a"(0)) = I1,(a/(0), a’(0)).
Esto completa la demostracion. [

Corolario 2.1 (Independencia de la curva). La curvatura normal x,, en un punto p € S
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y en una direccion tangente v € 7,5 con ||v|| = 1 no depende de la curva elegida, sino

unicamente de la direccién v. En efecto:
kn(v) = I, (v, v).
Todas las curvas regulares que pasan por p con la misma direccién tangente v tienen la

misma curvatura normal en ese punto.

Definicién 2.37. Consideremos una curva suave C' incluida en la superficie S y que pasa
por un punto p € S. Sea « la curvatura de C' en p, n su vector normal principal, y N
el vector normal a S en ese mismo punto. El dngulo ¢ formado entre estos dos vectores

normales satisface cos @ = (n, N'). Llamamos curvatura normal de C' en p al producto:

Kp = KCOS 6

Este nimero mide la parte de la curvatura de C' que se debe a la curvatura de la superficie

S, proyectando el vector curvatura de la curva sobre la direccion normal a la superficie.

Figura 6. ,, es curvatura normal de C' en p

La curvatura normal k,, representa la componente del vector curvatura xn en la

direccion del vector normal NV a la superficie S en el punto p.

Por otra parte, la diferencial de la aplicacion de Gauss dNV,, posee una estructura
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notable. En cada punto p € S, podemos encontrar una base ortonormal {e;, es} del plano

tangente 7,5 formada por direcciones principales, de modo que:

dNy(e1) = —kie1 y dNy(es) = —Kaes

donde xk; > ko son las curvaturas principales. Estas direcciones especiales e; yes son

aquellas en las que la curvatura normal alcanza sus valores extremos.

Las direcciones tangentes en las que se alcanzan estos extremos dadas
precisamente por los vectores propios e; y ey de la aplicacién dN,, se llaman direcciones
principales en p. Asi, las direcciones principales marcan los caminos a lo largo de los

cuales la superficie se curva con mayor y menor intensidad.

Definicion 2.38. Sea p un punto de la superficie regular S’y consideremos la diferencial
dN, : T,,S — T,S de la aplicacién de Gauss. El determinante de este operador lineal se
denomina curvatura gaussiana (o curvatura de Gauss) de S en p, y se denota por K. La
curvatura media de S en p, denotada por H, se define como el negativo de la mitad de la

traza de dN,,.

Observemos que si {e1, €2} es una base de direcciones principales con curvaturas

principales k1 yko, entonces:

K1+ Ko

K= KRi1Kk9, H = B

Asi, la curvatura gaussiana mide el producto de las curvaturas extremas, mientras que la

curvatura media captura su promedio.

En un cambio de orientacion de la superficie, el determinaste no cambia y la traza
cambia de signo, es decir, en un cambio de orientacion la curvatura gaussiana no cambia

y la curvatura media cambia de signo.
2.5.3. Relacion entre Forma I y Forma II

Teorema 2.3 (Curvaturas Principales). El operador de forma S : 1,5 — 1,5 es
autoadjunto y por tanto diagonalizable. Sus valores propios k1, ke se llaman curvaturas

principales, y los vectores propios correspondientes se llaman direcciones principales.
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Definicion 2.39. La curvatura de Gauss es en términos de las formas fundamentales es:

eg— 2 det(I])
K = det(a;;) = EG _F2 det([])

Definicion 2.40. La curvatura media es:

2 K1+ Ko - eG —2fF + gF
2 2(EG — F?)
Consideremos la superficie paramétrica del toro dada por X (u,v) = ((R +

rcosv)cosu, (R+rcosv)senu, rsenv), procedemos a calcular las curvaturas de gauss

y media, para esto empezamos derivando X (u, v), esto es:

Xy = (—(R+rcosv)senu, (R + rcosv)cosu,0)

Xu

(—rsenwvcosu, T senv) senu, r cos v)
seguidamente tenemos los coeficientes de la primera forma, esto es:
E={(Xy, X)) =(R+rcosv)?, F=(X,X,)=0 y G=(X,,X,)=r?

Determinamos explicitamente X,, X X, para encontrar N, esto es:

i j k
Xy X Xy =|—(R+rcosv)senu (R+rcosv)cosu 0
—rsen v cos u —rsenvsenu  rcosv

Xy X X, =7r(R+rcosv)(cosvcosu, cosvsenu, senv)

| Xy x Xyl =7r(R+rcosv) 'y N = (cosvcosu, cosvsenu, senv)

Para encontrar los coeficientes de la segunda forma, obtenemos las segundas
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derivadas, esto es:

Xuuw = (—(R+rcosv)cosu, —(R+ rcosv)senu, 0)
Xuw = (rsenvsenu, —rsenwvcosu, 0)
X’UU

= (—rcosvcosu, —rcosvsenu, —rsenv)

y los coeficientes de la Segunda Forma Fundamental del toro son:

e= (N, Xy,) = —(R+rcosv)cosv

por lo tanto, la curvatura de gauss es:

eg—f*  (—(R+rcosv)cosv)(—r) cosv (2.20)

K = = =
EG — F? (R+rcosv)?-r? r(R + rcoswv)

y la curvatura Media es:

eG—2fF + gE
2(EG — F?)
—(R+ rcosv)cosv - r? + (—r)(R + rcosv)?
2r2(R + rcosv)?
—(R+rcosv) [r?cosv + 7(R + 7 cosv)]
2r2(R + rcosv)?

—[rcosv + (R + rcosv)]

2r(R + rcosv)
"o —(R + 2rcosv) 221)

2r(R + rcosv)

H =

Proposicion 2.13 (Invariancia). K y H son independientes de la parametrizacion elegida

(son invariantes geométricas).

Teorema 2.4 (Ecuacion Caracteristica). Las curvaturas principales son las raices de:

k2 —2Hrk+ K =0
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Definicion 2.41. Un punto de una superficie es llamado

1. Eliptico si det(dN,) > 0 (x1, Ko tienen el mismo signo)

2. Hiperbdlico si det(dN,) < 0 (1, ko tienen signos opuestos)

3. Parabdlico si det(dN,) = 0, con dN, # 0 (al menos una curvatura principal es
Cero)

4. Plano si dN, =0
2.6. Operador de Laplace-Beltrami y superficies de tipo finito

En esta seccidn se presentan los fundamentos tedricos necesarios para el estudio
del operador de Laplace-Beltrami asociado a una forma fundamental y la clasificacién
de superficies de tipo finito segun la teoria introducida por B.-Y. Chen. Estos conceptos

constituyen la base conceptual para las aplicaciones desarrollaran mds adelante.
2.6.1. Derivada covariante y parametros diferenciales de Beltrami

Definiciéon 2.42. Sea S una superficie regular de clase Ck (k > 3) en R3, referida a
coordenadas locales (u', u?), y sea J una forma fundamental de S con coeficientes (g;;).

Se denomina tensor inverso de (g;;) a la matriz (¢"/) que satisface:
. .
9" gk = 0}

donde (5;- es la delta de Kronecker. La existencia de (g*) estd garantizada por la condicién

de regularidad de S, que asegura det(g;;) > 0 en todo punto. Véase B-Y Chen [3].

Definicién 2.43. Sea S una superficie regular con forma fundamental J = (g;;) y sea
f + S — R una funcién diferenciable. El gradiente de f respecto a la métrica .J se define

como el campo vectorial tangente grad” f que satisface:

(grad’ f,v); = df (v), Vv €ET,S

En coordenadas locales (u!,u?): grad’ f = g% 9L

(i) Véase Do Carmo [5] y Chen [3].

d; donde (g") es el tensor inverso de
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Definicion 2.44. Sea S una superficie regular orientable con forma fundamental J =
(g) ysea f : S — IR una funcién suficientemente diferenciable. El operador de
Laplace-Beltrami (o laplaciano) de f respecto a J se define por:

_ 10 i 9f
Ajf_ﬁaui (\/ﬁg auj)

donde g = det(g;;). Este operador generaliza el laplaciano cldsico 9?0x* + 9*/9*y* al

contexto de superficies con métrica no euclidiana. Véase Huck [11].

Definicién 2.45. Sea S una superficie regular con forma fundamental J = (g;;) y sea
f S — R una funcién diferenciable. La derivada covariante de f en la direccién u’ se

define como:

_ 9f
Jii= oul

Para un campo vectorial tangente V' sobre S, la derivada covariante V;V incorpora la
correccion debida a la curvatura de la superficie mediante los simbolos de Christoffel

asociados a la métrica g;;. Véase Huck [11].

Definicion 2.46. Sean f,g : S — IR dos funciones suficientemente diferenciables sobre
S. El primer pardmetro diferencial de Beltrami con respecto a la forma fundamental J de

S se define por:
VI(f.9)=9"fiyg

donde (g*) denota el tensor inverso de los coeficientes de .J. Esta expresion generaliza el
gradiente euclidiano al contexto de una superficie con métrica inducida por J. Véase Huck

[11].

Observacion 2.1. Cuando J = [ es la primera forma fundamental, el primer pardmetro
diferencial de Beltrami coincide con el producto interno del gradiente intrinseco de f con

el de g sobre la superficie S.

Definiciéon 2.47. Sea f : S — R una funcién suficientemente diferenciable. El segundo

pardmetro diferencial de Beltrami, también llamado operador de Laplace-Beltrami con
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respecto a la forma fundamental .J, se define por:
A f = —giVi

donde V/ denota la derivada covariante en la direccién u’ correspondiente a la forma
fundamental J. Este operador actia sobre funciones escalares definidas sobre S y

generaliza el laplaciano euclidiano al contexto de superficies con métrica g;;.
2.6.2. Operador de Laplace-Beltrami asociado a la primera forma fundamental

Definicion 2.48. Sea S una superficie regular orientable en R® con primera forma
fundamental I = g;; du’ du?. El operador de Laplace-Beltrami asociado a I, denotado

A, es el operador diferencial de segundo orden definido para funciones f : S — R por:

100 G 0f
Af_ﬁaui <V§g 6uj)

donde g = det(g;;) = EG — F™.

Observacion 2.2. En coordenadas locales (u,v) con g1; = E, g1 = F, go2 = G, el
. . s e 2 o2 . rel®
operador A’ generaliza el laplaciano cldsico % + ad_yz al caso de superficies con métrica

no euclidiana.

El siguiente resultado fundamental vincula el operador A’ con la geometria
extrinseca de la superficie y constituye el punto de partida de la teoria de tipo finito de

Chen.

Proposicién 2.14. Sea S una superficie regular orientable en R® con vector de posicién

X = X(u,v) y curvatura media H. Entonces:
A'X = -2HN
donde N es el campo normal unitario a S.

Demostracion. Sea X : U C R?* — S una parametrizacién local de S. Calculamos A!
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aplicado a cada componente del vector de posicion X . En coordenadas locales:

1 0 0X

ATX = — — v
Vg ou (\/Eg 8u1)

Desarrollando la derivada y usando las ecuaciones de Gauss para las segundas derivadas

de X, cada componente de A/ X se expresa en términos de los simbolos de Christoffel y

los coeficientes de la segunda forma fundamental. Agrupando los términos normales a la

superficie y usando la férmula de la curvatura media:

eG —2fF 4+ gF

"= =Ec -

se obtiene que la componente tangencial de A’ X se anula por las ecuaciones de Gauss, y

la componente normal satisface:
A'X =-2HN
completando la demostracion. 0

Corolario 2.2. De la proposicion anterior se deducen inmediatamente los dos hechos

siguientes:

1. S es una superficie minima si y solo si A’X = 0, es decir, si y solo si H = (0 en
todo punto de S.

2. S estd contenida en una esfera si y solo si H es constante no nula, lo que equivale
a que todas las funciones coordenadas de X sean funciones propias de A’ con un

valor propio fijo no nulo.
2.6.3. Funciones propias y superficies de tipo Chen finito

Definicion 2.49. Sea A’ el operador de Laplace-Beltrami asociado a una forma
fundamental J de S. Una funcién f : S — IR se denomina funcién propia de A7 con

valor propio A € IR si satisface:

Af=)f

El conjunto de todos los valores propios de A” forma el espectro del operador.
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Observacioén 2.3. Para superficies compactas orientables, el operador A’ es autoadjunto
respecto al producto interno L?(S), lo que garantiza que sus valores propios son reales y
que las funciones propias correspondientes a valores propios distintos son ortogonales.
Esta propiedad se extiende naturalmente al operador A’ cuando la tercera forma

fundamental es definida positiva.

Definicién 2.50. Sea S una superficie regular en IR con vector de posiciéon X
S — IR3. Se dice que S es una inmersién de tipo finito si sus funciones coordenadas
2!, 2%, 2® pueden expresarse como suma finita de funciones propias del operador de
Laplace-Beltrami A’, es decir, si existen funciones f; : S — IR y valores propios \; € IR,
coni =1,...,k, tales que:
k
X =Xo+ Z Ji

=1

donde X es un vector constante y A’ f; = \;f; paracadai = 1, ..., k. En tal caso se dice

que S es de tipo k.

Observacion 2.4. En términos del operador A’, una superficie S es de tipo finito k si y
solo si existen constantes reales cy, ..., ¢ tales que el vector de posicién X satisface la

ecuacion polinomial:
(ADFEX 4oy (ANVX 4+ 4+ ATX =0

Esta caracterizacion es la que se emplea en las demostraciones del Capitulo I'V.

Proposicion 2.15. Del Corolario anterior y la Definicién de tipo finito se obtienen las

siguientes caracterizaciones:

1. S es minimasiy solo si S es de tipo nulo 1, es decir, A’X = 0.
2. S estd contenida en una esfera si y solo si S es de tipo 1, es decir, A’ X = \X para

algin \ # 0.

Observacion 2.5. La nocién de tipo finito introducida por Chen puede extenderse de
manera natural a cualquier forma fundamental que sea definida positiva y actie como
métrica sobre S. En particular, dado que la tercera forma fundamental /7] es una forma

bilineal simétrica definida positiva (como se demostrard en el Capitulo IV), es posible
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definir el operador de Laplace-Beltrami A/ asociado a I1] y estudiar qué superficies
son de tipo Chen finito respecto a esta nueva métrica. Esta extension constituye el objeto
de estudio de la seccién 4.2.2, donde se demuestra que las tnicas superficies cuddricas de

tipo Chen finito respecto a A!! son los helicoides y las esferas.



CAPITULO 111
MARCO METODOLOGICO

3.1. Tipoy diseio de la investigacion

El presente trabajo se clasifica como una investigacion tedrica, matematica formal
y analitica-deductiva. De manera mds precisa, se trata de una investigacion tedrica
basada en demostraciones matematicas dentro del campo de la geometria diferencial de

superficies.

Esta clasificacion responde al propdsito central del trabajo, que no consiste en
recoger datos ni realizar experimentos, sino en desarrollar y demostrar, de forma rigurosa,
las propiedades geométricas y algebraicas de la Tercera Forma Fundamental. Para lograr
esto se utilizan herramientas del andlisis matemadtico y de la geometria diferencial de

superficies.

El conocimiento que se construye parte de definiciones claras, proposiciones
formales y razonamientos 16gicos encadenados de manera coherente. El cardcter deductivo
del trabajo se expresa en el hecho de tomar resultados ya establecidos en la teoria cldsica de
superficies y, a partir de ellos, derivar nuevos resultados relacionados con la Tercera Forma
Fundamental. La parte demostrativa del trabajo consiste en presentar pruebas matematicas
que respaldan cada uno de los resultados obtenidos, asegurando el rigor del trabajo dentro

del campo de la geometria diferencial.
3.2. Meétodo

El método utilizado es el método deductivo, que es el procedimiento natural
de la matemadtica pura. Este método consiste en partir de definiciones y resultados ya
conocidos para llegar, mediante razonamientos l6gicos, a nuevas conclusiones y relaciones

matematicas.

En este trabajo el método se aplica de la siguiente manera: se parte de las
definiciones y propiedades conocidas de las superficies regulares, la aplicacion de Gauss
y las dos primeras formas fundamentales. A partir de ahi, utilizando las ecuaciones de
Weingarten, se deducen los coeficientes de la Tercera Forma Fundamental y se demuestra

su relacion con las otras dos formas. Cada resultado que se afirma va acompafiado de su
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demostracion matemadtica correspondiente.
3.3. Disefio

El disefo de la investigacion es de tipo documental y no experimental. No se
realizan experimentos ni se recogen datos del mundo real. El trabajo se apoya en la
revision y el andlisis de la teoria matemdtica existente sobre geometria diferencial, con
el objetivo de construir una exposicion ordenada, rigurosa y completa de la Tercera Forma

Fundamental.

El trabajo sigue una secuencia ordenada que avanza de lo mds basico a lo més
complejo. Primero se establecen los fundamentos tedricos necesarios, luego se define y
calcula la Tercera Forma Fundamental, después se demuestra su relacién con las otras dos
formas, y finalmente se verifican los resultados en superficies concretas como la esfera, el

paraboloide eliptico y la silla de montar.
3.4. Objeto de estudio

El objeto de estudio es la Tercera Forma Fundamental de superficies regulares en
el espacio IR3. Esta forma se define a partir del producto escalar de las diferenciales del

vector normal unitario de la superficie, y se expresa como:
Il = (dN,dN)

donde N es el campo vectorial normal unitario a la superficie y dN es su diferencial.

El estudio se centra en tres aspectos concretos. El primero es demostrar
formalmente que la Tercera Forma Fundamental es una forma bilineal simétrica y definida
positiva, capaz de describir la geometria exterior de las superficies regulares. El segundo es
calcular de manera explicita sus coeficientes £, F y G, mostrando que pueden expresarse
en términos de los coeficientes de las dos primeras formas fundamentales utilizando las

ecuaciones de Weingarten. El tercero es establecer la relacion algebraica:
II1=2HII-KI

donde H es la curvatura media y K es la curvatura gaussiana de la superficie, y verificar
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que esta relacién se cumple para toda superficie regular en IR3.
3.5. Procedimiento

El desarrollo de la investigacion se llevo a cabo en las siguientes etapas:
Revision bibliografica

Se revisaron textos cldsicos y actuales sobre geometria diferencial de superficies,
entre ellos los trabajos de Do Carmo, Spivak, Kiihnel, Toponogov, Kreyszig, Lipschutz,
Tenenblat y Struik. Esta revision permiti6 identificar como otros autores han abordado la
Tercera Forma Fundamental y confirmar que no existe un tratamiento riguroso y unificado

de la misma, lo que justifica la realizacién de este trabajo.
Marco conceptual

Se organizaron y presentaron los conceptos previos necesarios: curvas regulares,
superficies regulares parametrizadas, plano tangente, vector normal, primera y segunda
forma fundamental, aplicacion de Gauss y ecuaciones de Weingarten. Esto asegurd
que todos los elementos necesarios para el desarrollo principal estuvieran formalmente

definidos desde el inicio.
Definicion y calculo de coeficientes

Se introdujo la definicién formal de la Tercera Forma Fundamental y se calcularon
de manera explicita sus coeficientes £, F y G a partir del producto escalar de las derivadas
del vector normal unitario, usando las ecuaciones de Weingarten como herramienta

central.
Demostracion de la relacion principal

Se demostré de forma rigurosa la identidad I/1 = 2H II-K I. Para ello se
expresaron las derivadas del vector normal en la base de vectores tangentes de la superficie,
y se calcul6 cada coeficiente de la Tercera Forma Fundamental en términos de los

coeficientes de las otras dos formas y de las curvaturas H y K.
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Aplicacion en superficies concretas

Se comprobaron los resultados en tres superficies bien conocidas: la esfera de radio
r, el paraboloide eliptico y la silla de montar. En cada caso se calcularon los coeficientes de
las tres formas fundamentales y se verificé que la identidad //] = 2H [1-K [ se cumple,

confirmando la coherencia de los resultados obtenidos.
Conclusiones y recomendaciones

Se elaboraron las conclusiones respondiendo a cada uno de los objetivos
planteados, y se propusieron recomendaciones para trabajos futuros, incluyendo el uso
de herramientas computacionales como MATLAB, Mathematica o Python para verificar

y visualizar los resultados.
3.6. Técnicas de analisis

Para desarrollar la investigaciéon se utilizaron las siguientes herramientas

matematicas:

e Algebra lineal: para trabajar con transformaciones lineales, formas cuadraticas y
la representacion matricial del operador de Weingarten.

e Cilculo diferencial en varias variables: para calcular derivadas parciales del vector
normal y aplicar el teorema de igualdad de derivadas mixtas.

e Ecuaciones de Weingarten: como herramienta principal para expresar las derivadas
del vector normal en términos de los vectores tangentes de la superficie.

e Andlisis de formas cuadraticas: para estudiar las propiedades de las tres formas

fundamentales y demostrar la relacion algebraica que las vincula.

eg—f° y
EG-F?
para verificar los resultados en ejemplos concretos.

e Cilculo de la curvatura gaussiana y media: usando las formulas K =
eG=2fF + gE

2(EG-F?)
e Integracion sobre superficies: para calcular dreas en los ejemplos de verificacion,

H =

utilizando coordenadas polares y sustituciones algebraicas.
3.7.  Ciriterios de validez

En una investigacion matematica de este tipo, la validez no se mide con estadisticas

ni con experimentos. Se mide con el rigor y la correccion de las demostraciones. Los
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criterios utilizados para garantizar la validez del trabajo son los siguientes:

e Correccion logica: cada resultado se obtiene mediante pasos 16gicos verificables,
sin saltos ni afirmaciones sin justificacion.

e Exactitud en los célculos: los coeficientes de la Tercera Forma Fundamental se
obtienen por un procedimiento algebraico correcto, que puede revisarse paso a
paso.

e Verificaciéon en ejemplos: la relacion [/] = 2H II-K I se comprueba en
superficies concretas, lo que confirma que el resultado general es correcto.

e Consistencia interna: todos los resultados del trabajo son coherentes entre si y no
generan contradicciones dentro del marco tedrico utilizado.

e Coherencia con la literatura: los resultados coinciden con los reportados por los
autores de referencia en el campo, como Toponogov y Hartman-Wintner, lo que
confirma que el trabajo estd bien fundamentado.

e Transparencia del proceso: todos los pasos de las demostraciones estdn escritos
de manera explicita y detallada, de modo que cualquier persona con formacion en

geometria diferencial puede verificarlos de forma independiente.



CAPITULO IV
RESULTADOS

En este capitulo se presenta el desarrollo completo de la tercera forma fundamental
de superficies regulares en R?, estableciendo su demostracién formal, el clculo de sus

coeficientes y sus relaciones algebraicas con las dos primeras formas fundamentales.

En la geometria diferencial cldsica de superficies en IR?, las formas fundamentales
son instrumentos indispensables para la caracterizacion geométrica de superficies
regulares. La primera forma fundamental establece la métrica en la superficie, la segunda
cuantifica la curvatura de la superficie en el espacio y la tercera forma fundamental
describe la geometria de la aplicaciéon de Gauss, ofreciendo informaciéon sobre las
fluctuaciones en el campo vectorial normal y forjando vinculos profundos entre la métrica

intrinseca y la curvatura extrinseca de la superficie, este estudio se centra en esta tltima.

Los resultados se estructuran de la siguiente manera: inicialmente, se delinea
la definicién formal de la tercera forma fundamental; posteriormente, se calculan
explicitamente sus coeficientes; y, por ultimo, se ilustran las relaciones algebraicas con

las dos primeras formas utilizando las ecuaciones de Weingarten.
4.1. Tercera Forma Fundamental

Para definir la tercera forma fundamental recordemos que la aplicacién de Gauss
N : S — S? asocia a cada punto de la superficie su vector normal unitario. La tercera
forma fundamental mide cdmo esta aplicacion deforma el espacio tangente mide cémo

esta aplicacion deforma el espacio tangente.

Definiciéon 4.1 (Tercera Forma Fundamental). Sea S una superficie regular de clase
C*(k > 3)latercera forma fundamental es la forma bilineal simétrica: [ 11, : T,5xT,S —
R esta dada por:

Il = (dN,dN)

donde dN = N, du + N, dv.
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desarrollando la /11 obtenemos:

II1I = (dN,dN)
— (N,du + N,dv, N,du 4+ N,dv)
= (Ny, N,Ydu? + (N, N,Ydu dv + (N, N,)dv du + (N,, N,)dv?
= (Ny, N,Ydu? + 2(N,, N,)dudv + (N,, N,)dv*
IIT = & du? +2F dudv + G dv? 4.1

Definiciéon 4.2 (Coeficientes en Coordenadas). Considerando la ecuacién (4.1), las
expresiones

E = (Ny, Ny) F = (Ny, Ny) G = (Ny, Ny)
se llaman coeficientes de la tercera forma fundamental de S en la base X (u, v)

Observacion 4.1 (Interpretacién). [71(v,w) mide el producto interno de las imdgenes
de v y w bajo la aplicacion de Gauss, es decir, mide como N preserva (o no) dngulos y

longitudes.

Observacion 4.2 (Notacién). Usamos &, F, G para evitar confusién con F, F' G (forma

Dye, f, g (forma ).
4.1.1. Teorema Principal Tercera Forma Fundamental

Una pregunta natural es si la tercera forma fundamental es una entidad geométrica
verdaderamente independiente, o si puede expresarse a partir de la informacion
ya contenida en las dos primeras formas fundamentales. La respuesta resulta ser
sorprendente: /1] no aporta informacion nueva. De hecho, el siguiente teorema establece
que [ es una combinacion lineal de /7 e I, cuyos coeficientes son precisamente los
invariantes de curvatura mds importantes de la superficie: la curvatura media H y la

curvatura gaussiana /.

Esta relacion tiene una profunda consecuencia geométrica: toda la geometria local
de una superficie regular en IR* queda completamente determinada por sus dos primeras

formas fundamentales. La tercera forma, si bien describe la variacién del campo normal
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mediante la aplicacién de Gauss, no anade informacién independiente al sistema. Esto

justifica por qué, en geometria diferencial clésica, el estudio sistematico de las superficies

se fundamenta esencialmente en /'y /1.

Teorema 4.1 (Relacion entre las Formas Fundamentales). En cada punto de una superficie

regular S de clase C*(k > 3) se cumple la siguiente igualdad:

INT=2HII -KI 4.2)

donde H es la curvatura media y K es la curvatura de Gauss.

Demostracion. La demostracion se desarrolla en tres partes:

i)

iif)

Expresaremos N, y N, en la base {X,, X, }.

Como (N, N) = 1, derivando con respecto a u y v obtenemos:

0
%(N,]\D =2N,-N =0

2(N,N> =2N,-N =0

ov
Por lo tanto, N,, N, € T,S (espacio tangente en p). Estd representado por la
ecuacion (2.16):
Encontraremos los coeficientes usando las ecuaciones de Weingarten mediante la

ecuacion de (2.19), esto es:

G — [F —¢F + fE
METpaEFr T TEG R @3)

fG — gF —fF 4 gE '
T TG 2T TTRG R

En esta tercera parte calculamos los coeficientes de la Tercera Forma Fundamenta,
por definicién (4.1) tenemos: [1] = & du® + 2F du dv + G dv?. Ahora calculamos
cada coeficiente £, F y G.
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primero encontremos la relacién de £ = (N,,, N,) mediante la ecuacién (2.16):

(Ny, Ny) = (a1 Xy + a12X,) - (a1 Xy + a12X,)

E = a%lE + 2@11(112F + a%zG

Sustituyendo los valores de a1; y a2 de la ecuacion (4.3):

1

52@[(

eG — gF)?E +2(eG — fF)(—eF + fE)F

+ (—eF + fE)*G]
Primer término: (eG — fF)*E:
(eG — fF)’E = G*E — 2¢fFGE + f*F*E
Segundo término: 2(eG — fF)(—eF + fE)F:

2(eG — fF)(—eF + fE)F = 2(—e*GF? + efGEF + feF* — f*EF?)
= —2e*GF? + 2¢fGEF + 2feF? — 2f*EF?

tercer término: (—eF + fE)*G:
(—eF + fE)’G = *F*G — 2¢fEFG + f*E*G
Sumando todos los términos:

= *G*E — 2¢fFGE + f*F*E — 2¢*GF? + 2¢fGEF + 2fcF?
— 2f?EF? + &*F?G — 2¢fEFG + f*E*G
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Agrupando términos semejantes:

= ?’G?E + *F°G — 2¢*GF? + f°F°E + f°E*G — 2f*EF?
+2feF?® — 2efFGE + 2efGEF — 2efEFG

— 2G(GE — F?) + & F*G — 2¢°GF? + f?E(EG — F?) + f*F*E — 2f?EF?
+2feF? — 2efFGE + 2efGEF — 2¢ fEFG

Notamos que varios términos se cancelan:
= 2G(GE — F?) — &GF? + f°E(EG — F?) — f?EF? + 2feF® — 2¢fFGE

Simplificando:
= (e°G — 2feF + f*E)(EG — F?)

Por lo tanto:

P

e?G —2feF + f°E)(EG — F?) _ €*G —2feF + f*E
(EG — F?)2 B EG — F?

Ahora, sumando y restando geE:

_ ’G —2feF + f°E + geE — geE

¢ EG — F?

Agrupando:

e(eG —2fF + gFE) + E(f? — ge)

EG — F?
_e(eG+gE—2fF) E(eg— f?)
B EG — F? EG — F?
Usando las definiciones de H y K:
e eG+ gE — 2fF s eg — f?
~Y T EG-P EG — F?

E=¢e-2H-F - K
E=2He - KFE
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De forma similar encontramos F = (N,,, N,) tenemos:

(Ny, Ny = (@11 Xy + a12X,) - (a21 Xy + a22X,)

F = ananE + (a11a22 + a12021) F + a12a20G

Sustituyendo los valores de la ecuacién (4.3) tenemos:

1
m[(

+(—eF + fE)(fG — gF)F + (—eF + fE)(—fF + gE)G]

Fe ¢G — [F)(fG - gF)E + (¢G — [F)(—fF + gE)F

Expandiendo cada término:

Primer término: (eG — fF)(fG — gF)E

= e¢fG*E — geEFG — fPEFG + fgF*E
Segundo término: (eG — fF)(—fF + gE)F

= —efGF?+ egEGF + f*F® — fgEF?
Tercer término: (—eF + fE)(fG — gF)F

= —efGF? + geF?® + fPEFG — fgEF?
Cuarto término: (—eF + fE)(—fF + gE)G

= efF?G — egEFG — fPEFG + fgFE*G
Sumando todos términos:

= efG*E — geEFG — f°EFG + gfF?E — efGF? 4+ egEGF + f*F3
— fgEF? —efGF? + geF? + fPEFG — fgEF? + efF*C
—egEFG — fPEFG + fgE*G



64

Agrupando términos:

= efG*E — 2¢efGF? + ef F?’G + fgF*E — 2fgEF? + fgE*G + geF?®
+ egEGF — egEFG — egEFG + f°F? — f°EFG + f?EFG — f?EFG

Simplificando:

=efG(GE — F?) + efF?G — 2¢fGF? + fgE(EG — F?) + fgF*E
—2fgEF? + geF? — geEFG — f*EFG + f*F?
= (feG+ gfE — f*F — geF)(EG — F?)

Por lo tanto:

(feG + fgE — f*F — geF)(EG — F?) _ feG + fgE — f*F — geF
(EG — F?)2 B EG — F?

F:

Sumando y restando f2F":

f(eG+gE —2fF) + f*F — egF

7= EG — F?

F_ fleG +gE = 2fF) F(ge— f?)
N EG — F? EG — F?

F=f-2H-F K

F=2Hf - KF

Finalmente, encontramos el coeficiente G = (NN, N,,) Tenemos:

(Ny, Ny) = (a1 Xy + a92Xy) - (@21 Xy + a22X5)

g = aglE -+ 2(121(122F —+ a§2G

Sustituyendo:

0 = s (/G — 9FPE+2(/G = gF)(~[F + gE)F

+(—fF + gE)QG]
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Primer término: (fG — gF)*E:

(fG — gF)*E = f*G*E — 2fgFGE + ¢°F°E
Segundo término: 2(fG — gF)(—fF + gE)F"

= 2f°GF* +2fgEGF 4 2fgF® — 2¢° EF*
Tercer término: (—fF + gE)*G:

(—fF +gE)*G = f°F*G — 2fgEFG + ¢°E°*G

Sumando todos los términos:

= f2G?E — 2fgFGE + ¢*F?E — 2¢°GF? + 2fgEGF + 2fgF®
—2¢°EF? + f°F’G — 2fgEFG + ¢°E*G

Agrupando:

= f°G?’E + f*F*G — 2f*GF? + ¢*F*F + ¢*E*G — 2¢*EF*
+2fgF® —2fgFGE + 2fgEGF — 2fgEFG
= f2G(GE — F?) + ¢*E(EG — F?) + 2fgF® — 2fgFGE

Simplificando:

g =

(f°G = 2fgF + ¢°B)(EG — F?) _ f*G = 2fgF + ¢°F
(EG — F2)2 EG— F?
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Sumando y restando geG:

PG —2fgF + ¢°E + geG — geG

g EG — F?
g_g(eG+gE—2fF)+G(gQ—ge)
B EG — F?
o 9(eG+gE ~2fF)  Gleg— 1"
EG — F? EG — F?
G=g-2H-G-K
Gg=2Hg— KG

Reuniendo todos los coeficientes calculados:

I1T = Edu? + 2F dudv + G dv?
[IT = (2He — KE)du® + 2(2Hf — KF)dudv + (2Hg — KG)dv?

Factorizando:
IIT =2H(edu® +2f dudv + gdv?) — K(E du® + 2F dudv + G dv?)

Por la definicién de las formas fundamentales de / y /] se llega mostrar la relacién del
teorema central

IN11=2H -1l -K-1I
Esto completa la demostracion. 0
Observacion 4.3 (Caso K = 0). La identidad /// = 2H [1-K I permanece valida

incluso en los puntos donde la curvatura gaussiana se anula (puntos parabdlicos). En tales

puntos, la relacion se reduce a:

I =2H1II (cuando K = 0).

Sin embargo, en estos puntos la tercera forma fundamental deja de ser definida
positiva en general, pues det(I1I) = K?det(I) = 0, lo que implica que II] es

semidefinida positiva. Geométricamente, esto refleja el hecho de que la aplicacién de
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Gauss colapsa alguna direccién tangente a un vector nulo, es decir, existe al menos una

direccién en la que el campo normal no varia (direccién asintética).

Observacion 4.4 (Puntos umbilicos). En un punto umbilico, donde las curvaturas
principales son iguales (k1 = Ky = k), se tiene H = ky K = k2, y la relacion se
convierte en:

I =2kI1-5*1 = k(211-KI).

Dado que en un punto umbilico I = x I, resulta 1] = x*I, de modo que las tres
formas fundamentales son mutuamente proporcionales. Este es precisamente el caso de la

esfera, donde todos sus puntos son umbilicos.
4.2. Consecuencias y Aplicaciones

Corolario 4.1. La tercera forma fundamental estd completamente determinada por la

primera y segunda forma fundamental.

Demostracion. La ecuaciéon [I] = 2H [ — K I muestra que /[ es una combinacién
lineal de I/ y I. Los valores de H y K dependen de [ y II. Por consiguiente, las dos

primeras formas fundamentales determinan completamente //1. 0

Larelacion /1] = 2H I] — K I es una identidad fundamental que muestra cémo
toda la geometria local de una superficie estd codificada en sus dos primeras formas
fundamentales.

Consideremos una esfera de radio r. En cualquier punto de su superficie, las dos curvaturas
principales valen lo mismo: k1 = ko = % Esto significa que la esfera se dobla exactamente

igual en todas las direcciones. A partir de aqui calculamos:

1 1
H:M:_’ K = Kiky = —
2 r r?

En la esfera ocurre algo interesante: la segunda forma fundamental es simplemente un
multiplo de la primera, concretamente [/ = %I . Esto es consecuencia directa de que la

esfera se curva de manera completamente uniforme. Ahora usamos la relacion del teorema
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4.1)
I =2HI1 -KI
21 1
=-—-I—-—I
rr r
2 1
1
11T = 2
Fijémonos en que podemos escribir esto como [// = K - I. Es decir, la tercera

forma también resulta ser proporcional a la primera, donde el factor de multiplicidad es

justamente la curvatura de Gauss.

Las relaciones tan simples que existen entre las tres formas fundamentales
constituyen una propiedad propia de la esfera y ponen de manifiesto la regularidad de

su estructura geométrica.
4.2.1. Area de la superficie mediante la tercera forma fundamental

Proposicion 4.1. Si la tercera forma fundamental estd dada por [/] = 2HI] — K1

entonces el elemento de area asociado a la tercera forma fundamental satisface
dA[[[ = |K‘ dA[

Demostracion. Seap € Sysea X : U — S una parametrizacién local de S en torno
a p, con coordenadas locales (u, v). Recordemos que el elemento de drea asociado a una

forma fundamental g con coeficientes (g;;) en dichas coordenadas viene dado por:
dA, = y/det(g;;) dudv.

Dado que el operador de Weingarten dN,, : 17,5 — T,S es autoadjunto respecto
a la primera forma fundamental, existe una base ortonormal {eq, e;} de T, »o formada por

sus autovectores, que son precisamente las direcciones principales en p. En esta base, la
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primera y segunda forma fundamental se escriben como:

1 0 ki O
I = y Il = )
0 1 0 ko

donde £, y ko son las curvaturas principales en p.

Recordemos que
ky + ko
2 Y

H = K = kks.

Sustituyendo en la definicion de la tercera forma fundamental

I =2HII - K1

y usando que 2H = k; + k5, obtenemos

ki 0 ky(k1 + Kk 0
QHIT = (ky+ ko) | _ (Rt )
0 ko 0 ko(ky + ko)
Por otra parte,
10
K I = kiko
0 1

Restando ambas matrices se obtiene

ki(ki + ko) — ki1k 0 E2 0
177 — 1(k1 + ko) 1Ko _ 1

0 ko (k1 + ko) — knks 0 k2

Por lo tanto,

det(I11) = kiks = (k1ky)? = K.
En esta base ortonormal se tiene det(/) = 1, de modo que

det(111) = K det(I).
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Recordemos que si (a;;) es la matriz de una forma bilineal simétrica en una base
{e1,e2} y P es la matriz de cambio a otra base { f1, fo}, entonces la matriz en la nueva

base es PT AP, y por la propiedad multiplicativa del determinante se tiene:
det(PT AP) = det(PT) det(A) det(P) = [det(P)]* det(A).

En particular, si el cambio de base es ortonormal (P ortogonal), entonces det(P) = +1,
y en consecuencia det(PAP) = det(A). Esto confirma que el determinante de la matriz
de representacion de una forma bilineal es un invariante bajo cambios de base ortonormal,

salvo el factor [det(P)]? que en el caso ortonormal es siempre 1.

Dado que el determinante de una forma bilineal es un invariante bajo cambios de
base ortonormal, esta relacion se preserva en cualquier sistema de coordenadas locales
(u,v) inducido por la parametrizacion X. En efecto, si P es la matriz de cambio de
base entre la base ortonormal de direcciones principales y la base {X,, X, }, entonces

los determinantes se transforman como
det(g;;) — det(P)* det(g;;)
y por tanto la relacion entre determinantes se preserva:
det(I11;) = K*det(1;;)

donde I11;; e I;; denotan las matrices de la tercera y primera forma fundamental en las

coordenadas locales (u, v).

Finalmente, tomando raices cuadradas y usando la definicién del elemento de area:

dA[[[ =14/ det([[[lj) du dv
= 14/ K? det([ij) du dv

K’ det([l-j) du dv

dAH[ = |K| dA]
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Esto completa la demostracion. [

Corolario 4.2. Sea S una superficie orientada y regularen R* y N : S — S, laaplicacién

de Gauss, el area de la imagen de Gauss cumple:

A(N(S»Z//SdAIHZ//SlK\dA[

Demostracion. Por la Proposicion (4.1) tenemos que se cumple dA;;; = |K|dA;.

Integramos sobre toda la superficie:

Avs) = [ / = [ / K| dA,

Para el toro con f(v) = R + rcosv ya calculamos:

| cos v
Kl=—r—— dA; =r(R du d
K| (R + rcosv) 1 =1r(R+rcosv)dudv
por tanto:
dAHI:|K|dA1:m'jﬁ—%-r(R+rcosv}dudv:|cosv|dudv
Integrando:

2 2 2
A(N(S)) :/ / |cosv\dudv:27r/ |cosv|dv =27 -4 =8~
o Jo 0

Este resultado coincide con el drea de la esfera unitaria S? cubierta exactamente
dos veces: una por la zona exterior del toro donde K > 0, y otra por la zona interior donde

K <.

Para recuperar el drea de .S a partir de la tercera forma fundamental enunciamos el

siguiente corolario.

Corolario 4.3. Sea S una superficie orientada regular en IR? con curvatura gaussiana no
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nula en todo punto. Entonces el drea de S es:

A

Demostracion. Utilizando el resultado de la Proposicién (4.1) donde se obtuvo el siguiente

resultado dA;;; = | K| dA;. Con curvatura de Gauss diferente de cero, despejamos:

dAII]
K]

dA; =

Integrando sobre toda la superficie:

9= [l =[]

esto garantiza que el area S puede determinarse mediante la tercera forma fundamental [

Encontraremos el area del toro usando la tercera forma fundamental esto es:
dA[[] = | COS U| dv du

y por la ecuacién (2.20) la curvatura de Gauss es:

| cos v

Kl=_—_ 17771
K] (R + rcosv)

para obtener el drea del toro utilizamos el resultado del corolario (4.3) e integramos:

| cos v
/ / |cosv| dv du

r(R + rcosv)

/ / r(R+ rcosv)dvdu
2m 2m

:7’/ du (R+rcosv)dv
0 0

=721 - [Rv 4 rsinv]"
=7r-2m-27R
A(S) = 47*Rr



73

este resultado es exactamente la misma que la ecuacién (2.13) obtenidos al aplicar el

resultado de la Definicion 2.29 de la seccién 2.4

Habiendo establecido la relacion fundamental I/] = 2HII — K1 y sus
consecuencias para el cdlculo de dreas, resulta natural preguntarse hasta qué punto la
tercera forma fundamental puede actuar, por derecho propio, como métrica en la superficie
y definir a partir de ella operadores diferenciales propios. Esta pregunta conduce al
estudio del operador de Laplace-Beltrami asociado a 111, denotado A1, que generaliza
el laplaciano usual de la superficie, pero utilizando como métrica la tercera forma

fundamental en lugar de la primera.

Esta perspectiva conecta directamente con la teoria de superficies de tipo Chen
finito, introducida por B.-Y. Chen en 1983, que clasifica las inmersiones en funcién del
comportamiento espectral del laplaciano. En el contexto cldsico, dicha clasificacién usa
el operador A! asociado a la primera forma fundamental. La novedad de la seccién
siguiente consiste en trasladar esta teorfa al operador A/Z, con el objetivo de identificar
qué superficies son de tipo finito cuando se adopta la tercera forma fundamental como
métrica base. Los resultados obtenidos revelan una estructura algebraica notablemente

rigida, como lo demuestra el Teorema 4.3.
4.2.2. Sobre superficies de tipo Chen finito

Sea S una superficie (conexa) en el espacio euclidiano tridimensional R?, referida
a un sistema cualquiera de coordenadas u',u?, ysea N : S — S? C IR® su aplicacién
de Gauss. Denotemos por A’ el operador de Laplace correspondiente a la primera forma
fundamental

I = gijdu’ du’. 4.4)

Entonces el vector de posicién X = X (u,v) y la curvatura media H de S en R?

satisfacen la relacion

A'X = —2H N, (4.5)
2 2
(con la convencién de signo tal que A! = 922 + 8_y2 para la métrica ds® = dz? + dy?).

De (4.5) se conocen los dos hechos siguientes:
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e S es minima si y solo si todas las funciones coordenadas de X son funciones
propias de A con valor propio 0.
e S estd contenida en una esfera ordinaria S? si y solo si todas las funciones

coordenadas de X son funciones propias de A? con un valor propio fijo no nulo.

En 1983, B.-Y. Chen introdujo la nocién de inmersiones euclidianas de tipo finito
[3]. En términos de la teoria de B.-Y. Chen, se dice que una superficie S es de tipo finito si
sus funciones coordenadas son una suma finita de funciones propias de su laplaciano A’.

Los hechos anteriores pueden enunciarse entonces asi:

e Sesminima siy solo si S es de tipo nulo 1.

e S esté contenida en una esfera ordinaria S? si y solo si S es de tipo 1.

B.-Y. Chen plante6 el problema de clasificar las superficies de tipo finito en R?.
Hasta el momento, las tinicas superficies de tipo Chen finito conocidas en IR? son porciones

de esferas, cilindros circulares y superficies minimas.

En esta investigaciéon consideramos solamente el operador de Beltrami A!!!
correspondientes a la tercera forma fundamental, de una superficie S en R2. Nuestro
propdsito es encontrar superficies de tipo Chen finito con respecto a la tercera forma

fundamental.

A lo largo de esta investigacion haremos uso pleno del cdlculo tensorial. El lector

puede consultar [11] para los simbolos y férmulas empleados.

Consideramos una superficie S que no contiene puntos parabdlicos y denotamos
por b;; las componentes de la segunda y por e;; las componentes de la tercera forma
fundamental de S. Ademds, cuando tratemos con la segunda forma fundamental,
suponemos que S consta unicamente de puntos elipticos. Sean f y g dos funciones
suficientemente diferenciables sobre S. El primer pardmetro diferencial de Beltrami con

respecto a la forma fundamental J = I, 1,111 de S se define por [11]:

V(f,9) = a" fig;, (4.6)

0 g
donde f; := 8_1{1 y (a”) denota el tensor inverso de (g;;), (bi;) y (ei;) para J = I, 11y
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111, respectivamente.
4.2.2.1. Sobre superficies de tipo Chen /[ finito

En el espacio euclidiano tridimensional R?, sea S una superficie de clase C", r >
3, definida en una regién U de IR?, mediante una inmersién inyectiva C" dada por X =

X (u',u?), cuya curvatura gaussiana K no se anula en ningtin punto. Denotamos por
Il =eydu'dv’, i,j=1,2,

la tercera forma fundamental de S. Para dos funciones suficientemente diferenciables
f(ul,u?)y g(u', u?) sobre S, el primer pardmetro diferencial de Beltrami correspondiente

a la forma fundamental /71 se define por:

VI (f,g) =€ f; g; (4.7)

0 y
donde f; := —f y (") denota el tensor inverso de (e;;). El segundo pardmetro diferencial

out’

de Beltrami correspondiente a la forma fundamental //7 de S se define por:
A= —livif, (4.8)

donde V1 es la derivada covariante en la direccién u’ correspondiente a la forma

fundamental 7/1.

Aplicando (4.8) a los vectores de posiciéon X y N de .S, tras un largo célculo, se

puede obtener:

A" X = grad” R — RN, (4.9)
y
AMIN =2 N, (4.10)
donde R := ?H es la suma de los radios principales de curvatura y H es la curvatura
media de S.

De (4.10) se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.4. La aplicacién de Gauss de toda superficie S en R? es de tipo 117 finito 1.
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El valor propio correspondiente es A = 2.

Consideremos ahora la superficie S de tipo [/] finito 1. Entonces tenemos
AIX = XX. A partir de (4.9) obtenemos grad’’/R — RN = X\ X. Tomando el
producto interior de ambos lados de esta ecuacién con NV, encontramos R = Aw, donde

w := —(N, X) es la funcién soporte. De la férmula bien conocida
—A"y 420w = R,
obtenemos
Aty =2 —-Mw, AMR=(2- )R
Asi, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 4.2. Sea S una superficie en R?® de tipo II] finito 1 con valor propio
correspondiente . Entonces la funcién soporte w y la suma de los radios principales de

curvatura R son funciones propias del laplaciano AZ! con valor propio correspondiente
2—-\

Teorema 4.3. Las tnicas superficies cuddricas de tipo /1 finito en el espacio euclidiano

tridimensional son los helicoides y las esferas.
Demostracion del Teorema 4.3

Sea S una cuddrica en IR®. Entonces S es una superficie reglada o es de uno de los

dos siguientes tipos:

2 —ar®—by =c¢, a,b,ceR, ab#0, c>0, (4.11)
o bien
a o, by
zzim +§y, a,be R, a,b>0. (4.12)

Si S es una superficie reglada de tipo /71 finito, entonces, .S es un helicoide.

En esta seccién demostraremos primero que una cuddrica del tipo (4.11) es de tipo

II1 finitosiysolosia = —1yb = —1, es decir, siy solosi S es una esfera. A continuacion
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demostraremos que una cuddrica del tipo (4.12) es de tipo infinito.

La superficie 22 — az? — by? = c se parametriza localmente por
X(u,v) = (u, v, \/c+au2—|—bv2> , Ve+ au? + bv? > 0. (4.13)

siempre que w := ¢ + au® + bv? > 0.

Para calcular 111 = e;;du’du’ se necesita la aplicacion de Gauss N y sus

derivadas NV;.

Calcularemos las derivadas de X, y X,.

Xy =(1,0,2),  X,=(0,1,%).

Calculamos la normal unitaria.

Xy x X, 1
[ Xy x Xof| VT

X, x X, = (-3—%, — 1), N <—au, b, \/E)

Los coeficientes de primera forma son g;; = (X;, X;):

a’u?
g1 == <XuaXu> =1+ w )
abuv
g12 = F = <XuaXv> - 5
w
b2v?
922 =G = <XvaXv> = 1+T

El determinante es

g :=det(gy;) = EG — F* = (1 +

Expandiendo:

14 b2v? n a’u? n a’b*uv®  a?b*utv? 14 a’u® + b*v? _wH a’u® + b*v?
9= w w w? w2 w N w )
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Recordando que w = ¢ + au? + bv*:
w+ a*u® + b*v* = c+ au® + bv® + a*u® + b0 = c+ a(l + a)u® + b(1 + b)v* =T,
donde definimos

T :=c+ala+ 1)u®+b(b+ 1)v°.

Por definicion de la tercera forma fundamental los coeficientes se calculan de la siguiente

manera:
E= €11 = <NuaNu>7 F=en= <Nuan>; g = €29 = <Nv;Nv>-

Para lo cual necesitamos calcular N,, = ON/Ouy N, = ON /Ov.
Sea N = T2 (—au, —bv, /w),conT = c+ a(a + 1)u® + b(b + 1)v.
Primero calcularemos la derivada N,,, para esto usamos la regla del producto. y denotamos
¢ :=T712
¢pu=—1T732T,  T,=2a(a+1u

ala+1)u

Pu = — T3/2

Componentes de NV:

NO — _au T_I/Q, N® — _py T_I/Q, NG — @T—l/g

Derivando cada componente respecto a u:

8N(1) —~1/2 a(a+1)u a a2<a’ + 1)u2
5= = 0T (mau) - (—5R") = —ms e
ON® ab(a + 1)uv
_ afa+luy _
ou (_bv) ) (_ T3/2 ) - T3/2 ’
8N(3) a —1/2 Wy, —1/2 a(a+1)u

Como w,, = 2au:
ONG) au ala + 1u/w

ou  JwT'/2 T3/2
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Escribimos todo con denominador comin 73/2:

1

Ny = T3/2

T
vl ala + 1)u\/¢3). (4.14)

<—aT +a*(a + 1)u?, ab(a + 1)uw, e

Simplificando de la tercera componente de N,

T
&—a(a—kl)u w=

Vw

Calculamos 7" — (a + 1)w:

[T — (a+ 1w].

RE

T — (a+Dw = [c+ala+1)u* +bb+ 1)v*] — (a4 1)[c + av® + bv?]
=c+ala+ D)u* +bb+1)v* — (a+ 1)c — ala + 1)u® — b(a + 1)v?
=c[l—(a+1)]+b0b+1)v* —b(a+ 1)v?
=—ac+b[(b+1) — (a+1)]v”

= —ac+ b(b— a)v*.

Luego la tercera componente de N, es:

% [—ac+ b(b— a)v?].

Simplificando de la primera componente de N,

—aT+d*(a+1)u* = —afc+ala+1)u?+b(b+1)v°] +a*(a+1)u” = —ac—ab(b+1)v>.

Asi, la expresién completa de N, (con denominador 7%/2) es:

1

Ny = T3/2

(—a[c +b(b+ 1)v*], ab(a + 1)uv, 7 [—ac+b(b—a)v }) . (4.15)
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La derivada de N, es completamente andlogo intercambiando (a, u) <> (b, v):

N, = (ab(b+ Duv, —b[c+ a(a + 1)u?], T[ bc+a(a—b)u2]). (4.16)

1
T3/2

Calculando el coeficiente e;; = (N,,, N,)
De (4.15):

2 2
en = = [a(c+b(b + 1)v?)* + a6 (a + 1)%u?0? + — = (—ac+ b(b— a)v2)2] :

T3 w

Factorizando a?/T3:

2
€11 = 7=

T3

(c+b(b+ 1)1}2)2 +b%(a + 1)*u*v? + — v ( ac+ b(b— a)v2)2] :

Llamamos al corchete C'(u, v)/w donde
C(u,v) :==w(c+b(b+ 1)1}2)2 + wb*(a+ 1)*u*v® + u?(—ac+ b(b — a)v2)2.

hacemos el cdlculo algebraico obtenemos:

C(u,v) = b’u*v® + (b® + ¢)* + b*v’w.

La conclusion es:

Ahora calcularemos el coeficiente 15 = (N, N,)
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Multiplicando las componentes de (4.15) y (4.16):
1 2
€12 = 7 (—a(c+b(b+1)v7)) - ab(b+ 1)uv

+ab(a+ Vuv - (=b(c + a(a + 1)u?))

+ 22 (—ac+b(b— a)v?)

bu 9
7 -ﬁ(—bc+a(a—b)u )]

Factorizando abuv /T3:

—abuv

e = [a(b +1)(c+b(b+ 1)0%) + b(a + 1)(c + ala + u?) — .. ] .

haciendo un cdlculo algebraico dentro del corchete obtenemos que B(u,v) = uv [c(a +

b) + ab(u? + v* + w)] y llegamos a la conclusién de:

por ultimo célculamos el coeficiente esy = (N, V)

Por simetria con e;; (intercambiando a <> b, u <> v, A <+ C):

B b? A(u,v)

e = A(u,v) := a*u*v® + (au® + ¢)* + a*v’w.

Reuniendo los tres coeficientes:
II1 = eqy du® + 2e15 du dv + €99 dv?,
El célculo explicito es algebraico pero largo; el resultado final es:
a? 2ab b?

111 = ﬁC(u, v) du® — mB(u, v) dudv + ﬁA(u, v) dv?,
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donde

T = a(a+ Du? +c+ b(b + 1)v?
A(u,v) = (au® + ¢)* + a*u*v® + a*u’w,
B(u,v) = uv [ab(u® + v* + w) + c(a + b)] ,

C(u,v) = (bv* + ¢)? + b*u®v* + b w.

Entonces el segundo operador de Beltrami A?/? de S puede expresarse como:

T 0? 02 0?
AT = — b’ A 2ab B a?C——
a2b2c2[ gz T2 Bg TG, 2}
LT [ (04, 0BY 0 (oc oy 0
a?b?c? |\ Ou “ou ) ou T \"ou T 0u ) w
T [ab? o a’ 0
1 wA B =+ 0B 2
+a2b2c2_w<u +v )8u+ w(u —H}C)av}
I 0
+ poTErES _abQ((a + DuAd+ (b+ 1)UB)%
a*b((b+ 1)vC + (a+ 1)u3)§] : 4.17)
v
Observamos que:
A B
bg_u a%—v = au [5ab(a + 1)u” + 5ab(b + 1)v* + ¢(3ab + 5b + a)] ,
% + ba—B = bv [5ab(a + 1)u* 4 5ab(b + 1)v* + c¢(3ab + ba + b)]
o ou
uA+vB = [c+a(a+ 1)u* + a(b + 1)v*] uw,
uB 4+ vC = [c+bla+ 1)u + b(b+ 1)v*] vw,

(a+1)uA+ (b+1)v

cla+1)+ala+1)u* +a(b+ 1)v*] uT,

U:JU:J

[
[
[e(a
[e(b

(b+1)vC+ (a+1 c 1) 4+ b(a + 1)u® + b(b + 1)v*] vT.
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Por tanto, (4.17) se convierte en:

mr . olat 1)%ub 0? 9\ bbb+ 1)205 (02 9
AT = 2 u8u2 + 38u 2 U@zﬁ + 381}
92 2 2
—+ fl(u, ’U)m —+ fQ(U, U)w + fg(u, U)w
0 0
+ fa(u, v)% + fs5(u, v)%, (4.18)

donde

1) 1 b+ 2b b+ ab
fi(u,v) = — 2uv (a(at )u4+(a+ )(ab+a + )u2+a+ b+a>
¢ a

c

Coun (b(b+ 1)21;4 N (b+1)(b+ ab + 2a) 2>

v
c? ac

. ((a+ Db+ D(atb) , 2> |

> uv
folt,v) = — (a+1)(a+3)u4_ (20L+3)u2 B %
c a a
1 1 1)2
@ADOE DAY e WO
c c
b+1 b+ 2b b(b+1
_( + )(aata + )u2v2— (;2_ )U27
o +DO+3) 4, (2043) , ¢
f3(u7v)_ c v b v b2
2
(a+ 10+ 1)(a+b)u2?}4 _ala+1) 2
c? c?
(a4 1)(22 +ab+b) L2 a(ab—zi— 1)u2,
c
Falv) = — (a+1)(a+66+2ab)u3_ (2ab+a+3b)u
’ be ab
1 1 1)?
DO g0 BOLIE
c c
B (b+1)(4a+2ab+3b)uv2
ac ’
Fo(u,v) = — (b+1)(6a+b+2ab)vg B (2ab+3a+b)v

ac ab
2
_ 3la+1)(b+ 1)(a+b)u2v3 _ 3a(a+1) o
c2 c2
1 2ab + 4b
_ (a+1)(3a+ 2ab + )u2v.

be
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donde las funciones f;, i = 1,...,5, son polinomios en u y v con deg(f;) < 6. Si
g depende solo de u, entonces dg/0v = 0y 9%g/Ov* = 0y 9%g/Oudv = 0. Sustituyendo
en (4.18):

Los términos con f1, f3, f5 desaparecen porque involucran derivadas en v que son

nulas.

dg

Ay — v 4.19)

Cala+1)%® ( 0%g n 3@) i fQ(u,v)@ + fa(u,v)

c? Y ou? ou ou?

Si ponemos v = 0, entonces las funciones f5 y f4 son polinomios en u de grado
menor o igual que 4, y los términos con fi, f3, f5 desaparecen porque involucran derivadas

en v que son nulas. Ahora demostramos el siguiente resultado:

Lema 4.1. La relacién

(AIH)k w=(—1)" (H(Qz B 1)> (ak(a —|—012)k2ku4k+1> + Pulu,0)

es cierta, donde deg(Pyx(u,0)) < 4k.

Demostracion. La prueba procede por induccién sobre k. Para k£ = 1 la férmula se sigue
directamente de (4.19) aplicada a ¢ = u. Suponemos que el Lema es cierto para k — 1.

Entonces

(AHI)k_lu = (—1)F? (1:[ (20 — 1)) (a la ;?_2 ‘- > + Pyp—a(u,v).

i=1

Teniendo en cuenta (4.19) se obtiene:
(AIU)’f u— AIII((AIII>k—1 u)

= (—1)k (ﬁ(% = 1)) <ak(a +612),€2k“4k+1) + Pu(u, ),

=1

donde Py (u,v) agrupa los términos de grado inferior. Puesto que deg(Pyx_4(u,0)) <
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4k — 4, deg(f2(u,0)) < 4y deg(fs(u,0)) < 4,se concluye que deg( Py (u,0)) < 4k. O

Aplicando ahora (4.18) a una funcién h(v) € C*°(U) y procediendo de manera

andloga, se demuestra el siguiente resultado:

Lema 4.2. La relacion

(AHI)kU _ (_1)]<; (H(% B 1>> <b (b +Cl2)k vt ) + Qui(u,v)

=1

es cierta, donde deg(Q4(0,v)) < 4k.

Supongamos ahora que S es de tipo /1 finito k. Entonces existen nimeros reales

c1, ..., cp tales que:

(AIH)kﬂ X +a (Aln)k X4+ AMX =0. (4.20)

Aplicando (4.20) a las funciones coordenadas xy = w 'y xo = v del vector de

posicién (4.13) de la cuddrica S, obtenemos:
(AT e (AT w4 ATy = 0, 4.21)

(AII])k+1U+Cl (AIII)kU+...+ckAHIU:O. (4.22)

Del Lema 4.1 y la relacién (4.21) se deduce que existe un polinomio Py 4(u,v)

de grado a lo sumo 4k + 4 tal que:

2k4-2 k+1 2k+2, 4k+5
. a a+1 U
(—1)"“rl ( | | (20 — 1)) ( ( 0%12 ) + Pygra(u,v) = 0. 4.23)

i=1

Si ponemos v = 0 en (4.23), obtenemos un polinomio no trivial en u con

coeficientes constantes. Puesto que a # 0, la relacién (4.23) implica a = —1.

De manera similar, del Lema 2 y la relacién (4.22) se obtiene un polinomio
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Q4x+4(u, v) de grado a lo sumo 4k + 4 tal que:

2k4-2 prEHL(p g 1)2k+2q2k+5
(—1)’€+1 (H (20 — 1)> ( ( +c2’f)+2 Y ) + Qupra(u,v) = 0. (4.24)

i=1

Poniendo u = 0 en (4.24), se obtiene nuevamente un polinomio no trivial en v con
coeficientes constantes. Puesto que b # 0, de (4.24) se obtiene b = —1. Por tanto, S debe

ser una esfera.

La cuddrica del segundo tipo (4.12) puede parametrizarse como:

b
X (u,v) = (u v, gu2 + ?ﬂ) . (4.25)
La tercera forma fundamental de S es:
2 202h> 2

2

b
III = a—2(1+62v2) du® — uvdudv+—2(l+a2u2)dv2,
g )

9

donde
g = det(gi;) = 1 + a®u® + b*0*

es el discriminante de la primera forma fundamental
I = (1+ a*u®) du® 4 2abuv du dv + (1 + b*0?) dv?

de S. El operador de Beltrami A’/! de S toma la forma:

ou? 0 ov? ov
0? 0? 0?
_fl(“’”)aua — folu, )m—f:a(% )8 2

0
- ﬁ;(u,v)a — ﬁ(u,v)a, (4.26)
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donde
fi(u,v) = 2uvg,
1
fo(u,v) = 2u* + b*u*v® + ?(1 + b%v?),
1
f3(u,v) = 20 + a*u®v® + ﬁ(l + a*u?),
fa(u,v) = 2u(1 + b*v?),
fs(u,v) = 20(1 + a*u?).
Las funciones f;, 7 = 1,...,5, son polinomios en u y v con deg(f;) < 4.
Aplicando el operador A a una funcién g(u) € C°°(U) mediante (4.26), se
obtiene:
0%g ., 0g 0%g g
mr,_ 2.3
A g=—au (U% + 2% — fz(u, 'U)w — f4(u,v)%. (427)

Si ponemos v = 0, entonces f2 y f4 son polinomios en u de grado menor o igual

que 2. Usando (4.27) y por induccién sobre k, se puede demostrar el siguiente resultado:

Lema 4.3. La relacién
(AHI)ku _ (—1)k(2]{)' a2k 4 2kt + ng(u, U)
es cierta, donde deg( Py (u,0)) < 2k.

Demostracion. Caso base k = 1. Aplicamos (3.15) a g = u:
Ay = —a®u(u-04+2-1) — folu,v) -0 — fy(u,v) - 1 = —2a*u® — fy(u,v).
Ahora, (2-1)! = 2! = 2y a*! = a2, luego:
Ay = (=121 a? - ud + (= fu(u,v)),

con Py(u,v) = —fy(u,v) y deg(Py(u,0)) < 2. O
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Aplicando (4.26) a una funcién h(v) € C*°(U), se obtiene:

AT 2 ( 0%h ah) 0%h Oh

Uw"i‘Z% _f3(uav)w —f5(u,v)%. (4.28)

Si ponemos u = 0, entonces f3 y f5 son polinomios en v de grado menor o igual

que 2. De manera andloga se demuestra:

Lema 4.4. La relacion
(AT 0 = (—1)%(2k)1 0 0* 1 4 Qo (u, v)

es cierta, donde deg(Q2x(0,v)) < 2k.

Ahora, si la cuddrica S es de tipo I/ finito k, entonces nuevamente son vélidas las
relaciones (4.20), (4.21) y (4.22). Combinando (4.21) y (4.22) con el Lema 4.3 y el Lema
4.4 respectivamente, se concluye que existen dos polinomios Poy2(u, v) ¥y Qogyo(u, v) de

grado a lo sumo 2k + 2 tales que:

(—1)k+1<2k T 2)| a2k+2 u2k+3 + P2k+2(u,v) — 0, (4.29)
(=D 2k + 2)1p% 2 023 L Qoo (u, v) = 0. (4.30)

Poniendo v = 0 en (4.29), el miembro izquierdo es un polinomio no trivial en «
con coeficientes constantes, que nunca puede ser cero a menos que a = 0. De manera
similar, poniendo v = 0 en (4.30), se implica b = 0, lo cual es claramente imposible ya
que a, b > 0. Por tanto, las cuddricas del segundo tipo son de tipo infinito, lo que completa

la demostracién del Teorema 4.3. [ |

La demostracion establece, mediante un analisis inductivo sobre las iteraciones
del operador A’!!, que dentro de la familia de superficies cuadricas en IR?® dnicamente los
helicoides y las esferas son de tipo Chen finito respecto a la tercera forma fundamental.
Para las cuddricas del primer tipo (4.11), se prueba que la condicién de tipo I/ finito
fuerza necesariamente a = b = -1, lo que caracteriza precisamente a la esfera. Para

las cuddricas del segundo tipo (4.12), se demuestra que la hipétesis de tipo /71 finito



&9

conduciria a a = b = 0, contradiciendo la condicién a,b > 0 impuesta; por tanto,
estas superficies son siempre de tipo /11 infinito. En consecuencia, Al actia como un
clasificador geométrico efectivo sobre superficies cuddricas en R?, extendiendo la teoria

de tipo finito de B.-Y. Chen al contexto métrico inducido por la tercera forma fundamental.
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CONCLUSIONES

Se ha demostrado de manera tedrica la Tercera Forma Fundamental de superficies

regulares en IR? a partir del producto escalar de las diferenciales del vector normal, definida

como [ 1I(v,w) = (dN(v),dN(w)). Se mostré que esta forma fundamental es una forma

bilineal simétrica y definida positiva, capaz de describir la geometria extrinseca de la

superficie, y que puede expresarse de manera algebraica en términos de la primera y la

segunda forma fundamental.

1.

Se obtuvieron de forma explicita los coeficientes de la Tercera Forma Fundamental,
E = (Ny,,N,), F = (N,,N,) y G = (N,, N,), a partir del producto escalar
de las diferenciales del vector normal en superficies regulares de IR®. Asimismo,
se demostr6 que dichos coeficientes pueden expresarse como combinaciones
cuadréticas de los coeficientes de la primera forma fundamental.

Se demostrd la relacion algebraica entre la primera, segunda y tercera forma
fundamental a partir de las ecuaciones de Weingarten, mostrando que estas formas
satisfacen la identidad

I =2HII-K1

donde H representa la curvatura media 'y K la curvatura gaussiana de la superficie.
Asimismo, se verificé que dicha relacién es vdlida para toda superficie regular en
R®.

Se determinaron las superficies cuddricas de tipo Chen finito en IR® respecto
al operador de Laplace-Beltrami A?/!, demostrandose mediante el andlisis
polinomial de las iteraciones de A’/ que las tinicas superficies cuddricas de tipo

Chen finito respecto a dicho operador son los helicoides y las esferas.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda estudiar la demostracion alternativa de la relacién /1] = 2H I] —
K I mediante la férmula de Rodrigues y direcciones principales

Desarrollar algoritmos que calculen la tercera forma fundamental y verifiquen
numéricamente la identidad /] = 2H I] — K I, utilizando herramientas como
Mathematica, MATLAB o Python, Esto permitiria realizar un cédlculo preciso en
superficies paramétricas, y generar visualizaciones que faciliten la comprension
geométrica

EL desarrollo de métodos de anélisis para la Tercera Forma Fundamental favorece
una mejor comprension de fenémenos curvaturales complejos y la integracion de
enfoques cldsicos con técnicas computacionales modernas

Se recomienda extender el andlisis de superficies de tipo Chen finito respecto a
AT 3 otras familias de superficies m4s alld de las cuadricas, como superficies de

revolucién y superficies regladas.
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MATRIZ DE CONSISTENCIA

1). ;Cudles son los coeficientes
de la tercera forma fundamental
obtenidos a partir del producto
escalar de las diferenciales del
vector normal unitario? 2).;Cémo
se relacionan algebraicamente
la primera, segunda y tercera
forma fundamental, a través de
las ecuaciones de Weingarten en
superficies regulares? 3).;Cudles
son las superficies cuddricas de
tipo Chen finito en R3, cuando se
adopta la tercera forma fundamental
como métrica base mediante su
operador  de

asociado A9

Laplace-Beltrami

Objetivos especificos:

1). Calcular los coeficientes de la
tercera forma fundamental, a partir del
producto escalar de las diferenciales del
vector normal unitario en superficies
regulares en R3. 2). Establecer la
relacién algebraica entre la primera,
segunda y tercera forma fundamental,
mediante las ecuaciones de Weingarten.
3). Determinar las superficies cuadricas
de tipo Chen finito en R3 respecto a la
tercera forma fundamental, mediante el

operador de Laplace-Beltrami ATTT

Hipotesis especificas:

1). Los coeficientes de la Tercera
Forma Fundamental se expresan como
combinaciones de los coeficientes
de la primera y segunda forma
fundamental mediante las ecuaciones
de Weingarten. 2). Existe una relacién
matricial explicita entre la primera,
segunda y tercera forma fundamental,
que permite representar la tercera
forma en términos de las dos primeras.
3). Las tnicas superficies cuddricas
de tipo Chen finito en R3 respecto

al operador de
AITT

Laplace-Beltrami
, inducido por la tercera forma
fundamental, son los helicoides y las

esferas.

Superficies Cuddricas de

tipo Chen finitas.

Técnicas: Revision
bibliogrifica,
analisis
matematico

riguroso.

Problemas Objetivos Hipétesis Variables Método Instrumentos
Problema general: {Cémo | Objetivo general: Demostrar | Hipétesis general: La tercera forma | Independiente: Primera | Tipo: Teérica, | 1). Publicaciones
demostrar tedricamente la Tercera | tedricamente la  tercera  forma | fundamental de superficies regulares | forma fundamental | analitica, especializadas.
Forma Fundamental de superficies | fundamental de superficies regulares | en R® se demuestra tedricamente | y segunda forma | deductiva, 2). Revisiones
regulares en IR3 mediante el | enIR3, mediante el producto escalar de | mediante el producto escalar de los | fundamental. explicativa y | bibliogrificas
producto escalar de los vectores | los vectores normales diferenciales y | vectores normales diferenciales y se | Dependiente: Tercera | demostrativa.

normales diferenciales. establecer sus relaciones con la primera | expresa en funcién de la primera y | Forma Fundamental, | Nivel: Intermedio -

Problemas especificos: y segunda forma fundamental. segunda forma fundamental. Superficies de  Chen, | avanzado.
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