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INTRODUCCION

Sin duda alguna, el descubrimiento del calculo ha sido una de las areas del
conocimiento matematico que revolucioné el tratamiento de problemas que en el
siglo XVII inquietaban a cientificos y matematicos. De alli en adelante fueron
apareciendo diversos representantes que, en distintas épocas, se centraron en el
desarrollo de multiples aspectos de esta ciencia y dejaron en ella valiosos aportes.
No se les menciona aqui para no dejar en el olvido, alguno por quien el lector
pudiera luego protestar; no obstante, todo aquel que —de manera particular y
llevado por su inquietud de estudio— se aventure a realizar un recorrido a lo largo
de la historia de la Matemaética, quedara maravillado por la enorme contribucién

de tantos matematicos famosos.

En la actualidad, la Matematica es una herramienta del conocimiento que se ha
prestado para el desarrollo de casi todas las ciencias; pese a ello, alin falta
profundizar en su estudio, es decir, adentrarnos méas en lo que se ha dado en
llamar Matemadtica Aplicada. Aunque muchos dicen que la Matematica es una solay
que cualquier otra ciencia debe hacer uso de ella segiin sus propias necesidades y
tal como esta planteada, la realidad nos demuestra a diario que no resulta de este
modo. Si cada rama del saber tuviera un equipo de matemadticos ocupandose de su

desarrollo, evidentemente su progreso seria superior.

Es necesario que los matematicos conciban a las demas ciencias no como
estructuras encerradas dentro de sus fronteras, sino como espacios abiertos con
los cuales interactuar, estableciendo relaciones que brinden y fortalezcan
posibilidades de un desarrollo pleno para que al estudiar todos sus procesos se
consiga abstraer conocimientos nueves, se planteen otras soluciones e incluso,

quizds, se llegue a la invencién de mas operaciones matemadticas.

La Matematica continda evolucionando y seguira siendo una de las principales

herramientas para el desarrollo humano.

Dionicic Milton Chavez Mufioz
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CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

1.1.  FUNCION REAL: DOMINIO, IMAGEN Y GRAFICA

INICIANDO. Estimados lectores, si han llegado hasta aqui es que ya conocen y recuerdan
muchos temas, conceptos y propiedades tanto de la aritmética como del algebra; si juntamos
algunos de ellos, podemos darle forma concreta y crear una funcion.

Consideremos cuatro vasijas:

La primera llena con las siguientes operaciones: suma, resta, multiplicacion, division,
potencia y raiz.

La segunda con letras y variables maytsculas: A, B, C,..., Y, Z; y minusculas: a, b, c,..., y, Z.

. , 2
La tercera tiene todos los niimeros reales que conocemos: 1; 2; -3; \/E; U etc.

La cuarta llena de reglas de correspondencia entre dos variables: algebraicas, valor absoluto,
logaritmos, funciones exponenciales, funciones trigonométricas y otras inventadas por la
imaginacién humana.

Juntamos algunos elementos de las 4 vasijas formando expresiones y le colocamos un

nombre; resultado: P = 2x + 3, Q =(t—2)? f=1+3x—x? g = %
M =+6x -2, L=2Cos(x+15) N =Log(9%t—10) P =15 —4x]|

Cada resultado anterior es ejemplo de una funcidn real.

Logicamente, también se puede construir expresiones que no representan funciones; sin
embargo, estas no resultan de interés en esta parte del estudio, como si lo son las relaciones
binarias.

INTRODUCCION . Una funcion real de variable real o simplemente funcion real y = f(x) es
un refinamiento de las relaciones binarias que se establece de forma intencional entre los
elementos de dos conjuntos; buscando asi una mejor descripcion y representacion de los
hechos, sucesos o magnitudes en sus aplicaciones sobre los diferentes campos de las ciencias.

El refinamiento se establece en las reglas de correspondencia, el cual consiste en que para el
elemento x del conjunto de partida exista un inico elemento y en el conjunto de llegada.

Veamos el siguiente ejemplo:

Si por la compra de 1 pifia me cobran 2 soles por el costo de produccién y 1 sol mas como
costo fijo debido al uso de instalaciones, entonces el costo total sera de 2(1)+1=3. Por 2
pifias me cobran 4 soles por el costo de produccién y 1 sol mas como costo fijo debido al uso
de instalaciones; por tanto, ahora el costo total serd de 2(2)+1=5. Asi, sucesivamente, se
puede construir la siguiente tabla:

Cantidad de pifias Costo variable + costo | Costo total segtn el nimero de
fijo pifias
0 2(0)+1 f(0)=1

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUNOZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

1 2(H+1 f=3
2 2(2)+1 f(2)=5
3 2(3)+1 f3)=7
x 2(x)+1 fx)=2x+1
Estos valores estan en el Estos valores estan en el
conjunto de partida 4 conjunto de llegada B

Notamos que se llega a establecer la siguiente regla de correspondencia: f(x) =2x + 1.
Asimismo, se observa que hay dos conjuntos:

a) El de partida A = {x € R/x = 0} contabiliza la cantidad de pifias que se compra.

b) El de llegada B = {y € R/y = 1} contabiliza el costo en soles.

)

En la expresién y = f(x), a “x” se le denomina variable independiente, asi como a “y”,
variable dependiente.

Aqui R representa al conjunto de los niimeros reales.
En seguida veamos algunos ejemplos basados en esta idea general de funcién.

Ejemplo 1. Sea el conjunto A formado por los estudiantes del primer afio de la Escuela
Profesional de Ingenieria Ambiental de la UNJBG de Tacna, B el conjunto de los nimeros
naturales y f la regla de correspondencia entre los elementos x del conjunto A y los
elementos y del conjunto B, lo que establece “la edad cumplida en afios”. En sintesis, se puede
decir que el alumno x tiene “la edad cumplida” de y afios.

Vemos que la regla de correspondencia f relaciona cada estudiante del conjunto A con una
tnica edad cumplida en el conjunto B.

En este ejemplo, el hecho de que cada estudiante tenga una Gnica edad cumplida caracteriza
también el concepto de funcidn real.

A B

e

7

El alumno x tiene “la edad cumplida” de y afios.

Ejemplo 2. Sea T el conjunto de todos los tridngulos, B el conjunto de todos los niimeros
reales positivos y f la regla de correspondencia entre los elementos x del conjunto T y los
elementos y del conjunto B, que establece “el tridngulo ... tiene un area de ... centimetros
cuadrados”. En resumen, se puede afirmar que “el tridAngulo x tiene un irea de y centimetros
cuadrados”.

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ
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Observamos que la regla de correspondencia f liga a cada tridngulo del conjunto T, un tnico
numero positivo del conjunto B que representa su area.

También en este ejemplo, el hecho de que cada triangulo tenga un tnico valor como su area,
caracteriza el concepto de funcién real.

T B

-

El “triangulo x tiene un area de y centimetros cuadrados”.

Formalicemos a continuacién, la idea de una funcion real de variable real mediante una
definicion.

DEFINICION DE FUNCION REAL. La funcién real f de un conjunto A en un conjunto B es
una regla de correspondencia que asigna a cada elemento “x” del conjunto A exactamente un

“«_.n

Unico elemento “y” en el conjunto B. Dicha regla de correspondencia se escribe de este modo:

y = f).
Equivalentemente, f es una funcion realde Aen B siy solosi (x; y)e f A (x; 2)e f=y = z.

“«..n “«_n

Esto implica que si existen dos valores “y” y “z” en el conjunto B como imagenes para un
valor “x” del conjunto 4, estos valores son iguales. Es decir que y = z.

OBSERVACION 1.

a) Una funcion real f que va del conjunto A al conjunto B se denota entre otras formas como:

frA=>B[y=f(x) 0 f={ ) /y=fx)} 0 y=fk)

En cualquiera de las tres notaciones, se entiende como “f es una funcién de 4 en B cuya regla
de correspondencia es y = f(x)”.

b) Graficamente, a una funciéon real f se la reconoce cuando al trazar rectas verticales por
toda la grafica de f, esta es cortada como maximo en un punto. Si f es cortada en mas de un
punto, entonces no es una funcién real.

¢) En adelante, los conjuntos A y B seran intervalos de numeros reales (graficamente,
intervalos de la recta numérica), salvo que se exprese otra condicion.

Ejemplo 3. Se muestra ejemplos de reglas de correspondencia que generan conjuntos de
pares ordenados que son o que no son funciones. Obedecen a la siguiente pregunta: ;Cuales
de los siguientes conjuntos son funciones reales?

a) f={xy)/y=x"-1} bl g={(y)/x*=y*} ) h={(;y)/x=2y+3}

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUNOZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Solucion.

(a) El conjunto f = {(x; ¥)/ ¥y = x% — 1} s es una funcién real, su gréfica es una parédbola.

Se cumple la condicién f es una funcién real de A=R en B =[—1;) si y solo si
(x; Y)ef A(x; 2)e f = y = z. Es decir, para cada x existe un {nico y.

el
> B N W A o s W
—_—

A -
1
s

n rEc
MN -
T

Figura 1.1

Asf también se cumple que toda recta vertical cortarfa a la grafica de y = x2 — 1 en un tinico
punto. (Ver Figura 1.1).

(b) El conjunto g = {(x;¥)/ x? = y? } no es una funcién real, la gréfica estd formada por dos
rectas que se cruzan en el origen de coordenadas. (Ver Figura 1.2).

-9

N (73]

(25

'S

Figura 1.2
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No se cumple la siguiente condicién: g es una funcién real de A=R en B =R si y solo si

[ )

(x; v)eg A(x; 2)eg = y = z; pues para cada “x", existe dos valores de "y". Por ejemplo,
para x = 2, existe los valores de y = 2 y y = —2. Solo es tinico cuando x = 0.

Por otro lado, se cumple que rectas verticales cortarian a la grifica de x2 = y? en dos puntos.

Desde luego que al resolver x> = y? se obtiene las dos rectas: x = y, x = —y; lo cual garantiza
los dos valores de y para cada x.

(c) El conjunto h = {(x; ¥) / x = 2y + 3} si es una funcion real, la grafica es una recta oblicua.

Se cumple esta condicién: 2 es una funcién real de A=R en B=R si y solo si
(x; Veh A(x; 2)eh => y==z.

0]

\

'
o -
'
o -
A
1
N

D
o
-
[+)]
oo -

\

\

N

tn

Figura 1.3

Se cumple que toda recta vertical cortaria a la grafica de x = 2y + 3 en un tnico punto, tal
como se verifica en la Figura 1.3.

Ejemplo 4. Muchas expresiones algebraicas o trascendentes pueden constituirse en reglas
de correspondencia que son funciones reales, como se muestra a continuacién:

a) Polinomios: A fx)=3x-7 (i) f(x) = 5x2 —4x + 8
(iil) f(x) =4 — 2x + x? — x3

b) Rafces: () f@) =vx—6 (i) f(x) = Jx(& —x)
(iii) f(x) = Y8—2x

c¢) Cocientes: @ flx) = % (i) f(x) = xzz_x
(i) £ (x) =
d) Exponenciales: (i) f(x) =e* —x (i) f(x) = e**1

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENGIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

(i) f(x)=2%*+3

¢) Trigonométricas: (i) f(x) = Sen(2x) (i) f(x) = x2Cos x
(iii) f(x) = Tan(ln x)

f) Logaritmos: () f(x) = Ln(9 — x?) (ii) f(x) = Log(2x — 3)
(iii) f(x) = Ln(Cos x)

g) Valor absoluto: (i) f(x) = [2x — 5| (ii) f(x) = |x? — 4x + 6]
(iii) £(x) = |Sen x|

Ejemplo 5. Funciones definidas por mas de una regla de correspondencia.

5—x 5ix<0 (% six=20
a) f(x) = 2_1;s5ix>0 b)f(x)_lxl_[—x;six<0
x,six<1 e*, six<D
c)f(x)={3,si1$xs4 d) f(x) =38Senx, si0<x<nm
2—x,5ix>4 Inx, six>m
m—x'six—()
e)f(x)={ x ! B
1; six+0

OBSERVACION 2. La forma que tendra una funcién, segiin su regla de correspondencia,
dependera de lc que se quiera representar. En las aplicaciones se debe al hecho, suceso o
magnitud que se quiera describir o representar.

Los dominios de las funciones anteriores se tienen que precisar de acuerdo a criterios de
existencia de cada regla de correspondencia en mencién.

Ejemplo 6. Seala funciénreal f(x) = x* +x — 1, hallar f(-2), f(3), f(—x)y f(a — 1).
Solucion.
Este proceso se conoce como evaluacion de una funcién en algin valor real de su dominio.

Se sustituye x por —2 en la funcién dada, asi f(—2) = (-2)*+ (-2) — 1, = —11. Es deir,
f(~2) = —11.

Luego se sustituye x por 3 en la funcién, resultando f(3) = 29.

También x por - x en la funcién, dando por resultado f(—x) = —x3 —x — 1.

Finalmente x por a — 1 en la funcién, con lo cual queda f(a — 1) =? Hacerlo como ejercicio.
Ejemplo 7. Dada la funcién real g(x) = x? — 2x + 3

a) Hallar las raices de la ecuacién g(x) = g(—1).

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ
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b) Hallar los ceros de la funcién f(x) = x2 - 5x + 6.
Solucion.
(a) Esta igualdad solicitada genera la siguiente ecuacioén cuadratica: g(x) = g(—1), asi
x2-2x+3 =6 5 x2—-2x-3 =0 (x-3D@x+1=0.
El conjunto solucién es CS= {—1; 3}.

(b) Los ceros de la funcién y = f(x) se encuentran igualando a cero dicha funci6n, asf los
ceros de la funcion se obtienen de f(x) = 0.

x2-5x+6 =0 — (x— 3)(x — 2) = 0. El conjunto solucién es CS= {2; 3}.

Los ceros de una funcién real son los valores de la variable independiente x en los cuales, la
grafica de la funcién corta al eje X. (Ver Figura 1.4).

25

o\ /
L\ ]
/

Figura 1.4

Ejemplo 8. Muchas férmulas conocidas se pueden expresar como funciones reales.

a) Area de un circulo de radio r sers A(r) = nr?
b) Area de un cuadrado de lado x sera A(x) = x?
c) Area de un tridngulo de base fija B y altura variable h sera A(h) = iBh

2

d) Espacio recorrido para una velocidad fija V y tiempo t variable E(t) =Vt
e) Presién para un érea fija A y una fuerza variable F, sera P(F) = g

f) Capitalizacién continua para un capital inicial P, un interés fijo r y tiempo t variable:
C(t) = Pe™
P

g) Indice de masa corporal para una talla fija T y un peso variable p:I(p) = =

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ
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h) Superficie corporal de talla fija T y peso variable p sera S(p) = 3:()12)0

DOMINIO, IMAGEN Y GRAFICA DE UNA FUNCION REAL.

Una funcién real de variable real o simplemente funcién real f posee cuatro elementos:
i) La regla de correspondenciay = f(x) ii) El dominio Dom(f)
iii) La imagen Im(f) iv) La grafica Gra(f).

Obsérvese el diagrama en la Figura 1.5.

Y=R Grafica de f

y=fx)

— ' Reglade
S ' correspondencia
o T4 :
[«5) ' '
bD ! 1
cts , '
E l :
o ; r X=R

\ d J
|

Dominio de f

Figura 1.5

EL DOMINIO DE UNA FUNCION REAL. El dominio de una funcién real f:R — R, que se
denota como Dom(f), es el conjunto de valores “x” del conjunto de partida R para los cuales

existe un unico valor “y” en el conjunto de llegada R, por lo que cumplen con la regla de
correspondencia y = f(x).

Simbdlicamente se escribe asi: Dom(f) ={x € R/A'yeRAy = f(x)} <R.
Aqui, R representa todo el conjunto de los nimeros reales.

OBSERVACION 3. Te6ricamente, una funcién real f tiene como dominio todo el conjunto de
numeros reales R; este se reduce a un intervalo A = Dom(f) cuando se ha restringido a dicho
intervalo, o cuando es el resultado de hallar el dominio teérico de dicha funcién.

OBSERVACION 4. Determinar el dominio teérico de una funcién real dependera de la regla
de correspondencia y = f(x):

N(x)
D(x)
de restriccién es que el denominador D (x) sea diferente de cero, es decir, D(x) =0.

i) Cuando en la regla de correspondencia aparecen cocientes como f(x) = la condicién
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ii) Cuando en la regla de correspondencia aparecen raices de indice par como f(x) = *3/S(x),
con n € N la condicién de restriccién es que la cantidad sub-radical S(x) sea mayor o igual
que cero, esto es S(x) = 0.

iii) Cuando en la regla de correspondencia aparecen funciones logaritmicas como
f(x) = Logg S(x), o f(x) = Ln S(x), la condicién de restriccién es que el argumento del
logaritmo S(x) sea mayor que cero, es decir, S(x) > 0.

iv) Cuando en una regla de correspondencia aparecen de forma combinada dos o mas de los
casos descritos, se aplica cuidadosamente dichas restricciones.

Nota. En muchos casos la funcién real f se muestra acompafiada de su dominio.

LA IMAGEN DE UNA FUNCION REAL. La imagen de una funcién real f:R — R, que se
denota por Im(f), es el conjunto de valores “y” del conjunto de llegada R para los cuales
existe un valor “x” en el conjunto de partida R, por tanto, cumplen con la regla de
correspondencia y = f(x).

Simbélicamente, se escribe de la siguiente forma:  Im(f) = {yeR/AxeR Ay = f(x)}c=R.

Nota. La imagen se determina despejando la variable “x” y determinando el recorrido de la

[} )

variable “y”.

OBSERVACION 5. Teéricamente, una funcién real f tiene como imagen todo el conjunto de
numeros reales R; se reduce a un intervalo B = Im(f) cuando es el resultado de hallar la
imagen de dicha funcién correspondiente al dominio de la funcién Dom(f).

OBSERVACION 6. En muchos casos, para determinar la imagen de una funcién real es
necesario construir la regla de correspondencia y = f(x) a partir de los valores “x” del
dominio de la funcién, usando las propiedades de los niimeros reales.

GRAFICA DE UNA FUNCION REAL. Sea f: R—R una funcién real de variable real, entonces
definimos la grifica de la funcién f como el conjunte de pares ordenados (x; y) que satisfacen
la regla de correspondencia dada y = f(x).

Simbélicamente, se escribe asi: Gra(f) = {(x;y) € R? Jy = f(x} }

OBSERVACION 7. La grifica generalmente es una curva en el plano cartesiano que se
obtiene al construir una tabla de pares ordenados (tabulacién), luego ubicarlos en un sistema
de coordenadas o plano cartesiano y después suavizarlos mediante una curva que pase por
todos ellos.

En adelante, las grificas se realizaran a través de este proceso. Es preciso indicar que en
algunas graficas se puede usar escalas diferentes para el dominio o para la imagen.
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OBSERVACION 8. El dominio y la imagen de una funcién real se pueden obtener a partir de
la grafica de dicha funcién del siguiente modo:

i) El Dominio Dom(f) de una funcién real f puede obtenerse como la proyeccién ortogonal
de la grafica de la funcién real Gra(f) sobre el eje real de partida, X. Eje horizontal.

ii) La imagen Im(f) de una funcién real f se puede obtener como la proyeccidén ortogonal de
la grafica de la funcién real Gra(f) sobre el eje real de llegada, Y. Eje vertical.

Ejemplo 9. Determinar el dominio, la imagen y la grafica de las siguientes funciones reales:

) f)=2+3 b) F() =35 Q) g(x) =V6-2x
d)y= x3f4x e) F(t) =vV9 — ¢2
Solucion.

El dominio y la imagen tienen que ser obtenidos desde la regla de correspondencia.

a) En la Figura 1.6, se grafica la funcién f(x) =2 + %

un

A

~

-9

L3 3]

L

N\

o

[xiy

Figura 1.6

Observamos que esta funcién no tiene restricciones dado que la variable x puede ser
sustituida por cualquier valor real y siempre se obtendra un valor real para la variable y.
Entonces Dom(f) = R.

La imagen se obtiene al determinar el recorrido de x =2(y—2) donde y puede ser
sustituido por cualquier valor real y el valor de x siempre existe, es decir, I'm(f) = R.

1
x2-1'

(b) En la Figura 1.7, se grafica la funcién f(x) =
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Figura 1.7

Cuando existe un cociente, el dominio se encuentra aplicando la condicidén “denominador
diferente de cero”, es decir, x2 — 1 #0, en donde al resolver la desigualdad, se obtiene que el
dominio es el intervalo Dom(f) = R — {—1; 1}. (Ver nuevamente Figura 1.7).

Las rectas x = —1y x = 1 se denominan asintotas verticales.
bag
¥
par; en donde, tras resolver la inecuacién, la imagen serd la unién de dos intervalos: Im(f) =

< —oo; =1 X{0; +o0).

. . . i +1 : P
Para la imagen se despeja x = t y se aplica la condicién yT = 0 por ser raiz de indice

Larecta y = 0 se denomina asintota horizontal.

(c) En la Figura 1.8, se grafica la funcién g(x) = v6 — 2x.

\

f-9

u 1 B n

/N

N
!

[iry
[=- T o B I §

o

Figura 1.8
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En este caso, cuando hay una raiz cuadrada, el dominio se encuentra aplicando la condicién
de restriccién 6 — 2x > 0; en donde resolviendo la inecuacién, el dominio serd el intervalo
Dom(g) = {-; 3].

La imagen se obtiene por construccién de la regla de correspondencia a partir del dominio y
usando las propiedades de los niimeros reales.

Partimos del siguiente dominio: x € (—o0:3]

Reescribimos: —o<x <3

Multiplicamos por dos: —o<L2x<6

Cambiamos de signo: cw>—2x=—-6

Sumamos seis: w>6—-2x=0

Ordenamos de menor a mayor: 0<6—-2x <o

Extraemos raiz cuadrada: 0<V6—2x < oo

Finalmente, 0<y<o o y € [0;+00)

Es decir, la imagen sera el intervalo Im(f) = [0;+c0)

X

@ y= x3—4x"
Im(y) =<-w;-1/4]Ju < 0; 420 > iVerificar estas respuestas!

El dominio y la imagen son, respectivamente, Dom(y) = R-{-2;0;2},

(e) F(t) = v16 — t2. El dominio y la imagen son respectivamente: Dom(F) = [ - 4; 4] ,
Im(F) = [0;4] iVerificar estas respuestas!

1.2.  CLASES DE FUNCIONES REALES. FUNCIONES ELEMENTALES

Una primera forma de clasificar a las funciones reales es mediante reglas de correspondencia,
las cuales son expresiones elementales conocidas.

Aqui se presenta las funciones acompafiadas tanto de su dominic como de su imagen y se
proyectaran sus graficas.

LA FUNCION CONSTANTE.
Regla de correspondencia Dominio Imagen Gréfica
f(x)=C _ _ Gra(f) = Recta horizontal
y=C Dom(fl =R (dmf) =i} paralela al eje real X.

Ejemplo 1. En la Figura 1.9, se grafica la funcién constante f(x) =2,aqui€ = 2.
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<€ 2 >
-6 -4 -2 0 2 4 6
Figura 1.9
Ejercicio 1. Grafique las funciones reales a) G(x) = —2 b) D(x) = =

Ejemplo 2. (PROBLEMA) Un frigorifico tiene capacidad para 1000 kg de carne y por cada
kg se paga 0,35 céntimos. Los dias sabados siempre se vende toda la capacidad instalada de
refrigeracion. ;Cuanto se recibe por el uso del frigorifico los dias sibados si el pago tiene que
hacerse se haga o no uso del frigorifico?

Solucion.
Ingrese = (N° de kilos) x (precio de cada kg) = (1000) x (0,35) = 350 nuevos soles.
La funcién constante sera f(x) = 0,35, Dom(f) = [0; 1000], Im(f) = {0,35}

Los dias sabados se recibe 350 nuevos soles.

LA FUNCION IDENTIDAD.
Regla de correspondencia Dominio [magen Grafica
fxX)=x Dom(f) =R | Im(f) =R Gra(f.) es una recta que biseca
y=x al primer y tercer cuadrante.

Ejemplo 3. Realizar la grafica de la funcién identidad.

Solucién. Coincide con la grafica de la recta y = x. Se muestra la graficade f(x) = x. (Ver
Figura 1.10).
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o
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U

Figura 1.10

LA FUNCION LINEAL O POLINOMICA DE GRADO UNO.

Regla de correspondencia Dominio Imagen Grafica
fX)=mx+b _ _ _
y=mx+b Dom(f) =R | Im(f) =R | Gra(f) es una recta no vertical.

Cuando b = 0, la recta pasa por el origen de coordenadas, esto es por (0; 0) y cuando b = 0,
no pasa por el origen de coordenadas.

Nota. La constante m se denomina pendiente de la recta y mide su grado de inclinacién.
Cuando m > 0, la recta se inclina hacia la derecha; cuando m < 0, la recta se inclina hacia la
izquierda.

Ejemplo 4. Realizar la grifica de las funciones lineales a continuacién:
a)f(x)=2x-3 b) g(x) = —5x/2
Solucion.

a) La grifica de la funcién f(x) =2x —3 es una recta que no pasa por el origen de
coordenadas. Como m = 2 > 0, la recta se inclina hacia la derecha. (Ver Figura 1.11).
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Figura 1.11

b) La grafica de la funcién g(x) = — S?x es una recta que pasa por el origen de coordenadas.

Comom = _?5 < 0, larecta se inclina hacia la izquierda. Tal como se muestra en la Figura 1.12.

[EEY
Q

-‘5- N O/ B o

[ S T <+ B

(R

Figura 1.12

Ejemplo 5. (PROBLEMA) Un fabricante de patines estima sus costos de produccién
mediante la funcién real €(x) = 300 + 40x, donde “x” es el niimero de unidades producidas.
Graficar la funcién de costos para 0 < x £ 200 y calcular el costo parax = 0, x =40, x =90
y x = 150. Interprete para cada caso y sefiale el costo en ddlares.

Solucion.
El valor €(0) = 300 significa que el costo fijo de la empresa es de 300 ddlares.

El valor C(40) = 1900 significa que el costo de produccién por 40 pares de patines es de 1
900 délares.

De forma similar se interpreta otros casos para nuevas unidades de produccidn.
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Nota. El valor 40 en la ecuacién de costos, que es la pendiente de la recta, representa el
“incremento variable del costo” por cada unidad de aumento en la produccidn.

En la Figura 1.13, se ubicaron los puntos (0; 300) y (200; 8 300), mostrandose una recta.

9000
8000
7000 ~
6000
5000 "’,;4”"
4000
3000 7
2000
1000
/

0 1 T 1 1 1
0 50 100 150 200 250

Figura 1.13

En este problema se da como intervalo dominio a Dom(f) = [0; 200]; le corresponde el
intervalo imagen Im(f) = [300; 8300].

OBSERVACION 1. Con respecto a dominios se puede observar hasta aqui, dos aspectos:

a) Cuando el dominio se chtiene de la regla de correspondencia y de la definicion de dominio,
es un dominio tedrico.

b) Cuando el dominio es sujeto a condiciones de un problema particular, se trata de un
dominio Idgico que tiene sentido con la naturaleza del problema y sus restricciones
pertinentes.

LA LINEA RECTA. LA PENDIENTE. ECUACIONES DE LA RECTA
ECUACIONES LINEALES Y GRAFICAS.
Se puede distinguir los dos siguientes problemas basicos:

i) Dada una ecuacién lineal E(x; y) = 0, puede dibujarse su gréafica.

ii) Dada cierta informacién respecto a una linea recta en un sistema de coordenadas, es
factible encontrar su ecuacion de dos variables E(x; y) = 0.

Una solucién de una ecuacion lineal de dos variables se entiende como el par ordenado (x;y)
de niimeros reales que satisfacen dicha ecuacién.

El conjunto solucién de una ecuacién lineal de dos variables es el conjunto de todas las
soluciones de la ecuacién.
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Ejemplo 6. El par ordenado (0; —3) es una solucién de la ecuacion lineal 3x — 4y = 12.
Encuentre dos “puntos solucién” mds.

Graficando la ecuacién dada en el ejemplo, se obtiene:

-

w

N\

N

w

A

un

Figura 1.14

Otros puntos se consiguen de dar valores a y o a x, asi como de obtener los valores de la otra
variable en la ecuacién 3x — 4y = 12. Dichos puntos son (0; —3), (4; 0), (8; 3).

OBSERVACION 2.

i) Cuando se dice que se construye la grafica de una ecuacién de dos variables, se quiere
sefialar que se traza la grifica de su conjunto solucién en un sistema de coordenadas
rectangulares, el plano cartesiano.

ii) A la ecuacion lineal Ax + By = C se le conoce como la forma estandar de la ecuacion de la
recta.

iii) La grafica de cualquier ecuacidn de la forma Ax + By = C, donde A y B son constantes (no
ambas cero) es una linea recta.

iv) Para realizar la grafica de una recta es suficiente identificar dos puntos de ella.

v) Al despejar la variable y se obtiene una funcién linealdelaformay = mx+b o f(x) =
mx + b.

Ejemplo 7. Construya la grafica de las siguientes ecuaciones:
a) 3x+4y = 12 b))y =2x-1
c) y=§+2, con —8 < x < 10.
Solucion. Tabilese un par de puntos para cada caso por donde pasari la recta.

a) Graficandolarecta 3x + 4y = 12, se concluye que esta es ilimitada. (Ver Figura 1.15)
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Figura 1.15

b) Graficando larecta ¥ = 2x — 1. Esta es ilimitada, a fin de verificarlo véase la Figura 1.16.
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Figura 1.16

¢) Graficando larecta y = % + 2, con —8 £ x < 10, es limitada al intervalo dado. (Ver Figura
1.17).
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PENDIENTE DE UNA RECTA. Es de gran utilidad tener la medida numérica de la inclinaciéon
de una recta. Para este propdsito se utiliza el concepto de pendiente de una recta, a la cual se
denota por “m”.

La pendiente “m” de una recta que pasa por los puntos (x1;¥1) y (x3;y2) se obtiene de la
Y2—

formula m = con x4 # Xy .

)
X2—X1

OBSERVACION 3. La pendiente de una recta vertical no esta definida. En general, siendo
“m” la pendiente de una recta, se cumple lo siguiente:

Sila pendiente m > 0, la recta se inclina hacia la derecha. Figura 1.18.
Sila pendiente m < 0, la recta se inclina hacia la izquierda. Figura 1.19.

Sila pendiente m = 0, la recta es horizontal (funcién constante). Figura 1.20.

IS
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N (68
N

LY
[EY

-4 1/ 0 2 4 6 -2 ) 2\ 4

D
\
=]

R

Pendiente positiva: m > 0 Pendiente negativa:m < 0
Figura 1.18 Figura 1.19
12 2.5
< > 2 A
0.8 1.5
0O-G 1
V.U 0.5
U. e o , .
0:2 05 0 1 ) 3
T T C T T 1 _1 \,
-4 -2 0 2 4 6 .15
Pendiente cero:m = 0 Pendiente no existe o m = oo
Figura 1.20 Figura 1.21

Nota. Cuando la recta es dada en su forma estdndar Ax + By = C, su pendiente se da

. A
mediante m = — p
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Ejemplo 8. Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos (—2;5) y (4; 7).
Realice una gréafica.

Solucion. En la Figura 1.22, se grafica la recta que pasa por los dos puntos dados.

Figura 1.22

La pendiente m = —2. Se llega a dicha respuesta al realizar (x;;y,) = (—2,5) y (x2;¥2) =
B e W PR
T xp—xy  4-(-2) 6

(4; —7) y aplicarm
Ejemplo 9. }Qué pendiente tendra la recta cuya ecuacién es 2x —3y = 67
Solucién.

Comparando la recta 2x — 3y = 6 con la forma estindar Ax + By = C, resulta la pendiente
m= —ﬁ = g A continuacién, se muestra en la Figura 1.23 la grafica que le corresponde.

s |
=

[y

N

W

Figura 1.23

ECUACIONES DE LA RECTA. Son cuatro casos y todos se pueden reducir a la forma
estindar Ax 4+ By = €. También se la puede escribir como funciénenlaformay=mx +5b.

i) Cuando se conoce dos puntos de la recta (x;; ;) ¥ (x2;¥2), la ecuacién es obtenida de y —

Y2 _
= pr— (x — x,).
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ii) Cuando se conoce un punto de la recta (x;;¥,) ¥ su pendiente “m”, la ecuacién se obtiene
de ¥ =y = m{x — xq1).

iii) Cuando se conoce la pendiente de la recta “m” y la ordenada en el origen “b”, su férmula es
y=mx+bh.

"

iv) Cuando se conocen los cortes “a” y “b” que realiza la recta en los ejes coordenados X e Y,
respectivamente, es dada a través de E + % =1,

Ejemplo 10. Determine la ecuacién de la recta que se pide y haga su grifica en el plano
cartesiano.

a) Recta que pasa por los dos puntos (— %; = %) y(3; g).
b) Recta que pasa por el (6; —6) y cuya pendiente es m = %
¢) Recta que tiene pendiente m = 2y suordenadaenel origenes b = — %

d) Recta que corte al eje X en 4, y al eje Y en -5.
Solucidn.

Use la férmula adecuada para cada caso.

(a) Reemplazamos los puntos (x;; y1) = (—% : —;) y (x2;v2) = (3; g) para el primer caso en

Y=
X2—X1

LAk TR (x —xy).
Luego se tiene la ecuacién de la recta en forma estindar: 42x — 81y — 26 = 0. (Ver Figura
1.24).

_ 42x-26

En forma de funcién queda expresada como sigue: y =

N
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N
wn

Figura 1.24
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(b) Reemplazamos el punto (x3; ¥} = (6; - 6) y la pendiente m = % para el segundo caso en

y—y =mx—x).

Luego se tiene la ecuacién de la recta en su forma estidndar: x — 3y — 24 = 0. (Ver Figura
1.25).

En forma de funcién queda expresada asi: y = =

N

o -‘h

[+ -}

Figura 1.25

¢) Reemplazando la pendiente m = 2 y la ordenada en el origen es b = — 2 para el tercer
© g -

casoeny = mx + b.

Después se tiene la ecuacion de la recta en su forma estindar: 2x —y —% = 0. (Ver Figura
1.26)

En forma de funcién queda expresada de la siguiente manera: y=2x- %

DN B O o

-4

1
-
\S\‘
o8 T
= -
th -

\

O 0 B &

\

=

Figura 1.26

(d) Reemplazando a = 4, y b = -5 para el cuarto caso en §+% = 1; se llega a la ecuaci6én de
la recta en su forma estandar: 5x — 4y — 20 = 0. (Ver Figura 1.27).
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En forma de funcién queda expresada por y = 5x;20 :

h

\
\

=)

Figura 1.27

Ejemplo 11. (PROBLEMA) La gerencia de una empresa que fabrica patines tiene costos
fijos (costo a cero salidas) de $300 diarios y costos totales de $4 300, cuando hay una salida
de 100 pares de patines por dia. Suponga que el costo C estd linealmente relacionado con la
salida.

a) Determine la pendiente de la recta que une los puntos asociados con las salidas.

b) Encuentre la ecuacion de la recta que relaciona la salida con el costo. Escriba la respuesta
finalenlaforma y = mx + b.

¢) Construya la gréfica de la ecuacién del costo tomado de la parte (b) para el intervalo
[0; 200]. Use una escala apropiada.

Solucion.

(a) Para x = 0 salidas, el costo es $300 y para x = 100 salidas el costo es $4 300; es decir, la
recta pasa por los puntos (0; 300) y (100; 4 300), entonces la pendiente de la recta es dada
y;—y1 __ 4300-300 _ 40
xz—xy  100-0

por m =

La pendiente m = 40 obtenida de la recta representa el incremento en el costo total por cada
unidad adicional producida y se conoce como costo marginal.

(b) Se debe encontrar la ecuacion de la recta que pase por el punto (0; 300), cuya pendiente
es m = 40; entonces,y —y; = m({x —x;) = 7y — 300 = 40(x — 0). Donde la funcién sera
y = 40x + 300.

(c) La grafica se realiza usando los puntos extremos P = (0; 300) y Q@ = (200; 8 300) (Ver
Figura 1.28).
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Figura 1.28

Ejemplo 12. (PROBLEMA) En un experimento de nutricién, un biélogo desea preparar una
dieta especial para animales de laboratorio. Dispone de dos mezclas de alimentos, Ay B. Si la
mezcla A contiene 20% de proteina y la mezcla B, 10% de proteina ;qué combinaciones de
cada mezcla proporcionarin exactamente 20 gramos de proteina? Con “x” se representa la

H,.»

cantidad que se usa de A y con “y” la que se usa de B. Después, escriba la ecuacién lineal que

relaciona “x”, “y” y 20. Construya la grafica de esta ecuacién para x = 0, y = 0. Elija un par de
puntos de la gréfica e interprete en el contexto del problema.

Solucién. La funcidn serd y = 200 — 2x.

En efecto, siendo x la cantidad de mezcla A asi como y la cantidad de mezcla B; y segtin los

ZLx+ oty =20 &> =x+--y=20 - 2x +y = 200. (Ver Figura 1.29).

datos 100 100
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200
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50 \

0 \

0 20 40 60 80 100 120

Figura 1.29

FUNCISN CUADRATICA O POLINSMICA DE GRADO DOS.

Regla de correspondencia Dominio Imagen Grafica
— 2
fSC)—_aff+-ll;:it ¢ Dom(f) = R Im(f) = [k; +o0),sia >0 Gra(f) esuna
N Im(f) = (—co;k],sia <0 parébola.
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OBSERVACION. Una funcién cuadritica siempre puede escribirse en la forma siguiente:
f(x) = a(x — k)% + k, donde el punto V = V(k; k) es el vértice de la paribola. Ademés:

Si a > 0, la parabola abre hacia arriba, el vértice V es el punto minimo de f y la imagen es el
intervalo Im(f) = [k; +o).

Si a < 0, 1a parabola abre hacia abajo, el vértice V es el punto maximo de f y la imagen es el
intervalo Im(f) = (- x; k].

Ambas se muestran en la grafica a continuacion:

30

Figura 1.30

Ejemplo 13, Graficar la ecuacién cuadratica y = 2x? — 4x e indicar su dominio y su
imagen.

Solucion. Tabular algunos pares ordenados, ubicarlos en el plano cartesiano y suavizarlos
con una curva "parabola”. Dom(y) = R y la imagen es el intervalo Im(y) = [-2; +w). (Ver
Figura 1.31).

Enefecto,y =2x? —4dx>y=2[x*-2x+1-1] >y =2(x—-1)? -2 > V(1;-2).

|
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& N O hg/-ﬂn
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Figura 1.31
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Ejemplo 14. (PROBLEMA) Calcular el maximo ingreso de una compafiia que se estima
mediante la funcién real R(p) = 6 000p — 30p?, siendo p el precio con 0<p <150 en
dolares.

Solucion. Aplicando la definicién y la observacién respectiva, para una funcién cuadritica

o__"»

en general, se debe tener f(x) = a(x — h)? + k, adaptando a funcién “R” de variable “p” se
tendra R(p) = a(p—h)? + k.

350000
300000
250000 / \
200000
150000 /
100000 /

50000 /

0 T T T 1
0 50 100 150 200

Figura 1.32

Completando cuadrados en la funcién dada se logra obtener la funcidn particular que aparece
en la Figura 1.32:

R(p) = —30(p — 1000)2 + 300 000

Al comparar las R(p) general y particular: a = —30, se llega a la conclusién de que la pardbola
abre hacia abajo y el vértice es el punto V=V(100; 300 000); esto es el punto maximo.

Significa que el méximo ingreso de la compafiia es de $300 000 y se logra cuando el precio es
de $100.

Ejemplo 15. (PROBLEMA) Supongamos que la cantidad de desperdicios echados en un rio
es una funcién cuadratica del tiempo. Si se arrojan 11,5 toneladas en un periodo de 5 dias, y
20,8 toneladas después de 8 dias, hallar la cantidad lanzada en t dias. Luego determinar la
cantidad para 12 dfas.

Solucion.

La primera expresién nos indica que se busca la funcién w(t) = at? + bt + ¢, en donde no
se conocen a, b y c; sin embargo, estas pueden ser determinadas usando las siguientes
condiciones: Sit =0, w=0;sit =5 w=115ysit =8, w = 20,8.

Al reemplazar los datos en la funcién w(t) se obtiene que a = 0,1; b = 1,8 y ¢ = 0, por tanto,
finalmente la funcién serd w(t) = 0,1¢2 + 1,8t
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Asimismo, se pide calcular w(12) = (0,1)(12)? + (1,8)(12) = 36; esto significa que a los
12 dias, 36 toneladas de desperdicios son echados al rio.

En la Figura 1.33, se muestra la grafica correspondiente.
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Figura 1.33

FUNCION VALOR ABSOLUTO.

Regla de correspondencia

Dominio

Imagen

Gréfica

f(x) = Il
y = x|

ix>
Con || ={x,s&x_ 0

Dom(f)=R

Im(f) = [0; +oo >.

Gra(f) dos rayos
que bisecan al
primer y segundo
cuadrante.

—x,5ix <0

Esta funcién puede generalizarse escribiendo otras funciones como f(x) = |g(x)|, entre
otras.

Ejemplo 16. Graficar la funcién valor absoluto para —10 < x < 10.

Solucién, Tabular y graficar en el plano cartesiano f(x) = |x|. (Ver Figura 1.34)

¥, ]

/
/

Figura 1.34
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Ejemplo 17. Graficar la funcién f(x) = ‘2x + 4‘ para =5 <x <5.

Solucion. Tabular y graficar en el plano cartesiano. (Ver Figura 1.35).

-10 -5 0 5 10
Figura 1.35

FUNCION RAfZ CUADRADA.

Regla de Dominio Imagen Grafica
correspondencia

_ Gra(f) =
f(x)__\/l/; Dom(f) = [0; +o0) Im(f) = [0; 400 > Semiparabola que
Y= abre hacia la derecha.

Generalizando esta funcion se puede tener f(x) = ,/S(x), donde S(x) es cualquier expresion

«_n

real que depende de “x”, cuyo dominio sale de la condicién S(x) = 0.
Ejemplo 18. Realizar la grafica de la funcion raiz cuadrada.

Solucidn. Tabular y graficar en el plano cartesiano f(x) = +/x. (Ver Figura 1.36)

2.2 /
2 /
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Figura 1.36
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Ejemplo 19. Parala funcién f(x) = v2x + 6 determinar el dominio, la imagen y la grafica.

Solucion. Tabular y graficar en el plano cartesiano. Es una semiparabola, parte positiva.
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Figura 1.37

Se observa que su dominio es Dom(f) = [—3; +o0) y su imagen, Im(f) = [0; +oo). (Ver Figura
1.37).

Ejemplo 20. (PROBLEMA) El rendimiento de un corrector periodistico de estilo es

estimado mediante la funcién f(t) = ‘E, donde “f” representa a los articulos corregidos y “t”
es el tiempo dado en minutos. Calcular e interpretar £(0), f(2), f(8) y f(18).

Solucion.

t (0)2(8|18|32 |50
fey|0|1(2(3 (4 |5
f(0) = 0, significa que al inicio hay cero articulos corregidos.

f(2) = 1, significa que alos dos minutos hay 1 articulo corregido.
f(8) = 2, significa que pasados ocho minutos ha corregido dos articulos.
f(18) = 3, significa que pasados dieciocho minutos ha corregido tres articulos.

A medida que el tiempo transcurre el nimero de articulos corregidos aumenta
proporcionalmente, aunque en menor medida. ;Cudl es la razén? Intente explicarlo en un
contexto real. (Ver Figura 1.38).
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0 T L] 1 1 ] 1
0 10 20 30 40 50 60
Figura 1.38
FUNCION MAXIMO ENTERO.
Regla de correspondencia Dominio Imagen Gréfica
f g}x)_=[[x[]f ! Gra(f) es un conjunto de
Gon ] = nsiysologin < Dom(f) =R m(f) =Z segmentos horlzon.tales
escalonados de longitud 1.
x<n+1lncZ

Generalizando se pueden escribir funciones como f(x) = [g(x)], entre otras.

Ejemplo 21. Realizar la grafica de la funcién Mayor entero f(x) = [x] para —4 <x < 4,
Figura 1.39

1N

N W

[REY

D

N

(V5]

B

un

Figura 1.39
Ejemplo 22. Realice la grafica de la funcién f(x) = |[\/§]] (Ver Figura 1.40).
Solucion.[Vx]| =neonsvr<n+lon? x <(n+1)? puesx = 0.

Sin=0:[vx] =0 x€[0;1) Sin=1:[vx]=1cx€[1;4)
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Sin=2:[vVx]| =2 x€[49) Sin=3:[vVx] =3 x€[916)

Sin = 4:[vVx] = 4= x € [16; 25)

Figura 1.40

FUNCION POLINOMICA DE GRADO n.

Regla de correspondencia | f(x) = @, x™ + ap1x™ 1 + ap_2x™ 2 +... +azx? + a1 x + ay

Polinomio de gradon Dominio Imagen Grafica
Sin es impar Im(f) = R.
Dom(f) =R | Sinespar, dependedela
funcién.

Gra(f), depende
de la funcién.

Donde aq,a4,a;,4a3,...,a, son nimeros reales con a, # 0 y “n” es un niimero entero
positivo por el cual el polinomio es de grado n.

Para valores particulares de “n”, se tiene:

n =0 - f(x) = ag es una funcién constante o de grado cero. Recta horizontal.

n =1 - f(x) = a;x + a, es una funcioén lineal o de grado uno. Recta.

n =2 —f(x) = a,x?+ a;x + a, esuna funcién cuadrética o de segundo grado. Parabola.

En toda funcién polinémica, el dominio es todo el conjunto de nimeros reales: Dom(f) = R.

La imagen depende del grado n: Si n es impar la Im(f) = R; si n es par la Im(f) jdepende de
la funcién polindmica dada!

Ejemplo 23. Bosqueje la grafica de la funcién f(x) = x® —4x — 1.

Solucion. El dominio es Dom(f) =R y la imagen es Im(f) = R. Calcular los pares
ordenados de la tabla, ubicarlos en el plano cartesiano y suavizarlos con una curva. (Ver
Figura 1.41).
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x|..|]-3| -25 |-2|-1,5(-1|-65|0| 05 |1| 15 |2 25 |3 |..
y|..|-16|-6,625(-1|1,625| 2 | 0875 |-1|-2,875|-4|-3,625 -1 (4,625 |14 ...

(o]

Figura 1.41

Ejemplo 24. (PROBLEMA) Una compaiiia estima sus ingresos mediante la funcién R(x) =
4x — x? con xe [0; 3], donde “R” es el ingreso en miles de délares y “x” es la produccién en
miles de unidades. Calcular los ingresos para los niveles de produccionde x =0, x =1/2, x =

1, x=3/2,x =2,x = 5/2yx = 3. Graficar e interpretar.
Solucion. Realice la grafica en el intervalo dominio que se da: [0; 3]. (Ver Figura 1.42).

El dominio en esta funcidn es para indicar que ella solo es significativa en el intervalo [0; 3].

4.5

» P
; y AN

25
: /

1.: /
0.5 /

0 T T T T T

Figura 1.42
R(0) = 0: significa que cuando la venta es de 0 unidades, el ingreso es de 0 délares.

R(1,5) = 3,75: denota que cuando la venta es de 1 500 unidades, el ingreso es de 3 750
dolares.
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Nota. Puede hacerse otras interpretaciones: El ingreso miximo se da cuando la venta es de
2 000 unidades, este serad de 4 000 ddlares.

FUNCION RACIONAL.
Regla de correspondencia Dominio Imagen Grafica
p(x) p(x)
X)=== 0y=== I ;
fe a@ %Y aw Dom(f) = R — {x/q(x) = 0} | d mcclf)d 1 Gra(f), depende
p(x)y q(x) son oM = RTEQA) =T | GePene de i | de la funcién.
polinomios. funcién.

Ejemplo Z25. Realice la grafica de las siguientes funciones e indique el dominio y la imagen:

a) f(x) = o b) g(x) == Ay =lx?—4|

x241
Solucion.

2x
x241

(a) La funcién f(x) =
Figura 1.43).

tiene como dominio Dom(f) = R e imagen Im(f) = [-1;1]. (Ver

Jury
44]

|

o

=

N
tn

Figura 1.43

b) La funcién g(x) = xsztiene como dominio Dom(f) = R — {2} e imagen Im(f) = R — {0}.

Tal como se muestra en la Figura 1.44.
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Figura 1.44

¢) La funcién y = |x? — 4| tiene como dominic Dom(f) = R eimagen Im(f) = [0; +). (Ver
Figura 1.45)
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Figura 1.45
GRAFICA DE FUNCIONES DIVERSAS.

Ejemplo 26. Graficar en el plano cartesiano, las siguientes funciones reales de variable real:
a) f(x)=%x b) g(x) = v9 —x? €) y =3+ 4x — x?
Solucion.

(a) Se hace una tabulacién de la funcién f(x) = %x:

x |w|-1]|0| 1|23 |45 |6
fG)|..|-15|0[15(3|45|6|75]|9
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Se observa que el dominio es el intervalo Dom(f) = R y la imagen, el intervalo Im(f} = R;
dado que en la regla de correspondencia no se descubre restricciones.

La grafica de la funcién real f(x) = %x se muestra en seguida como una recta. (Ver Figura
1.46).

=]

[<)]

[y}

N\

N w

=

Figura 1.46

(b) Se hace una tabulacién de la funcién g(x) = v9 —x2:

Se observa que el dominio es el intervalo Dom(f) = [—3; 3], el cual surge de la condicién 9 —
x% > 0. Laimagen es el intervalo Im(f) = [0; 3].

x |3 -2 -1]0] 1] 2 |3
fGoO | 0 [224]283]3(283(224(0

En la Figura 1.47, se muestra a continuacién la grifica de la funcién real g(x) =+v9 —x?
como una semicircunferencia, parte positiva (lo que esta por sobre el eje X).
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Figura 1.47
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(c) Se hace la tabulacién de la funcién real y = 3 + 4x — x2.

x |.|-2]-1]0[1]2][3][4][5] 6
fe|..|-15]-8|-3]0o[1]0]|-3]|-8]-15

Se advierte que el dominio es el intervalo Dom(f) =R y la imagen, el intervalo Im(f) =
{—o0; 1]. (Ver Figura 1.48).
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Figura 1.48

2

La grafica de la funcién real y = 3 + 4x — x* es una parabola.

Ejemplo 27 Realice la grafica de las funcicnes reales que se dan a continuacién (en algunos
casos se puede usar una escala apropiada):

a)D(t) =100+ 15¢t,con2 <t < 24, b)h(x)=%conx20.

Solucién. Notamos que estas funciones son dadas con su respectivo dominio. Se tabula
para el dominio, se ubica los puntos en el sistema de coordenadas y se suaviza mediante una
curva continua.
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a) La funcién D(t) = 100 + 15t es dada con el dominio 2 < ¢t < 24. (Observar Figura 1.49).

500

400 /
300 /
200

100

0 5 10 15 20 25 30

Figura 1.49

b) La funcién h(x) = % surge con el dominio x = 0. (Ver Figura 1.50).

80

40 /
20

Figura 1.50
, . [ x%x<3 . .
Ejemplo 28. Sea la funcién h(x) = x> determinar h(—1), h(3), h(5), su dominio,
su imagen y su grafica.
Solucion.

Se procede tal como en el ejemplo 7. La grafica (Figura 1.51) resultante sera la siguiente:
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Figura 1.51
Ejemplo 29. Sea la funcién h(x)} = x? — 4x + 2. Determinar dominio, imagen y gréfica.

Solucion. El dominio es Dom(f) = R y la imagen es Im(f) = [—2; +w). La grafica (Figura

1.52) sera la siguiente:
% = 7
\ 0 /
\ /
\e /
/
) /
S — S
-4 -2 2 T \a/ 4 6 8

Figura 1.52

OBSERVACION. Se advierte hasta aqui que toda funci6n real queda conformada por cuatro
elementos: la regla de correspondencia, el dominio, la imagen y la grafica.

El dominio y la imagen seran intervalos de nimeros reales, salvo que se exprese otra
caracteristica.

1.3. OPERACIONES CON FUNCIONES. COMPOSICION DE FUNCIONES

Siendo las funciones reales y = f(x) numeros reales, puede realizarse con ellos las
operaciones bisicas de niimeros reales.
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DEFINICION . Seany = f(x) e y = g(x) dos funciones cuyos dominios, respectivamente,
son Dom(f) y Dom(g), entonces también resultan funciones reales:
El Producto por un escalardado por (kf)(x) = kf (x), con Dom(kf) = Dom(f).
La Suma dada por (f + g)(x) = f(x) + g(x), con Dom(f + g) = Dom(f)nDom(g).
La Diferenciadada por (f-g)(x) = f(x) - g(x), con Dom(f-g) = Dom(f)nDom(g).
El Producto dado por (fg)(x) = f(x)g(x), con Dom(fg) = Dom(f)nDom(g).

El Cocientedado por (f/g)(x) = f(x)/g(x),

con Dom (5) = Dom(f) n Dom(g) — {xe Dom(f) [/ g(x) = 0}.

Efemplo 1. Sean las funciones f(x) =8x—3 , g(x) =5x+5 con Dom(f) = [10;22),
Dom(g) = [9; 20]. Determinar la funcidén diferencia, la funcion productoy la funcioén cociente
con sus respectivos dominios.

Solucion.

a) La funcién diferencia es (f — g)(x) = 8x — 3 — (5x + 5), esto significa (f — g)(x) = 3x —
8.

El dominio serd Dom(f — g) = [10;22) n [9; 20], es decir Dom(f — g) = [10; 20].
b) La funcién producto es (fg)(x) = (8x — 3)(5x + 5), esto es (fg)(x) = 40x?% + 25x — 15.

El dominio serd Dom(fg) = [10; 22) N [9; 20], en sintesis Dom(fg) = [10; 20].

3

c¢) La funcién cociente serd (f/g)(x) = z;: = -

El dominio de la funcién cociente resulta ser Dom(f/g) = [10;22) N [9; 20] - {x:5x + 5 =
0}, es decir Dom(f /g) = [10; 20].

Ejempio 2. (PROBLEMA) Una compaiiia arroja una cantidad de desechos a un rio, la que se
modela mediante la funcién f(x) = 10x — x? en toneladas; mientras que el municipio limpia
el cauce de dicho rio recogiendo desechos cuya cantidad es modelada por la funcién g(x) =
8x — x2. Siendo x el tiempo en horas para una jornada de 8 h.

a) Hallar e interpretar f(6). b) Hallar e interpretar g(6).
c¢) Determinar la cantidad de desperdicios que deja de recogerse a las 6 horas de jornada.

d) Identificar la funcién que representaria la cantidad de desperdicios que se dejaria de
recoger.

e) Precisar el dominio y la imagen para las funciones y = f(x), y = g(x) y realizar la grifica
en un mismo sistema de coordenadas.
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f) Graficar la funcién que representaria la cantidad de desperdicios que se dejaria de recoger
y precisar tanto su dominio como su imagen.
Solucion.

(a) Calculando f(6) = 24 Ton. Significa que, a las seis horas, la compaififa ha arrojado 24
toneladas de desperdicios al rio.

(b) Calculando g(6) = 12 Ton. Se entiende que a las seis horas el municipio recogi6 12
toneladas de desperdicios del rio.

(c) La cantidad de desperdicios que dejarfa de recogerse serfa f{6) — g(6) = 12 toneladas.
(d) La funcién seria la diferencia (f — g)(x) = 10x —x2 — (Bx —x?) »> (f —g)(x) = 2x

(e) El Dom(f) = [0; 8] y el Dom(g) = [0; 8], es decir, las ocho horas de jornada diaria.

30

LN
L/ N\

g(x) = 8x — x?

Figura 1.53

La imagen de y = f(x) es Im(f) = [0; 25]; asimismo, la imagen de y = g(x) es Im(g) =
[0; 16]. (Ver Figura 1.53).

(f) La funcién serfa la diferencia (f — g)(x) = 2x, cuyo dominio resulta ser Dom(f — g) =
[0; 8], la imagen serd Im(f) = [0; 16]; cuya gréfica se muestra en seguida a través de la Figura
1.54:
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Figura 1.54

Ejempio 3. (PROBLEMA) Una planta tiene capacidad para producir de 0 a 100
refrigeradoras diarias. Los gastos generales fijos de la planta son $ 2 200 y el costo directo
(material y mano de obra) para producir un refrigerador es de $ 151. Escriba una férmula
para T(x), el costo total de producir “x” refrigeradoras al dia, también el costo unitario U(x)
(costo medio por refrigerador). ;Cudles son los dominios de estas funciones?

Solucion. E1 N° de refrigeradoras = x, x entero, con 0 < x < 100.
Gastos fijos = 2 200; Gastos directos en cada producto =151.

Costo total: T(x) = 2200 + 151x,con { < x < 100.

T® , yx) = 2% + 151, con 0 < x < 100.

Costo unitario: U(x) = -

Ejemplo 4. (PROBLEMA) A la compafifa ABC le cuesta 400 + 5,/x(x — 4) délares fabricar
“x” estufas de juguete, las cuales vende a $6,00 cada una.

a) Encuentre una férmula para la utilidad total P(x) de fabricar “x” estufas.

b) Evalie e interprete P(200) y P(1 000).

c¢) ;Cuantas estufas tiene que fabricar la ABC inicamente para romper el equilibrio?
Solucion.

Costo: C(x) = 400 + 5,/x(x — 4), Ingreso: R(x) = 6x, Utilidad: P(x) = R(x) — C(x)

(a) La funci6n utilidad sera P(x) = 6x — 400 — SJm.

(b) Evaluando P(200) = —189,95 ddlares. Se tiene una pérdida de 189.95 délares.

Evaluando luego P(1 000) = 610,01 ddlares. Hay una ganancia de 610,01 délares.
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(c) Para romper el equilibrio debe suceder que 6x = 400 — 5,/x(x — 4), lo que al resolverse

dentro del universo xcU = [%;+00) da como resultado x =38997 = 390c U y x=

37,26¢ U, siendo U el universo de solucién de la ecuacién.

Ejemplo 5. Un comerciante modela los costos de produccién mediante el modelo f(x) =
30x + 250 nuevos soles, siendo la capacidad instalada para 120 productos por dia.

a) Escriba la funcién para la época de auge si esta es aumentada en un 50 por ciento.
b) Escriba la funcidn para la época de austeridad si esta es reducida en un 25 por ciento.
c) Grafique las funciones en un mismo sistema de coordenadas.

Solucién.
(a) La funcién para época de auge seri (1,5 - f)(x) = 45x + 375 nuevos soles.
Renombrando: g(x) = 45x + 375
(b) La funci6n para época de auge sera (0,75 - f)}(x) = 22,5x + 187,5 nuevos soles.
Renombrando: h(x) = 45x + 375

(c) En la Figura 1.55, se muestra la grifica correspondiente:
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Figura 1.55

COMPOSICION DE FUNCIONES. La composicién de dos funciones reales se ve como una
nueva forma de operacién entre dichas funciones.

Dadas las funciones f: A—B y g: B—(, la Funcién Compuesta de f y g, que se denota por gof,
estd definida como [gof](x) = g[f(x)], cuyo dominio es Dom{gof) = {xeDom(f) /

f(x) € Dom(g)}.

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Nota. La funcién compuesta (fo g) estarfa definida como [fog](x) = f[g(x)], cuyo
dominio es Dom(fo g) = {xeDom(g) / g(x) eDom(f)}.

Ejemplo 5. Dadas las funciones f(x) = 2x —3 y g(x) = x? + 1, determinar la funcién
composicion de f con g, asi también de g con f y sus dominios.

Solucion.
En primer lugar, se tiene Dom{(f) = R y Dom(g) = R.
Aplicando la definicién, respectivamente, se obtiene lo siguiente:
a) [go F1(x) = glf (I =[f(xX)]1? +1=[2x — 3]? + 1 = 4x%? — 12x + 10.
Es decir, [go f](x) = 4x% — 12x + 10.
El dominio serda Dom(gof) = {xeDom(f) [/ f(x) € Dom(g)}.
Dom(gof) ={xeR /2x—3 €R}=R.
b) [fo g1(x) = flg(x)] =2g(x) — 3 =2[x? + 1] -3 =222 — 1.
Es decir, [fo g](x) = 2x% —1.
El dominio resulta ser Dom(fog) = {xeDom(f) / f(x) € Dom(g)}.
Dom(fog) ={xcR/x2+1€R}=R.
Ejemplo 6. Determinar dos funciones, f y g, que cumplan la composicién h(x) = [fo g](x).

a) h(x) = (3x +2)° b) h(x) = = Q) h(x) = V2 —x?

4—-3x

Solucion.
No existe una tinica solucién, por lo que se proponen las siguientes:
(a) Sean las funciones reales f(x) = x®y g(x) = 3x + 2 que forman la composici6n.
En efecto, [fo g](x) = flg(x)] = [g(x)]° = (Bx +2)5 = h(x).

(b) Sean las funciones reales f{x) = % y g(x) = 4 — 3x que forman la composicién.

En efecto, [fo g](x) = f[g(x)] = % == =h(x).

(c) Sean las funciones reales f(x) = Vxy g(x) = 2 — x? que forman la composicién.

En efecto, [fo g](x) = flg(x)] =/ g(x) = V2 — x? =h(x).
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Ejempio 7. (PROBLEMA) La compaiiia FACUSA estima que el costo “y” (en ddélares) de
producir “u” tenedores es f(u)=30vu+ 1000. El niimero de tenedores producidos
semanalmente depende, a su vez, del niimero “x” de empleados; donde g(x) = 500x — 400.
Expresar el costo como una funcion del niimero de empleados. Si la compafiia cuenta con 25
trabajadores, ;cuintos tenedores se producird semanalmente y a qué costo?

Solucion.

En la funcién de costos f(u) = 30vu+ 1000, f[g(x)] = 30v500x — 400 + 1000 —
[fog](x) = 30v500x — 400 + 1000.

Con 25 trabajadores se produce g(25) = 500(25) — 400 = 12 100 tenedores.

El costo de producir los 12 100 tenedores con los 25 trabajadores es el siguiente:

[fogl(25) = f[g(25)] = 30v12100 + 1000 = 4 300 délares.

Respuesta. Con 25 trabajadores se produce g(25) = 12 100 tenedores semanalmente a un
costo total de [fog](25) = 4 300 délares.

Ejemplo 8.5i f(x) = x? + 2x + 2, hallar g(x) tal que cumpla f(g(x)) = x2-4x +5.
Solucion.

Hay dos de tales funciones: gy(x)=x—-3y g.(x)=1—=x.

Enefecto, f(g(x)) =x2—4x+5 > [P +29(x)+2=x2—4x+5>
[P +29(x)+1=x2—-4x+4 > [g)+12=x-2)2> gx)+1= +(x—2)
De donde se obtiene dos soluciones: g;(x)=x—-3 y g(x)=1—x.

Ejemplo 9. (PROBLEMA) Los defensores del medioambiente han estimade que el nivel
promedio de mondéxido de carbono en el aire es dado por M(P) = (1 + 0,6P) partes por
millén cuando el nimero de personas es P-miles. Si la poblacién en miles en el momento t en
afios es modelado por P(t) = 400 + 30t + 0.5¢2.

a) Exprese el nivel de mondxido de carbono en el aire como una funcién del tiempo.
b) Calcule el nivel de mondxido de carbonoen t = 5 afios y luego en ¢ = 8 afios.

Solucion.

(a) Para expresar el mondxido de carbono en funcién del tiempo, se requiere establecer la
funcién compuesta [MoP](t) = M[P(t)]. Sustituyendo P(t) en M(P), tenemos:

M[P(t)] = M[400 + 30t + 0,5¢2] =1+ 0,6(400 + 30t + 0,5t?) = 241 + 18¢t + 0,09t2
Es decir, [MoP](t) = 241 + 18t + 0,09¢2.

(b) Se nos pide evaluar la funcién compuesta en t = 5 afios.
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[MoP](5) = M[P(5)] = 241 + 18(5) + 0,09(5)? = 333,25 ppm.

Luego en t = 8 afios: [MoP](8) = M[P(8)] = 241 + 18(8) + 0,09(8)? = 379,24 ppm.

1.4. TRANSFORMACIONES EN UNA FUNCION REAL

Dada una funcion real y = f(x) se puede realizar con ella una serie de transformaciones; lo
cual da como resultado nuevas funciones equivalentes, aunque en otras posiciones

trasladadas segin un valor real de referencia ¢ > 0:
a) Traslaciones horizontales:
i) Funcidn original:

ii) Traslacion horizontal de “c” unidades a la derecha:

iii) Traslacion horizontal de “c” unidades a la izquierda:

b) Traslaciones verticales:

i) Funcidn original:

ii) Traslacion vertical de “c” unidades hacia abajo:

iii) Traslacién vertical de “c” unidades hacia arriba:
c) Expansiones y contracciones:

i) Funcidn original:

ii) Alargamiento vertical en c unidades (c > 1):

iii) Reduccion vertical en ¢ unidades (0 < ¢ < 1):

iv) Reflexion respecto a eje X:

y=f
y=f(x-o0
y=fx+o)
y=f)
y=fl)—c
y=fx)+c
y=f
y=c f(x)
y=c f(x)
y=—f()

Ejemplo 1. Aplicar las traslaciones horizontales y verticales a la funcién y = v/x para c = 2.

Una reflexion respecto al eje X.

Solucion.

(i) Funcién original (observar Figura 1.56): y = vx
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(ii) Traslacion horizontal de “c = 2” unidades a la derecha (ver Figura 1.57): y=
x—2
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Figura 1.57

(iii) Traslacién horizontal de “c = 2" unidades alaizquierda (ver Figura 1.58): y =

Vx+2
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Figura 1.58
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(iv) Traslacién vertical de “c = 2" unidades hacia abajo (ver Figura 1.59): y = vx — 2
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Figura 1.59

(v) Traslacién vertical de “c = 2” unidades hacia arriba (ver Figura 1.60): y = vx + 2
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Figura 1.60
(vi) Reflexion respecto a eje X (ver Figura 1.61): y=—Jx
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Figura 1.61

Efemplo 2. Sea la funcién f(x) = x?; se hace las siguientes transformaciones: un
alargamiento vertical de ¢ = 3 unidades; una reduccién de ¢ = 0,5 unidades; y una reflexién
respecto al eje X. Obsérvese estos hechos graficamente.

Solucicn.
(i) Un alargamiento vertical de ¢ = 3 unidades (Figura 1.62): y = 3x2.
y=x°

T~

~
e

Figura 1.62

(i) Un alargamiento vertical de ¢ = 0,5 unidades (Figura 1.63): y = 0,25x2
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O

Figura 1.63

(iii) Una reflexién respecto al eje X (Figura 1.64): y = —x?

Figura 1.64
1.5.  FUNCION INYECTIVA, SOBREYECTIVA Y BIYECTIVA

Esta es otra manera de clasificar a las funciones reales, tomando como referencia el dominio o
la imagen de una funcién real.
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DEFINICION. Sea f: A—B una funcién real de variable real, entonces se dice:
i) Que f es una aplicacién si el dominio es todo el conjunto de partida, es decir, Dom(f) = A.

if) Que f es una funcién Sobreyectiva sila imagen es todo el conjunto de llegada, esto significa
Im(f) =B.

iii) Que f es una funcién Inyectivasi cumple Vx, ,x.eDom(f)y f(x,) = f(x;) =2 x, = x5

Graficamente, una funcién es inyectiva cuando al trazar rectas horizontales por toda la
grifica, esta es cortada en un punto como maximo.

iv) Que f es una funciéon Biyectiva si simultineamente resulta sobreyectiva e inyectiva.
Ejemplo 1. En base a la definicién anterior, verifique las siguientes funciones reales:

a)f(x)=3x-2 b)g(x)=% h(x)=V5—x
Solucién.

Aplique cada parte de la definicion cuidadosamente.

(a) La funcién f(x) = 3x — 2 tiene como dominio Dom(f) = R, asf como imagen Im(f) =R.

Entonces f es una aplicacion, es sobreyectiva, es inyectiva y biyectiva. (Ver Figura 1.65).

/
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\D
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Figura 1.65

(b) La funcién g(x) = % tiene como dominio Dom(f) = R — {0}, asf como imagen
Im(f) = R—{1/2}. (Ver Figura 1.66).

La recta vertical x = 0 se denomina asintota vertical.
. 1 . . .
La recta horizontal y = 7 se denomina asintota horizontal.

Entonces g es una aplicacidn, es sobreyectiva, es inyectiva y biyectiva en su dominio.
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Figura 1.66

(c) La funcién h(x) =v5—x tiene como dominio Dom(f) = {(—oo; 5], asi como imagen
Im(f) = [0; +o0)}. (Ver Figura 1.67).

Entonces f es una aplicacion, es sobreyectiva, es inyectiva y biyectiva en su dominio.
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Figura 1.67

Ejemplo 2. (PROBLEMA) Una compafila arroja D(t) = 0,7t + 6t toneladas de
desperdicios en el océano en el tiempo t dias, con 0 < ¢ < 16. Muestre que la funcion es
inyectiva.

Solucion.

D es una funcién /nyectivasi cumple V't, ,t; € Dom{(f) yD(t;) =D(t;) = t; = ¢3.

Entonces, V t; ,t; € [0; 16] A 0,7t + 6t, = 0,7t2 + 6t
2 2
:>0,7[r:1z 2 +(2 )]—07[1:2 2n+(2 —(%)]

So7](e 42 2—(%)Z]=w (43~ 6]
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—0,7 (t1 +2 07 (?)2: 0,7 (tz " %)2 —0,7 (%)2 0,7 (t1 £ 37—“)2 =07 (tz s ?)2

2 2
(6 +2) =(+3) >t +2=+(6+2) perocomo0 <t < 16

:>t1 +37—0=t2 +? :>t1 =t2.

Graficamente, una funcién es inyectiva cuando al trazar rectas horizontales por toda la
grafica, esta es cortada en un punto como maximo. (Ver Figura 1.68).
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Figura 1.68
1.6. FUNCION INVERSA

INVERSA DE UNA FUNCISN . Sea f: A—B una funcién real de variable real. Si f es inyectiva
definimos la inversa de la funcién f como la nueva funcién, la cual se denota por f*, del modo
siguiente: f*: B—A , dada por f*(y) = x.

Se cumple esta propiedad: y = f(x) < f*y) =x.
OBSERVACIONES:

i) Para hallar la inversa de una funcién v = f(x), se debe despejar la variable x; en el
resultado se intercambia x por y, asi mismo y por x, lo cual finalmente da: f*(x) = y.

ii) La inversa de cualquier funcién no siempre es una funcién, puede ser solo relacién binaria.

iii) Cuando se grafican, la funcién dada f y su inversa f* son simétricas con respecto a la
funcién identidad: y=2=x.

A fin de tener una mejor idea de la funcién inversa, veamos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1. (Ilustrando la funcién inversa). Sea T el conjunto de todos los triangulos, B el
conjunto de todos los nlimeros positivos y f “el drea”. Asi f liga a cada tridngulo un dnico
niimero positivo que representa su drea. En este caso se observa que la funcibon vade T a B,
f:T—>B.
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Pero, si tomamos la inversa de f, como f*:B—>T, entonces se diria que f*, es decir, la
funcién inversa liga a cada nimero positivo el drea de algiin trigngulo. Lo cual nos da la idea
de funcién inversa.

Ejemplo 2. Encuentre la inversa de las siguientes funciones en sus respectivos dominios:

a) f(x)=2x—-3 b) g(x) = Z=2 Gh(x)=x*-2x+1

2—-x
Solucion.

a) Escribimos f(x) = 2x — 3 enlaformay = 2x — 3.

+3 o . . .

yT, aqui se intercambia x por y, simultineamente, ¥ por
x+3 . . . s s

x, lo que da como resultado: y = = queyaes la funcién inversa y se escribe de la siguiente

forma: f*(x) = xzﬁ

Al despejar la variable x queda x =

Observamos que la funcién inversa también es una funcién real, puesto que f es inyectiva.

En efecto, si f es una funcion Inyectiva debe cumplir Vxy,x;e Dom(f)y f(xq) =
f(xz) = x1 = x3.

Aplicado al ejemplo Vx; ,x;e Dom(f) =Ry f(x) =f(x3) > 2x;—3=2x, -3 = 2x; =
2x, = x; = X5, implica que f es inyectiva en su dominio.

A i . x+3 g
Grafiquemos ambas funciones: la f(x) = 2x — 3 con su inversa f*(x) = = en un mismo

sistema de coordenadas. (Ver Figura 1.69).

[EEY
N

fx) 7

[2EY
[+»]

[« S
A Y
A

Ay

Y

1] L U.’ L] L L] L 1
4 2_-° &/ 2 4 6 8 10

e ;//
74 ]

Figura 1.69
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Puede verse que la funcién dada f y su inversa f* son simétricas con respecto a la funcién
identidad y = x.
2x-3

b) Escribimos g(x) = % enlaforma y = =

5 i 2y+3 i 3 P
Al despejar la variable x resulta x = %, luego se intercambia x por y, simultineamente y

g 2x+3 iso s g i
por x, entonces se obtiene y = oy lo cual ya es la funcién inversa y se escribe de la siguiente

2x+3
2+x

manera: g*(x) =

Observamos que la funcién inversa también es una funcién real, pues g es inyectiva.

En efecto, si g es una funcién inyectiva debe cumplir Vx,; ,x,eDom(g) v g(x,)
g(x2) > x1 = x3.

2%1—-3 2x2—-3
2o 8 208 oy —
2—x1 Z—xz

N2 —x)=2x—3)(2—x1) = 4x; —2x;%, — 6+ 3%, =4x, — 2x:%, — 6+ 3%, = %
X3, lo cual implica que g es inyectiva en su dominio.

Aplicando al ejemplo ¥'x, ,x,€ Dom(g) =R — {2}y g(x,) = g(x2) =

2x+3
2+x

. iz 2x-3 .
En consecuencia, la funcién dada resulta ser g(x) = 5+ Suinversa es gx)=

¢) Escribimos h(x) = x2 — 2x + 1 enlaformay = x? — 2x + 1, con Dom(f) = R.

Despejando la variable x, quedax =1+ ﬁ Al intercambiar x por y, asi como y por x, se
llega a tener y = 1 + v/x. Esta es la inversa de h que se escribe del modo siguiente: h*(x) =

1 + +/x; 1a cual no es una funcién, pues h no es inyectiva. Para cada x existe dos valores de y,
con excepcién de x = 0.

En la Figura 1.70, observamos que la funcién y = k{x) no es inyectiva, una recta horizontal la
cortaria en dos puntos.
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Figura 1.70
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Ejemplo 3. Sea la funcién de costos en délares f(x) = 4x + 6, donde x es el namero de
articulos producidos. Se entiende que “f es la funcién que representa el costo para x articulos
producidos”.

a) Construya una tabla para los seis primeros nlimeros enteros positivos.

x(0(1 |2 |3 |4
C|6|10|14 | 18 | 22

Por ejemplo: para x = 2 articulos producidos, se tiene un costo de 14 soles.

b) Héllese la funcién inversa f(x) =4x+6 > y=4x+6 > y—6=4x > x =y4;6.

Intercambiando variables: y = xT_E — N(x) = xT_G.

Se entiende que “N es la funcién que representa la cantidad de articulos producidos para x
costo de produccién”.

Una tabla para los seis primeros valores enteros sera como sigue a continuacion:

x|6(10)14 |18 | 22
N|1(2 |3 |4 |5

Por ejemplo: para x = 14 soles de costo, se tiene N = 3 articulos producidos.

c) Graficando ambas funciones en un mismo sistema de coordenadas. Dado que es una
funcién de costos y de articulos producidos, entonces los dominios estin formados por
numeros positivos. (Ver Figura 1.71).
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1.7. CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES REALES: CRECIENTE, DECRECIENTE, PAR,
IMPAR Y PERIODICA

Esta es una clasificacion distinta de las funciones reales, tomando como referencia la forma
de la gréfica en dichas funciones.

LAS FUNCIONES SENO Y COSENO.

FUNCION SENO. Es la que tiene como regla de correspondencia f(x) = Sen(x). (Ver Figura
1.72)

Siendo el dominio y la imagen, respectivamente, Dom(Sen) = R, Im(Sen) = [-1;1].
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FUNCION COSENO. Es la que tiene como regla de correspondencia f(x) = Cos(x). (Ver
Figura 1.73).

Siendo el dominio y la imagen, respectivamente, Dom(Cos) = R, Im(Cos) = [-1;1].
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Figura 1.73

FUNCIONES PARES, IMPARES Y PERIODICAS.

FUNCION PAR. f es una funcién par cuando cumple lo siguiente: Si x € Dom(f) = —x €
Dom(f) y ademaés se tiene que f(x) = f(—x), vx € Dom(f).

Graficamente se caracterizan por ser simétricas con respecto al eje Y.

Ejemplo 1. La siguiente es una funcién par (Figura 1.74): y = x*—1.
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Figura 1.73

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Cumple con la definicién si x € Dom(f) = —x € Dom(f) y ademds f(x) = f(-x), Vx €
Dom(f).

SixER=>—x€R.
Asimismo, setienequeVx €R: x* —1=(-x)*—-1 - x*—-1=x*—-1.

FUNCION IMPAR. f es una funcién Impar cuando cumple lo siguiente: Si x € Dom(f) =
—x € Dom(f) y ademais se tiene que f(x) = —f(—x), Vx € Dom(f).

Graficamente se caracterizan por ser simétricas con respecto al origen de coordenadas.

Ejemplo 2. En la figura 1.75, se presenta la funcién impar y = x/3,

Q V1 = NN

1 o
\ : e e e

I
h N un

N

Figura 1.75

Cumple con la definicién si x € Dom(f) = —x € Dom(f) y ademas se tiene que f(x) =
—f(—x), Yx € Dom(f).

En efecto,six e R=—x €R.
Asf también se tiene que Vx € R: x¥? = —(—x)¥? 5 x1/? = x1/3

FUNCION PERIODICA. f es una funcién periédica cuando cumple lo siguiente: Si x €
Dom(f)=x +p € Dom(f)yademéas f(x) = f(x + p), Vx € Dom(f).

Se caracterizan porque su grifica se repite cada cierto intervalo o periodo p.

Ejemplo 3. La siguiente es una funcién periédica: y = Cos(x).

Cumple con la definicién:
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Six € Dom(f) = x + p € Dom(f) y ademas f(x) = f(x + p), Vx € Dom(f)

SixeR=>x+peR.

Asimismo, tiene que Vx€R: Cosx=Cos(x+p}) - Cos x = (Cos x)(Cos p) —
(Sen x)(Sen p)

Entonces, Cosp=1= p=0; +2m; +4mx; ...

y Senp=0= p=0; +m; +2m;3m; ..

Luego, el periodo minimo positivo es p = 2r. (Ver Figura 1.76).
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Figura 1.76
Ejercicio 1. Muestre que las siguientes funciones son pares:
a) f(x) =x?2 b) glx) =1-—|x| A h(t) =2t2—-t* d)R(t) = Cos(2t)
Ejercicio 2. Muestre que las siguientes funciones son impares:
a) f(x) =3 g =t3+t ) G(t) = Sen(t) d) h(t) = |x? — 1|
Ejercicio 3. Muestre que las siguientes funciones son periddicas y halle su periodo.

a) f(x} =Sen(x)  b)g(x)=Cos(x)  c)h(x) = |Sen(x)]

FUNCIONES MONOTONAS (CRECIENTE O DECRECIENTE). Sea f: [cR—R una funcién real
de variable real definida en el intervalo IR, entonces:

i) f es una funcién monétona creciente si para todo x; ,x, de I con x; < x, se cumple que

f(x) < fx2)
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ii) f es una funcién monoétona estrictamente creciente si para todo x; , x; de I con x; < x; se
cumple que f(x;) < f(x32).

iiif) f es una funcién monétona decreciente si para todo x; ,x, de I con x; < x; se cumple

que f(x1) 2 f(x2)-

iv) f es una funcién mondtona estrictamente decreciente si paratodo x, ,x; del conx; < x;
se cumple que f(xy) > f(x2).

Nota. El hecho de que una funcién sea creciente o decreciente se puede observar en la
grafica de cada funcidn.

Ejemplo 1. La siguiente es una funcién creciente: y = x2,x > 0. Figura 1.77

20

15 /
10

Figura 1.77
Cumple con la definicién f es una funcién monétona creciente:
Si para todo x; , x; de ] con x; < x; se cumple que f(x;) < f(x3).
Siparatodox; ,x; + £cone > 0de [0; +o0) setiene que x; < x; + €.

Se cumple xZ < (x; + €)2 = xZ < x? + 2ex; + €% y como 2ex,; + €2 siempre es positivo,
entonces esta desigualdad, en definitiva, siempre es cierta.

Es més, en este caso se cumple también x? < (x; + £)? - x% <x? + 2ex; + €% y como
2ex, + £2 siempre es positivo, entonces esta desigualdad resulta ser siempre verdadera,

Con lo cual esta funcién y = x2, x > 0 es estrictamente creciente.
Ejemplo 2. La siguiente es una funcién decreciente: y = 2 — x%,x = 0.

Cumple con la definicién f es una funcion monoétona decreciente si para todo x, , x; de I con
x; < X, setiene que f(xy) = f(x3).

Este hecho puede ser verificado como en el caso anterior. (Ver Figura 1.78).
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Figura 1.78

Ejemplo 3. Determinar los intervalos donde las funciones dadas son crecientes,
estrictamente crecientes, decrecientes o estrictamente decrecientes.

. B x%,x€ (—00;.2] L,
a) f(x) = x b) g(x) ={x+2, x €{(2; 5) ) h(x) =2
7,x € [5; +0)

Solucion,

(a) Obsérvese la grafica de la funcién (Figura 1.79): f(x) = (x — 2)2.

=

/a'
I ® © ©
s

O BN WA LVK
e

Figura 1.79
Se ve que es (estrictamente) decreciente en el intervalo I = {—o0; 2)
Asi también es (estrictamente) creciente en el intervalo J = (2; +0)
x2,% € (—o; 2]

(b) Obsérvese la grifica de la funcién en la Figura 1.80: gx)=3x+2, x€e(2; 5
7,.x € [5; +o0)
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Figura 1.80
Se advierte que es (estrictamente) decreciente en el intervalo I = {—oo; 0}
También que es creciente en el intervalo j = {0; +o0)

Pero es (estrictamente) creciente en el intervalo K = (0; 5)

(c) Obsérvese en la Figura 1.81, la gréfica de la funcién h(x) = i -

(4]

NS

N

[+) ]

Figura 1.81

Se percibe que es (estrictamente) decreciente en el intervalo I = {—o0;0) y en el intervalo

J = {—c0;0).

Ejemplo 4. (Funcién utilidad). Si la utilidad P(x) en délares para una salida de x unidades
se calcula mediante la funcién P(x) = — ;—: + 200x — 7200, con x > 0. Determine los niveles

de produccién para los cuales P es creciente y los niveles para los que P es decreciente.
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Solucion.
Graficando la funcién dada, se observa lo siguiente:

a) Es creciente en el intervalo [0; 3000]. Esto significa que la utilidad es creciente en este
intervalo.

b) Decreciente en el intervalo [3000;5000]. Es decir, la utilidad es decreciente en este
intervalo. (Ver Figura 1.82).

350000
300000

250000 N
200000
/ N\

150000
100000 /
50000 /
0 T T T T T |

-s0000 9 10002000 3000 4000 5000 6000

Figura 1.82

Ejemplo 5. (Ritmo del pulso). Una persona que mide x pulgadas de altura tiene un ritmo de
pulso de y pulsaciones por minuto, calculadas aproximadamente con la férmula y =
590x~%/2, 30 < x < 75. En el intervalo que se indica, ;el ritmo de pulso es creciente o
decreciente?

Solucion.

Al graficar la funcién dada, se observa que es decreciente en el intervalo [30; 75].

120
100 .

80 \

R —

60
40
20
0 T T T |
0 20 40 60 20
Figura 1.83

1.8. FUNCIONES TRASCENDENTES: EXPONENCIALES, LOGARITMICAS Y
TRIGONOMETRICAS
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LA FUNCION EXPONENCIAL.

Cuando en la regla de correspondencia la variable independiente aparece formando parte
del exponente.

Regla de correspondencia Dominio Imagen Gréafica
fax)=a* o f(x)=a* Gra(f,), depende
ConbaseasR, a > 0,a #1 de la funcién.

Dom(f,) =R Im(f,) =Rt

PROPIEDADES: La funcién exponencial cumple con todas las propiedades de las leyes de
los exponentes. Veamos algunas de ellas:

Lflx+2z)=f() f(2 - a*tZ =q* . af

2-f(x—z)=-% - a"‘z=2—:
3. [f ()" = f(xz) - (a*)* = a*™

OBSERVACION 1. Toda funcién exponencial f, cumple con:
-Dom(f,) =R - Es sobreyectiva -Im(fy) =R* - Es inyectiva
- f es estrictamente decreciente cuando ¢ < a < 1.
- f es estrictamente creciente cuando a > 1.

Nota. Cuando la base es e=2.7182818..., entonces se tiene f(x) = e*.

Ejemplo 1. Construir la grifica de las funciones exponenciales que se piden.

a) Cuandoa = %, flix) = (%)x oy = (%)x (Ver Figura 1.84).
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Figura 1.84
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b) Cuandoa =2, f(x) = 2*¥ o y = 2*. (Ver Figura 1.85).

ol B v o

——
f r = _'T-_-——-_-_-_- T T 1
4 2 0 2 4 6
Figura 1.85

OBSERVACION 2. En general la funcién exponencial tiene otras formas en las que puede
aparecer configurando operaciones combinadas, como se mostrara en los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 2. (PROBLEMA) Una sola bacteria de cdlera se divide cada media hora para
producir dos bacterias completas. Si se empieza teniendo 100 bacterias, en t horas
(suponiendo un medio de cultivo adecuado) se tendrd B = (100)2% bacterias.

a) Graficar la funcién Bpara0 <t < 3.
b) Calcular el nimero de bacterias para cuando ¢ = 1 hora, t = 1,5 horas y t = 2,5 horas.
Solucidn,

Se hace una tabulacién para el intervalo ¢ < t < 3 de 2 en . (Ver Figura 1.86).

t |0 05 |1 15 |2 2,5 3
f(t) | 100 | 200 | 400 | 800 | 1600 | 3200 | 6400

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

7000
6000 /
5000 /
4000 /
3000 /

2000 /
1000

Figura 1.86

El valor B(1) = 400 significa que al transcurrir una hora de iniciado el experimento se han
formado 400 nuevas bacterias.

El valor B(1,5) = 800 da a entender que al pasar una hora y media de iniciado el experimento
se han formado 800 nuevas bacterias.

El valor B(2,5) = 3200 significa que tras dos horas y media de iniciado el experimento, ya se
han formado 3200 nuevas bacterias.

Ejemplo 3. (PROBLEMA) Los registros de capacidad de cierta perscna que aprende a
digitar un teclado se obtienen, aproximadamente, de la férmula N(t) = 100(1 — e~%1%),
donde N es el nimero de palabras digitadas por minuto y t es el nimero de semanas de
aprendizaje.

a) Graficar la funcién N para 0 < £ < 40.

b) Calcular el niimero de palabras para ¢t = 5 semanas, £ = 15 semanas, t = 35 semanasyt =
40 semanas.

c) Qué tendencia observa usted en la grafica cuando el iempo avanza.

Solucion. Haga una tabulacién de 5 en 5 para graficar y luego interprete lo que se pide. (Ver
Figura 1.87).

t |0 5 10 15 20 25 30 35 40
f(t) | 0| 39,35 | 63,21 | 77,69 | 86,47 | 91,79 | 95,02 | 96,98 | 98,17
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Figura 1.87

El valor N(5) = 39,35 significa que al pasar cinco semanas de iniciado el experimento se ha
registrado 39,35 palabras digitadas.

El valor N(15) =77,69; es decir, cuando han pasado quince semanas de iniciado el
experimento se registré 77,69 palabras digitadas.

El valor N(35) =96,98 da a entender que a las treinta y cinco semanas de iniciado el
experimento, se ha registrado 96,98 palabras digitadas.

El valor N(40) =98,17 significa que al transcurrir cuarenta semanas de iniciado el
experimento se registré 98,17 palabras digitadas.

LA FUNCION LOGARITMICA.

Regla de correspondencia Dominio Imagen Grafica
f(x) = Logax
Gra(f), depende
= p+ = ’
Con base; c;elR, a>9o, Dom(Log,) =R Im(Log,) =R .

DEFINICION . Sea la funcién exponencial £, : R—>R*definida por f,(x) = a* para acR, a >
0, a#1. Llamaremos Funcién Logaritmica en base “a” a la funci6n inversa de f; , f;: Rt >R
definida por f;{x) = Log,(x) = y siy solamente si x = a”. Es decir, Log,(x) =y & si x =
a’.

PROPIEDAD: Log,(x) =y < six=a’.
OBSERVACION. En una funcién logaritmica se cumple lo siguiente:
-Dom(Log,) =Rt  -Essobreyectiva -Im(Log;) = R - Es inyectiva

- f es estrictamente decreciente cuando ¢ < a < 1.
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- f es estrictamente creciente cuando a > 1.

PROPIEDADES: La funcién logaritmica cumple con todas las propiedades de los logaritmos.
Veamos algunas de ellas:

1. f(xz) = f(x) + g(2) — Log(xz) = Log(x) + Log(z)
2.1 () =@ -9 — Log (%) = Log(x) — Log(2)
3. f(x*) = kf (x) — Log(x*) =k Log(x)

Nota. Cuando la base es e =2.7182818.., entonces f(x) = Log. (x) o f(x) = Ln(x),
llamada funcién logaritmo natural.

Ejercidio 1. Construir la grafica de las funciones logaritmicas que se piden.

a) Cuandoa = % 1 f(x) = Logy2(x) o y=Logy/(x).(Ver Figura 1.88).

Figura 1.88

b) Cuandoa = 2, f(x) = Log,(x) o vy = Log,(x).(0Observar la Figura 1.89).
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Figura 1.89

¢) f(x) = Ln(x).(Ver Figura 1.90).
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Figura 1.90

OBSERVACION. En sentido general, la funcién logaritmica tiene otras formas en que puede
aparecer configurando operaciones combinadas, tal como se muestra en los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 4. (PROBLEMA) En la acustica se ha determinado que la sensacién de volumen
que produce un sonido en el oido humano es una funcién logaritmica de intensidad. La
intensidad se mide en watts por metro cuadrado. El sonido audible mas débil (apenas
audible) tiene intensidad I, = 10712 watts/m?. El volumen de un sonido se mide en
decibeles, con el supuesto que un sonido de intensidad I, tiene 0 decibeles. Si un sonido tiene

intensidad I, entonces el volumen del sonido esta dado por L = 10Log (IL)
0

a) Hallar el volumen en decibeles del sonido de una banda de rock que esta ubicada a 100
metros del estrado si en ese lugar el sonido tiene intensidad de 10~° watts/m?.

b) Calcular la intensidad de un sonido de volumen igual a 60 decibeles.

Solucion.
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-5
{a)} Usando L = 10Log (ri) — L =10Log (ﬁ) — L = 70 decibeles de volumen.
[4]

Se entiende que a 100 metros de distancia un sonido de intensidad 10~% watts/m? produce
un volumen de 70 decibeles.

(b) Usamos L = 10Log (IL) — 60 = 10Log (;) — I = 107% wattspor m? de intensidad.
0

10712

Quiere decir que a 100 metros de distancia un volumen de 60 decibeles es producido por un
sonido de I = 10~ wattspor m? de intensidad.

Ejemplo 5. (PROBLEMA) La magnitud M de un sismo en la escala de Richter es dada por
M = 0,6Log(0,37E) + 1,46; donde E es la energia del sismo, medida en kilowatts hora.
Encuentre la energia de un sismo de magnitud 7.

Solucion.

Usamos M = 0,6Log(0,37E) + 1,46 . Reemplazando M = 7 y despejando E, asf:

105,54/0,67

— E =5,017110° kwh.

7 =0,6Log(0,37E) + 1,46 > E = 537

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

FUNCION SENO . (Ver Figura 1.91).

Regla de correspondencia Dominio Imagen Grafica
— _ _ ) Gra(f), depende
f(x}) = Sen(x) Dom(Sen) = R Im(Sen) = [-1;1] de la funcién.
1
g ) 5- ) L] ] 5- L )
B
E
Figura 1.91

FUNCION COSENO. (Ver Figura 1.92).

Regla de correspondencia Dominio Imagen Grafica
= _ s Gra(f), depende
f(@) = Cos(x) DemGos) =k | Im(Ged =Ll | o mmein,
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Figura 1.92
FUNCION TANGENTE. (Ver Figura 1.93).
Reglade 2 Dominio e imagen Grafica
correspondencia

Dom(Tan) = R-{xeR/ x = 2n-1)(#/2),ne N} | Grq(f), depende de

Im(Tan) =R la funcién.

f(x) = Tan(x)

D,

Figura 1.93

FUNCION COTANGENTE. (Ver Figura 1.94).

Regla de

, Dominio e imagen Grafica
correspondencia

Dom(Cot) = R-{xcR/ x = nz, ne N}
Gra(f), depende

de la funcion.

f(x) = Tan(x)

Im(Cot) =R
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Figura 1.94
FUNCION SECANTE. (Ver Figura 1.95).
Regl
egla de . Dominio e imagen Grafica
correspondencia

) = Sec(x) Dom(Sec) = R-{xeR/x = 2n+ 1)(#/2),neN} | Gra(f), depende

de la funcién.
Im(Sec) =-{xe R/ |x| < 1}
i
N
<,
5
8
§
2
Figura 1.95
FUNCION OSECANTE. (Ver Figura 1.96).
Regladl . Dominio e imagen Grafica
correspondencia
Dom(Csc) = {xe R/ x = nz,ne N} Gra(f), depende
f(x) = Cse(x) de(lil funcI:)ién.
Im(Csc) = R-{xeR/ |x]| < 1}.
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Figura 1.96

1.9. FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS. PROBLEMAS DE APLICACI6N
DIFERENCIA ENTRE UN PROBLEMA REAL Y UN MODELO MATEMATICO.

Un problema de aplicacién es el planteamiento de un hecho o suceso con la intencién de
darle una representacién matematica y, posteriormente, una solucion matematica. Puede ser
de solucién fija o de solucion variable.

a) PROBLEMA DE SOLUCION FiJA.

Problema de aplicacion. Se ha talado los % de la madera de un bosque. Se reforesta 38

hectareas (ha) y el bosque queda cubierto en sus %partes. Calcular el area total del bosque en
ha.

Modelo matemdtico. Siendo x la incégnita que representa el area total del bosque y usando

los datos dados, se llega a tener el siguiente modelo: %x +38= %x

Solucion. La solucién fija es dada por x = 80 ha.
b) PROBLEMA DE SOLUCION VARIABLE.

Problema de aplicacion. Una empresa fabrica puertas de diferentes anchos y alturas. Se desea
calcular el irea de dichas puertas sabiendo que las medidas de ancho y altura deben sumar
2,8 m y el ancho no debe ser menor de 0,65 m. Hallar la funcién que modele este hecho e
indicar el drea para una puerta cuyo ancho es 0,80 m. Asi también, determinar el ancho para
el cual el area es maxima.

Solucion. Se muestra el esquema del problema:
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0

A=xy x

y

Modelo matemitico. La funcién que permite tener las diversas dreas de las puertas es A(x) =
2,8x — x? en m?, con dominio l6gico 0,65 < x < 2,15. Los pasos (que son cuatro) para llegar
a este modelo se veran luego.

Noétese que este modelo sirve para calcular areas de puertas de diversas anchuras, y tiene
solucidn variable. En seguida se presenta una grafica del modele matematico.

2.5
2
15 ,/ \\
1
0.5
o T T T |
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Figura 1.97

La solucién particular es 4(0,80) = 1,6 m2. El ancho para el cual el 4rea es maxima sera de
A(1,4) = 1,96 m?.

Cada punto de la grifica es de la forma (x; A), donde x representa el ancho de cada puertay A
representa su drea o superficie. (Ver Figura 1.97).

Nota. Un modelo matemético es una funcién obtenida a partir de hechos, sucesos o
situaciones concretas.

Son cuatro los pasos que se siguen en la resolucién de un problema real:

i) Se asigna letras o variables a las cantidades (magnitudes) dadas y a aquellas por
determinar (incégnitas). De ser posible, se hace un esquema del problema.

ii) Se escribe una ecuacion primaria para la magnitud que va a representar la funcién pedida,
la cual sera llamada variable dependiente.

iii) Se formula ecuaciones secundarias que permitan transcribir la ecuacién primaria en otra
que tenga una sola variable independiente.

iv) Se determina el “Dominio Logico” de la ecuacién primaria; es decir, el dominio para el cual
la funcién tenga sentido real.

Finalmente, se expresa la funcién y = f(x) con su respectivo dominio Dom(f).
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PROBLEMA 1. Se va a cercar un terreno rectangular de perimetro 100 m. Expresar el area
como funcién de la longitud de uno de sus lados. Hallar el drea maxima y la longitud para la
cual ocurre.

Solucion.
Apliquemos los cuatro pasos anteriores. En un rectidngulo:
i) A =area; p =perimetro; y =largo; x =ancho.
ii) La ecuaci6én primaria vaporel aread = xy
iii) La ecuacidn secundaria: P=2x+2y 5 100=2x+2y > y=50—x
Reemplazando en la ecuacion primaria: A=50x—x? o A(x)=50x—x2,
iv) Como x e y son longitudes de un terreno, x > 0,y > 0.
Perosiy > 0— 50 —x > 0 -5 x < 50,de donde 0 < x < 50 que es el dominio légico.
La funcién con su dominio légico sera A(x) = 50x —x? con 0 < x < 50.

Cada punto de la grafica es de la forma (x; A), donde x representa el ancho del rectingulo y A
representa su area o superficie.

A continuacidn, en la Figura 1.98 se muestra la grafica de este modelo.

RN
4 N\

300 [ \

200 / \

100 / \

o N\

0 10 20 30 40 50 60

Figura 1.98

Como el modelo es una funcidn cuadratica, hallando el vértice se determinara el 4rea maxima
y la longitud para la cual ocurre. Ver la teoria de la funcién cuadratica.

En efecto, A(x) = 50x —x%2 — A(x) = —[x? — 50x + 25% — 25?]

— A(x) = —[(x — 25)? — 625] — A(x) = —(x — 25)% + 625
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Se observa que el maximo es A = 625 m? y ocurre cuando la longitud del ancho es de 25 m.

PROBLEMA 2. Una compaiifa renta equipos de cémputo y tiene 150 disponibles. El duefio
sabe que podra rentarlos todos a S/. 50 cada uno por semana, pero que un equipo dejara de
rentarse por cada aumento de S/. 2 en la renta semanal. Exprese el ingreso del duefio como
funcién de una variable apropiada.

Solucion.
i) Sean x = n°de equipos rentados y = n°de equipos no rentados
Ip = Ingreso por equipo I = Ingreso total.
ii) Ecuacién primaria: I =(x)(p)
iii) Ecuaciones secundarias: x+y =150 o y =150 —x
Ip = 50+2y
Reemplazando y en I,: Ip = 350 —2x

En la ecuacién primaria I = x(350 — 2x) > I = 350x — 2x? o I(x) = 350x — 2x2.
iv) El dominio légico practicamente es 0 < x < 150.
La funcién Ingreso con su dominio sera I{x) = 350x-2x? con 0 < x < 150.

Cada punto de la gréfica es de la forma (x;I), donde x representa el niimero de equipos
rentados e I simboliza el ingreso total correspondiente. (Ver Figura 1.99).
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Figura 1.99
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PROBLEMA 3. Una drogueria ha descubierto que puede vender 10 000 unidades de cierto
medicamento al mes, a un precio de $15 la unidad; pero tinicamente 8 000 si el precio
unitario es de $20.

a) Expresar el precio como una funcién del nimero de unidades vendidas, suponiendo que la
relacion es lineal. Interpretar para x = 6 000.

b) Si sus costos fijos son de $5 000 y los de mano de obra ascienden a $8, hallar el costo,
ingreso y beneficio como funciones de las ventas. Interprete para x = 12 000.

Solucién parte (a).
i) ¥ = Precio; x = Unidades vendidas.
ii) Ecuacién primaria. Relacién lineal y = y(x) conociendo dos puntos:

(x1;¥1) = (10 000; 15), (xz; y2) = (8 000; 20)

Y2
X2—X1

iiif) Ecuacion secundaria: y — y; = (x —x1)

Usando los puntos conocidos se tiene y = 40 — 4% of(x)=40-— :E

iv) Dominio légico: x > 0; y > 0, perasi y = 0 — 40 — = > 0 — x < 16000, de donde x <
16000 .

La funcién con su dominio queda expresada por f(x) = 40 — :E con x < 16000.

Piden ademds interpretar f(6000) = 25, quiere decir que cuando la drogueria vende 6 000
unidades de dicho medicamento es porque el precio es de $25 la unidad.

Solucion parte (b)
Siendo: £(x) = Costo ; R(x) = Ingreso; P(x} = Beneficio
Ecuaciones respectivas:

La funcién de Costo total = Costo Fijo + Costo Variable - C(x) = 5000 + 8x

2
La funcién de Ingresc = n° de unidades por el precio; luego R(x) = 40x — %

2
La funcién de Beneficio = Ingreso - Costo; luego P(x) = 32x — % — 5000

El dominio para las tres funciones es 0 < x < 16 000.
Piden ademds interpretar.

C(12 000) = 101 000, se entiende que cuando la drogueria produce 12 000 unidades, el
costo para su produccién es de $101 000.
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R(12 000) = 120 000, quiere decir que si la drogueria vende 12 000 unidades, el ingreso por
las ventas es de $120 000.

P(12 000) =19 000, lo cual denota que cuando la drogueria vende 12 000 unidades, el
beneficio obtenido por las ventas es de $19 000.

PROBLEMA 4. El duefio de una clinica de 50 habitaciones privadas tiene una ganancia de
$4.00 con cada habitacién ocupada por dia, pero pierde $1,00 por habitacién vacia.

a) Exprese la ganancia diaria como una funcién del nlimero de cuartos ocupados.
b) Halle e interprete para el caso de x = 25 habitaciones ocupadas.
Solucién.
a) Expresar la ganancia como funcién.
i) Sean 6 = Ganancia. x =n° de habitaciones ocupadas.
¥y = n° de habitaciones no ocupadas. $4 = Ganancia por habitacién ocupada.
$1 = Pérdida por habitacién no ocupada.
ii) Ecuacidn primaria: G = 4(x) - 1(y)
iii) Ecuaciones secundarias: x+y=50—> y=50—x.
Reemplazando y en la ecuacién primaria: G = 5(x — 10) 0 G(x) = 5(x — 10)
iv) El dominio l6gico es [0; 50].
La funcién con su dominio queda como G(x) = 5(x — 10) con xe[Q; 50].

Cada punto de la gréfica es de la forma (x; G) donde x representa el nliimero de habitaciones
ocupadas y G, la ganancia correspondiente. (Ver Figura 1.100).
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Figura 1.100
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b) Se calcula G(25) = 5(25 — 10) = 75 doélares.

Esto significa que cuando hay 25 habitaciones ocupadas, se tendra una ganancia de 75
délares.

1.10. LISTADO DE EJERCICIOS PROPUESTOS
FUNCION: DOMINIO, IMAGEN Y GRAFICA.
1. Determinar cudles de las siguientes relaciones son funciones reales:
a) F: R>R/ x =y = x2 b)T:RHR/y2+x=5
)6 = {(r;y)eRxR/y = V& - x7} d) 6 = {(x; »)eRxR/ly| = lx + 2|}
2. Desarrollar segiin se pide:
a) Si f(x) = x%-10x + 6; calcular f(—4), £(0), £(3), f(—2x).
b) Dada la funcién f(x — 1) = 2x? — 3x + 1, hallar f(x + 1).

3. Graficar las siguientes funciones e indicar dominio e imagen:

a) f(x)=v3—x b) g(x) = 40x — x*
QH@E) =1+3x<0. d) R(t) = 200 + 25t,4 < t < 32.

4. Graficar la ecuacién de costos C(x) = 5 000 + 2x, para 0 < x < 8 000.
5. Graficar la ecuacién de ingresos R(x) = 300x —x2, para 0 < x < 9 000.
6.Graficar: a) y = x% —4x b) y = 4x(x? + 1)

Ay =2+—= d) y = 0,1(x — 3)2 — 100

7. Graficar las siguientes funciones:

a)g(x)=%Vx—2 b)h(t) =v6—-3t,—2<t <10
Q) f(x) = |2x - x?| d) g(x) = /[3x - 5]
e) f(x) = [x* + 1] ) glx) = xzxﬂ

g h() =(x—-2)*-1
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CLASES DE FUNCIONES. FUNCIONES ELEMENTALES.
1. Construya la recta que pasa por los puntos (1; 1) ¥ (8; 3).
2. Hallar y graficar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1; 3) con pendiente m = —2.

3.a) Hallar el valor maximo de la funcién f(x) = 6x — x2. Grafique la funcién para -1 < x <
6.

b) Hallar el valor minimo de la funcién f(x) = 2x% — 6x + 3. Grafique la funcién para —5 <
x <2

4. Un equipo de oficina se deprecia linealmente y su valor se calcula mediante la funcién
D(t) = 30000 -1 500t.

a) Determine el valor del equipo después de 5 afios, luego de 10 afios e interprete.

b) Construya la grafica para 0 <t < 20.

¢) ;Cual fue el valor del equipo cuando era nuevo?

d. Halle la pendiente e indique su significado en el contexto de este problema.

5. El costo de la fabricacién de “x” pares de patines, si los costos fijos son $550 por dfa y los
costos variables son $70 por par de patines fabricados. Grafique dicha funcién e interprete
para tres valores.

6. La gerencia de una empresa que fabrica juguetes deportivos tiene costos fijos (cero salidas)
de $200 por dia y costos totales de $1 400 por dfa para una salida diaria de 20 unidades.
Determine la recta y grafiquela para 0 < x < 20.

7. Un animal pesa 10 libras al nacer y 15 un mes después. Elabore la funcién que rige este
suceso. ;Cuanto pesara el animal en 1 afio si la relacion edad-peso es una ecuacion lineal?

[y )

8. Una compaiifa estima sus ingresos mediante la funcién: R(p) = 400p — 25p2, siendo “p” el
precio con 0 < p < 120, en délares.

a. Calcular el ingreso para p = 30, p = 60 y p = 90 e interpretar cada caso.
b. Hallar el ingreso maximo y el precio en el cual se da.

"o N i n

9. Si una persona aprende “y” cosas en “x” horas, calculadas mediante la férmula y = 50vx,
0<x=<09

a) Construya la grafica de y = f(x).
b) Calcule f(1), f(4), f(7),f(9) e interprete cada caso.

OPERACIONES CON FUNCIONES. COMPOSICION DE FUNCIONES.
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1. Para las funciones f(x) 3 5x,g(x) 4x+7:
a) (f + g)(x) y su dominio.

b) (f - g)(x) y su dominio.

c) (f + g)(x) y su dominio.

2. Un fabricante estima que su costo promedio (x) por par de patines a un nivel de salida de
“x" millares es C(x) = (2x — 8)% + 25 en délares.

a) Calcular C(2), (4), C(6) e interpretar cada caso.
b) Graficar £(x) para0 < x <9.

3. Una empresa tiene como ecuacién de demanda a x = 9 000 — 30p, siendo “p” el precio por
unidad, su ecuacién de costos es C(x) = 72 000 + 60x. La ecuacién de ingresos se obtiene de
R = xp, finalmente la ecuacién de beneficioes P = R — C.

a) Exprese el costo como una funcidn lineal del precio.
b) Sefiale el ingreso como una funcién cuadratica del precio.
c) Halle la funcién de beneficio.

4. Suponga que se tiene la ecuacién de demanda x = f(p) = 16 000- 30p, donde x = f(p) es
el nimero de unidades vendidas a S/. p cada una. Observe que a medida que el precio sube, el
niumereo de unidades que se vende disminuye.

a. Suponga ademas que la demanda es afectada por un incremento del 15 por ciento. Sefiale la
nueva funcién demanda y calcule otra para cuando p = 250 soles y p = 350 soles.

b. Imagine ahora que la demanda es afectada por una reduccion del 20 por ciento. Exprese
esta nueva funcién demanda y determine otra para cuando p = 250 soles y p = 350 soles.

c. Calcule 1a demanda original para p = 250 soles y p = 350 soles y compare estos resultados
con los obtenidos en (a) y (b).

d. Grafique las tres funciones en un mismo sistema de coordenadas para 0 < p < 400.

5. Un hombre que pesa 300 libras se pone a dieta y pierde 3 libras por semana. Otro que pesa
130 libras lleva una dieta rica en alimentos sanos y proteinas, por lo que gana 4 libras por
semana. Construya la funcion que rige este hecho. ;Cuanto tiempo transcurrira antes de que
los dos hombres tengan el mismo peso?

6. Encontrar las funciones compuestas f[g{(x)]y g[f(x)] para:

a) fx) =2y glx)=x+2 B f()=vZ y g(x) =x*+4
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7. Figure que, durante el verano, el niimero de insectos en el instante “t” se modela mediante
la funcién N(t) = 2t2 + 1 (millones). Si la poblacién de péjaros se estima en P(N) = 3N +
2, donde N es el niimero (millones) de insectos presentes, aplique la idea de la composicién
para expresar la poblacién de pajaros como una funcién del tiempo.

8. Se estima que la poblacién de una ciudad para los préximos 10 afios esta dada mediante la
relacion N(t) =500004 300t (t en afios), en tanto que el indice promedio de

contaminacién para dicha ciudad se representa por P(N) = |10 + ﬁ. Determine la funcién

compuesta P[N(t)]. Calcule e interprete N(0), P(50 000). Asi también: P[N(5)], P[N(8)],
P[N(10)].

TRANSFORMACIONES DE UNA FUNCION REAL.

1. Realice las translaciones horizontales (a la izquierda y a la derecha) en la funcién f(x) =
4x — x2, tomando como valor de referencia ¢ = 4.

2. Ejecute las translaciones verticales (hacia arriba y hacia abajo) en la funcién f(x) = 4x —
x2, con ¢ = 4 como valor de referencia.

3. Realice el alargamiento vertical de la funcién f(x) = 4x — x?, tomando como valor de
referenciac = 1/2.

4. Efecttie la reduccién vertical de la funcién f(x) =4x —x2 con ¢ =2 como valor de
referencia.

FUNCION INYECTIVA, SOBREYECTIVA Y BIYECTIVA.
1. Sea la funcién f: R — R definida por f(x) = ﬁ; determinar si es inyectiva, sobreyectiva o
biyectiva.

2. Sea la funciébn f:R - (0;2] definida por f(x) =ﬁ; determinar si es inyectiva,

sobreyectiva o biyectiva.
FUNCION INVERSA.

1. Determine la inversa de la funcién f(x) = (x + 1)? con x € (—o0; —1} e indique si se trata o
ne de una funcién. Grafique ambas en un mismo sistema de coordenadas.

2. Para cada una de las siguientes funciones que sea inyectiva, encuentre su inversa en
términos de x:

af(x)=7-2x b) f(x) = V4 — x2 c) f(x) =-x+%

CARACTERISTICAS DE LAS FUNCIONES: CRECIENTE, DECRECIENTE, PAR, IMPAR Y
PERIODICA.

1) Para las funciones f(x) =3—-5x,g(x) =4x + 7:
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a. Sefiale si f es creciente o decreciente.
b. Decidir si f es par, impar o periédica.

2. Grafique las siguientes funciones e indique en qué intervalo es creciente y/o decreciente:

af(x)=v3—x b. g(x) = 40x — x2
c.H(x)=1+§,xso. d) R(t) = 200 + 25¢t,4 < t < 32.

FUNCIONES TRASCENDENTES: EXPONENCIALES, LOGARITMICAS Y TRIGONOMETRICAS.

1. Realizar la grafica de las siguientes funciones:

a)y =3* B @ =)
©)y = Log,(x) d) f(x) =50(1 —e~%2%), t <0.

2. En 1970, 1a poblacién mundial era de 3 500 millones. Desde entonces ha crecido a una tasa
de 1,8% (0,018) al afio. Calcular y dar una interpretacién de la poblacién en los afios 1980
(t=10) y 1990. La funcién es P(t) = Pye™, donde Pyes la poblacién inicial y r es la tasa de
crecimiento. Si la tasa ain persiste, hallar la poblacién durante los afios 2010y 2012.

3. Si se deposita hoy $ 375 en el banco, identifique la funcién que vincula el capital con el
interés. Ademas, ;cudnto se tendra al cabo de 2 afios si el interés es de 9,5% y se capitaliza en
la forma que se especifica a continuacién?:

a) Anualmente. b) Bimestralmente. c) Mensualmente. d) Continuamente.

El interés simple es dado por A = P + Prt, donde A =Cantidad a obtener en el tiempo t, P =
Capital inicial, r =Tasa anual, £ =Tiempo en afios.

nt
El interds compuesto es dado por A =P (1 + i) , cuando el interés se compone n veces al

afio; donde A =Cantidad a obtener en el tiempo t, P = Capital inicial, » =Tasa anual,
t =Tiempo en afios.

El interés continuo es dado por A = Pe™, donde A =Cantidad a obtener en el tiempo ¢, P =
Capital inicial, = Tasa anual, £ = Tiempo en afios.

4. En una ciudad de 10 000 habitantes, dos personas inician un rumor que alcanza a 25
personas al finalizar el dia, ;cudntas lo conocen al final del tercer dia, si este rumor se

10000 [nterprete su resultado.

propaga mediante N(t) = FpFrrer

5. Usar la funcion dada para el volumen L = 10Log (IL) a fin de evaluar la intensidad de un
¢
sonido de volumen igual a 60 decibeles.

FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS. PROBLEMAS DE APLICACI6N.
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1. Cuando la agencia para la proteccién del ambiente de los Estados Unidos descubrié que
cierta compafifa descargaba 4cide sulftirice en el ric Mississipi, la multé con 12 0000 ddlares,
mas 1 000 délares diarios hasta que dicha compafiia cumpliera con la reglamentacion federal
de contaminacion del agua. Exprese la multa total como una funcién del niimero total de dias
que la compaiifa continué violando las reglas federales.

2. El costo de produccién de mufiecas para la compaiifa CUPIDO es de C(x) = 0,1x% — 0,2x +
600 doélares para una produccién diaria de “x” mufiecas. El niimero de mufiecas producidas,
transcurridas “t” horas de la jornada, es x = 50t-10. Exprese el costo de produccion “C”
como una funcién de “t”. Determine el costo de produccién de una jornada de 8 horas e
interprete.

3. Cuando se introduce una soluciéon de acetilcolina en el misculo del corazén de una rana,
disminuye la fuerza con que el misculo se contrae. Los datos de los experimentos de A. J.

100x
<
b+x’ x=0,

donde “x” es la concentracion de acetilcolina (en las unidades apropiadas); “b”, una constante
positiva que depende de la rana en particular; y R(x), la respuesta del misculo a la
acetilcolina, que se expresa como un porcentaje del efecto maximo posible de la droga.

Clark se pueden aproximar bastante por medio de una funcién de la forma R(x) =

a. Si b = 20, halle la respuesta del misculo si x = 60. Luego, interprete este resultado.
b. Determine el valor de b si R(50) = 60 (60%).

4. La velocidad V del torrente sanguineo, en ¢cm por segundo a “x” centimetros del centro de
una determinada arteria, se obtiene de V = f(x) = 1,28 — 20000x? para 0 < x < 8(10)73.
Calcule e interprete f(0), f(0,004) y £(0,002).

5. Una persona mide “x” pulgadas de altura y tiene un pulso de “y” pulsaciones por minuto,
cuantificados aproximadamente con la férmula y = 590x~1/2, con 30 < x < 75. Adem4s se
sabe que y = f(x). Calcule e interprete f(36), f(45), f(52) y f(64). Asimismo, halle la
inversa y cuantifique para algunos valores de su variable.

6. El 4rea de una herida que cicatriza se determina con A(t) = 2t™2,1 <t < 10, donde “t”
estd en dfas. Calcular e interpretar A(1), A(2), A(3), A(5) A(8) y A(10).

7. El cerebro de un bebé es proporcional al peso de su cuerpo. Si un bebé pesa 3,5 kg y tiene
un cerebro de 420gr, establezca la funcién que rige este hecho para cualquier peso. Ademas,
determine cuanto pesa el cerebro de un bebé de 4 kg y halle la funcién inversa.

8. Se ha determinado que la poblacién de zancudos en el instante ¢, durante el verano en que
se siembra arroz, se modela por f(t) = 2t + 1 miles de zancudos. Si el verano inicia el 1 de
enero y finaliza el 30 de abril, determinar:

a. El niimero de zancudos al inicio del verano.
b. El niimero de zancudos a los 20, 50 y 80 dias después que inicid el verano.

c¢. Precisar el dominio y rango 16gicos para este modelo.
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d. Graficar para 0 < t < 120.

9. El costo en cientos de ddlares al fabricar x centenares de tarros de leche para adultos se
modela porla funcién C(x) =3+ 10x —x%,0<x < 4.

a. Calcular el costo promedio que se define como el cociente C(x) = %

b. Graficar las funciones de costo y de costo promedic en un mismo sistema de coordenadas.

10. Una empresa que vende equipos de computo determindé que su utilidad total es
establecida por T(x) = 0,08x% + 80x + 260 ddlares, siendo x el nimero de unidades
vendidas. Ahora suponga que x estd en funcién del tiempo t en meses, donde x(t) = 4t + 3.
Halle T[x(t)] e interprete para t = 2 y luego parax = 5.
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CAPITULO 11

LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES REALES
CONTENIDO
2.1. Definicién no formal de limite de una funcién real. Operaciones con funciones.
2.2. Definicién formal de limite de una funcion real. Demostracién de limites.
2.3. Limites laterales. Limites infinitos
2.4. Propiedades de los limites. Cilculo de limites.
2.5. Equivalencias y formas indeterminadas en limites.
2.6. Limites en el infinito.
2.7. Limites de la forma indeterminada 1%. Otros limites
2.8. Continuidad de las funciones reales. Continuidad puntual.
2.9. Propiedades de las funciones continuas.
2.10. Discontinuidad evitable e inevitable.
2.11. Dominio de continuidad de una funcidn real. Continuidad por intervalos.

2.12. Lista de ejercicios propuestos.
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2.1. DEFINICI6ON NO FORMAL DE LiMITE DE UNA FUNCION REAL. OPERACIONES CON
LIMITES
NOCIONES PRELIMINARES.
¢En qué se diferencia el dlgebra del cilculo?

El ilgebra estudia la matemdtica en forma estitica; por ejemplo, en esta rama de la
matemdtica se resuelve ecuaciones para hallar valores particulares fijos de una variable. En
cambio, el cilculo se ocupa de la matemadtica en su forma dindmica, como el cambio en una
variable afecta a otra variable.

Son problemas del cilculo:

- Calcular la pendiente m de una curva en un punto cualquiera.

- Hallar la recta tangente Ly a una curva en un punto cualquiera.

- Hallar la velocidad de un mévil en un instante dado.

- Calcular el limite de una funcién y = f(x) cuando x tiende a un valor fijo x;.
- La razén de cambio instantaneo de un suceso con respecto al tiempo.

- La curvatura de una curva en un punto cualquiera.

- El valor miximo de una funcién que describe una trayectoria.

- La direccién de movimiento de una curva, etc.

OBSERVACION El estudio del célculo diferencial parte desde el l1imite de una funcién real,
luego la continuidad de la funcién real, la derivada de una funcién real y finalmente
aplicaciones de la derivada.

El limite de una funcion real se debe entender como el acercamiento de una variable
independiente x a un valor fijo x;, luego ver lo que sucede con la variable dependiente y en la
funcién y = f(x).

La continuidad de una funcién real y = f(x) debe ser entendida, intuitivamente, como la no
interrupcién de los puntos que constituyen la grafica de dicha funcidn real.

La derivada de una funcién real es la variacién de la funcién y = f(x) con respecto a su
variable independiente x, la cual actlia como una unidad de medida.

Las aplicaciones de la derivada son definidas como la resolucién de problemas que tengan
vinculacién con la variacion de Ia funcién con respecto a una magnitud dada. Dependiendo
del 4rea al que pertenezca el problema, dicha variacién tiene distintos significados: Pendiente
de una recta, velocidad de un mévil, razén de cambio de un suceso, tasa de natalidad, indice
de consumo, magnitudes marginales en administracion...
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El LIMITE DE UNA FUNCION REAL.

La idea de limite se usa para describir el comportamiento de una funcién y = f(x) en
acercamientos de la variable independiente x hacia un valor fijo x,, sobre todo en aquellas
funciones en las cuales se tiene la sospecha de que no se comporta como se espera.

Para ver ideas preliminares de lo que es el limite de una funcién real, veamos un ejemplo:

2
INTRODUCCION. Sea la funcién f: R— R definida por f(x) = x? , intentemos determinar lo

2
X .
que sucede con y = f(x) = = cuando nos acercamos desde x al valor x; = 2, es decir,

calcular L = X% £(x) , lo cual se entiende como identificar el valor al que se aproxima la

funcién f en el eje Y, cuando x se acerca al valor x, = 2eneleje X.

g 2
Calculemos: L =M% f(x)=Lm ( ) = 2? =2.

2
Ve x PR = .
La funcién f(x) = ~ Se acerca como limite al valor L = 2 en el eje Y, cuando x se aproxima al

valor xy = 2 en el eje X, tal como se observa en la Figura 2.1.

w

w

.

/
(3]
[

1
(3,
P

1
B
S~

L~
N

Figura 2.1

Del mismo modo se puede calcular mas l{mites en tanto nos acercamos a otros valores x;:
2 2

=~ Lim Lim _0°

Dese f(X)=L=7%T ) ===0

- 2 —2)2
i) 47 f) =L = Mm% (5) =L =2

2
) 4% F() = L = 57 (5) =22 = 3,125
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DEFINICION NO FORMAL DE LIMITE. Sea f:IcR —R una funcién real definida en el
intervalo I y sea x, € I un nimero real. Se dice que L es el limite de f(x) cuando x se
aproxima a xg, si y solo silos valores de f(x) se acercan al valor limite L. Este hecho se denota
de la siguiente manera:

S i) = E.
OBSERVACION 1.

a) En la expresién ,;"_‘,’20 f(x) =L se debe entender que cuando x se cerca axy (x = xp), la

funcién f(x) tiende al valor L, es decir, f(x) = L.

b) Si ¥y = f(x) no se orienta a ningun valor L cuando x tiende a x,, se dice que el limite de f
noe existe en x,.

¢) Formalmente se exige que el punto x; sea un punto de acumulacién; no obstante, en el
conjunto de los niimeros reales todo punto es punto de acumulacién, por lo que en adelante
se toma en cuenta esta exigencia, aunque no se la mencione.

d) El limite L puede existir para y = f(x), aunque y = f(x) no esté definida en x;.

e) Cuando el valor limite L existe, este es tinico.

OBSERVACION 2. Calcular un limite es una de las formas “més cuidadosas” de evaluar
alguna funcién para un valor x,; se trata del acercamiento cuidadoso por valores x hasta
llegar a x;.

La definicién no formal ayuda en el célculo de limites de una funcién real, los cuales pueden
obtenerse de dos formas:

a) Por reemplazo directo al sustituir el valor x, en la funcién dada ¥ = f(x) y en donde se

halla el valor limite L, en este caso se cumple que L = x"_‘,",}(, Fx) = f(xp)-

b) Si por reemplazo directo no se puede hallar el valor limite, al querer sustituir el valor x; en
la funcién dada y = f(x), se llega a una forma indeterminada que puede ser alguna de las

=]

= . [+4]
siguientes: , —, 00 — 00, 1%, = oa®, entre otros casos.

+co
+ oo

<

Una forma indeterminada siempre puede ser resuelta y encontrarse €l valor del limite L,
como se vera mas adelante.

Ejemplo 1. Véanse los siguientes limites por reemplazo directo en los que no hay dificultad
en calcular el limite solicitado:

a) Siendo f(x) = 10 — 2x, calcular L="Lm(10-2x)=10-2(3) =4

b) Siendo f(x) = x2 + 3x + 6, calcular L=Lm(x2+3x+6)=22+3(2)+6=16
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c) Siendo f(x) = v10 — 2x, calcular L =,tm 10— 2x = /10 — 2(—3) = V16 = 4
d) Siendo f(x) = ——, 2 calcular L=1Lm 2’: % _E

e) Siendo f(x) = x Sen x, calcular "‘im [ Sen (’:)] = g (1) = ’2_'

f) Siendo f(x) = calcular L=t :_: i’:_: i

g) Siendo f{(x) = g, calcular L=4m % - % = % = _%

Ejemplo 2. Véase el calculo de estos otros limites:

A)L=1m3Y8xZ +15x+2=3/822+15(2Q) +2 =4
= U _N_og2z_1_1_1__1

b L= (28 - =22-2=1-2- 1

c)L—LIm (x— Senx)———S (—)_

d)L =37 [Ln(2x —3)]=Ln[2(2) 3] =Ln1=0

Ejemplo 3. Véase el limite que nos lleva a una forma indeterminada del tipo % .

. : x2-16 : Lim x%—16
Siendo la funcién f(x) = —% al calcular por reemplazo directo L = ;T = ¢ llega a la

Lim ¥2-16 _ 4*-16 _ 0

; ; 0
forma indeterminada p L=

X4 s T 4-a 0

Sin embargo, como x tiende a 4, x =+ 4 (x no es cuatro ain) el limite se calcula luego de
factorizar y simplificar del modo siguiente:

2_ —.
L =150 xx_lﬁ =L= Lﬁ;% L = L™ (x + 4) = 8. Esto se ilustra en la Figura 2.2.

h

A

N2

(o]

Figura 2.2
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Observamos que el limite L = 8 existe, aunque la funcién no esta definida para x; = 4. Hay un
vacio en la gréfica.

. i A i 0
Ejemplo 4. Se muestra otros limites con formas indeterminadas de la forma 7 los cuales

son resueltos por factorizacién y simplificacién en la regla de correspondencia de la funcién:

x=3

a)L = Lim x*-3x _ Lim x(x-3) _ Lim
X=3 y-3 x—3 (x-3) x—3

_ Lim x¥*-5x+6 _ Lim (x=2)(x=3) _ Lim . _ oy _
b) L = x-22 x-2  x92 (x-2) X3 (x—3)=0

L= Lim x*-4x+4 _ pfm (x-2)(x-2) _ Lim X-2 _2-2 _ 0 _ 0
x=2 xI-4 2-2 (x-2)(x+2) X2 x+2 242 4

L= Lim 2x-1 _ Lim (2x-1) _Lim 1 _ 1 _1
= =_ 1 = m——= ==
xog ax2-1 x-g (2x+1)(2x-1) X005 2x+1 2(1/2)+1 2
e)L = Lim _4x+8 _ iLfm _4(x+2) _itm _4 _ 4 _ 2
x==2 x2_2x-8 X2 (x—4)(x+2) X2 x—4 —2-2 3
f) P = Lim Vvx+1-1 — Lim x+1-1 _v’x+1+1 — Lim x+1-1 — Lim 1 = 1
x—0 x x—0 x Ve+i+1l x20 x(Wx+1+1) X0 Jx+1+1 2
gL = Lim ¥2x—1-1 _ pfm (v2x-1-1) (V2x—1+1) _ Lim 2(x—1) — Lim ___ 2 —2_ 1
x=21  x—1 x—1 x—1 VZx=1+1 %21 (x-D(Zx-1+1) x—12x—1+1 2

i -1 im (Vx+1)(vx—1 i
W L= = = W+ ) =2

Ejempio 5. (PROBLEMA) Una empresa de energia eléctrica produce la cantidad de f(t) =

25t% + 20t kilowatts en el tiempo t en dfas. Calcular e interpretar L = ;"_t'; f(e).

Solucion.

_ Lf _ Lf — —
Calculemos L = [ f(t) = .77 (25t% + 20t) = 25(7)* + 20(7) =1365.
Esto significa que cuando el tiempo t se acerca a los 7 dias, la empresa tiende a producir 1365
ldlowatts de energia eléctrica.

Ejemplo 6. (PROBLEMA) Una compaiifa estima sus ingresos mediante la funcién R(x) =

o, "

4x — x% con xe [0; 3], donde “R” es el ingreso en miles de délares y “x” es la produccién en
miles de unidades. Calcular e interpretar L = f_’: R(x), L= x‘f;),R(x), L= xli’;‘_R(x).

Graficar e interpretar.

Solucion.

a)L =" R(x) =™ (4x — x?) =3.

x—1 x—1
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Quiere decir que si la compafifa esta préxima a vender mil productos, sus ingresos se acercan
a tres mil délares.

b) L = M™ R(x) =M™ (4x — x2) =4

x—2t x—2t

Esto significa que cuando en la compafifa estan por vender dos mil productos (desde valores
mayores que dos mil}, sus ingresos son cercanos a cuatro mil délares.

L= Rx)= 1" (4x —x?)=3.

x—3 x->37

Significa que sila compalfifa se acerca a la venta de tres mil productos {desde valores menores
que tres mil), sus ingresos con cercanos a tres mil d6lares. (Ver Figura 2.3).

45
4
3.5 /
3 /
2.5
2 /

1.: /
0.5 /

0 i T
0 0.5 1 15

/

HERN
LY

2.5 3.5

Figura 2.3

2.2. DEFINICION FORMAL DE LIMITE DE UNA FUNCION REAL. DEMOSTRACION DE LIMITES

La esencia de la definicién formal radica en que para cualquier intervalo “centrado en x;",
{x; — §; x¢ + &), su imagen mediante y = f(x) debe estar dentro del intervalo “centrado en
L",{L — &; L + ¢); esto deber4 suceder con cualquier niimero real positivo £ .

Este hecho se formaliza matematicamente mediante la siguiente definicion.

DEFINICION . La afirmacién L = x“_i:;‘o f (x) significa que para todo niimero £ > 0, existe un

nimerod > 0talquesix € Dom(fIA0< |x —x| <= |f(x)—-L| <&

O simplemente:

m e)y=L e ve>0,36>0/six € Dom(fIA0< |x — x| <= |f(x) —L| <e.

X—Xq
El nimero ¢ es dado, el niimero § se debe encontrar para que el limite quede demostrado.

() Enlaexpresién |[x — x| < 8§ > - <x—2<d > -6 <x<x+6
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Se tiene que x € (xy — &§; xo + d), lo cual significa que todo x que se aproxime a x; debe estar
acotado por el intervalo {x, — &; xy + &) . (Ver Figura 2.4).
(ii) En la expresion |f(x) — L <e > —e<f{(x)—-L<& > L—¢&< f(x) <L +e¢, setiene
que f(x) €E{L—¢L+e¢), lo que se interpreta de la siguiente forma: todo f(x) que se

aproxime a L debe estar acotado por el intervalo {L — &; L + &).

Las dos expresiones (i) y (ii) garantizan la existencia del limite de una funcidén real en los
términos sefialados en la definicidn, con £ y 4 tan pequefios como se quieran.

(iif} El valor & siempre dependera de &, es decir, § = §(¢g).
(iv) En el limite L = ;‘_‘,';‘D f(x) siempre estin presentes tres elementos:

- Lafunciébny = f(x),
- El valor de acercamiento x;,

- Ellimite L.
M y=R
Ltg [-mememmmmemmeee y = f(x)
L _________
L—g& ===z

Figura 2.4

OBSERVACION. La definicién formal es ttil para demostrar limites y propiedades, asi
también para calcular algunos limites cuyo valor tiene que ser supuesto y luego demostrado.

En seguida se ofrece algunas demostraciones aplicando la definicién formal.

Ejemplos. Demostrar los siguientes limites usando la definicién formal:

a) i'i_?;(?:x —7)=—1; niteseque f{x) =3x—-7, xp=2, L=—1.
Entonces ;:‘I_’f; Bx-7=-1

oSVeE>0,36>0/six€EDom(NA0<|x—x| <= |f(x)— L] < &
&SVe>0,36>0/sixERADL |x—-2|<é6=13x-7—-(-D| <=

&SVeE>0,30>0/sixERADL x—-2|<é=3x—-6| <&
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Partiendo de |3x — 6| =|3(x — 2)| =3|x — 2|

Se debe cumplir |3x — 6] <& > 3|x—2| <& > [x—2| <§
Se usa el hecho de que |x — 2| < §. Dedonde § < g

Basta tomar (existe) § = gy el limite queda demostrado.

b) i"_’f; (x2—x)=6, néteseque f(x)=x2—x, x5=3, L=6.

Entonces i‘f’,’; (x2-x)=6

ove> 0,36 >0/six€Dom(AHA0<|x—x| <d=|f(x)—Ll <.
&Ve>0,36>0/sixERADL|x—-3| <62 x2—x—6| <ec.

Partiendo de |x? — x — 6| =|(x + 2)(x — 3)| =|x + 2||x — 3|

Acotamos el factor |x + 2| suponiendo que § = 1 usando el hecho de que |x — 3| < &:
[x-3]<1 - —-1<x-3<1 5> 4<x+2<6 > —-6<x+2<6
—>|x+2|<6

Sedebe cumplir |x2 —x—6| <& — [x+2||lx—-3]<e > 66<e—> 6<§

Basta tomar (existe) § = Minimo de {1; E} y el limite queda demostrado.

¢) L™ (23 4+ 2x + 3) = 3; nbtese que f(x) =x* +2x+3, % =0, L=3.

x—0

Entonces i{’f; (x3+2x+3)=3
SVYVe>0,36>0/sixeDom(HA0<|x—xl <62 1f(x)-Ll<¢
&SVe>0,36>0/sixERAD<LS|x—0| <6 [x3+2x+3-3| <¢
SVe>0,36>0/six€ERAD x| <6=|x3 +2x| <&

Partiendo de |x? + 2x| = |x(x? + 2)| = |x||x? + 2|

Acotamos el factor |x? + 2| suponiendo que § = 1 y usando el hecho de que |x| < §:

x] <1 - -1l<x<1 5 0<x?<1 > 2<x2+2<3 > -3<x?*+2<3
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- |x2+2|<3

Sedebe cumplir: [x3 +2x| <& - |x|[x2+2]|<e - (H)B)<e > & <§

Basta tomar (existe) § = Minimo de {1 L g} y el limite queda demostrado.

x—-1
2(x2+1)

d) Lm X2 _ 0 nétese que f(x) = x =1, L=0.

x-1 2(x2+1)

Lim x-1

Entonces ., - )

&Ve> 0,36 >0/sixeDom(HA0<|x—x| <=2 f(x)—Ll <€

SVe>0,38>0/sixERA0< |x— 1|<a:>|2( S 0|<s
SVe>0,36>0/sixERAOD< |x — 1|<6‘:>|2( z+1)
|1 |
Partiendo de |- ey I2(x2+1)l |l — 1]
Acotamos el factor—supomendo que & = 1 y usando el hecho de que: |[x — 1| < §:

[2(x2+1)|

[x—1l<1 > —-1<x-1<1 > 0<x<2 > 0<x2<4 > 1<x®2+1<5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 5 . x2+1 < 17 10 . 2(x2+1) . 2 > T2 2(x2+1) < 2 |12(x2+1)| < 2
Sedebecumplir'l L |<£ - ;lx—1|<£ 5 i5<e > 6<2
" lz2(x2+1) [2(x2+1)| 2

Basta tomar (existe) § = Minimo de {1; 2&} y el limite queda demostrado.

Lim 4 _ P _ 4 _ _
e}l ; ——; = 4 notese que flx) = — xXg = 3, L =4,
Lim 4 __
Entonces .. i 4

SVe>0,36>0/six€EDom(f)A0<|x—x| <= |f(x)—Ll<e
<:>V£>0,38>0/sixER—{2}A0<|x—3|<6=>|ﬁ—4|<£

_|a4x48| _|12-4x| _4Ix-3| 4
| ox—z T x—2 | 7 jx—2 " 1x-2

Partiendo de |ﬁ - 4| |x — 3|
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Acotamos el factor e suponiendo que § = = (pues con § = 1, falla) y usando el hecho de

que |x — 3| < &:
1 1 1 T 3 2 1 8 4
|x—3|<5 - —7<x-3<; > I<x-2<] o ;< <2  <_—<8

4 4
- _8<E<8 - ﬁ<8

P 4 4 £
Sedebecumphrl;—4—|<£ - mlx—3|<£ > 8i<e > 6<§

Basta tomar (existe) § = Minimo de {i, g} y el limite queda demostrado.

f) Lm Jax—1= 1, nétese que f(x) = Vix — 1, Xg =15, L=1

——
xz

N=

Entonces i’i_t'i Vix—1=1
2

SVeE>0,I6>0/six€EDom(MH A< |x—x| < o= |f(x)—L| <€

<:>V£>0,36>0/sixEE; +00)A0<|x—%|<6:>|\/4x— -1 <e

1
: A _1l_|fmo— gy A1+ _ | 4x-2 | 4|x—5| 4 _d
Partiendo de |V4x —T 1|_|( 4 —1-1) ol vl e a1 |x 2|

4 = [
Acotamos el factor War—te1] usando propiedades de los nimeros reales.
1 4 4
Vix—-120 > Vax—1+121 - a1l 2 st - Va1t <4

Sedebecumplir|\/4x—1—1|<s - —%|<£ - 46<e > 6<§

4
|vax—T1+1| |x

Basta tomar (existe) § = fy el limite queda demostrado.

2.3. LIMITES LATERALES. LIMITES INFINITOS
LIMITES LATERALES.

Se puede acercar a un valor x; del dominio de una funcién y = f(x) de dos maneras: por la
izquierda (valores menores que x,) o por la derecha (valores mayores que x;). Esto se
formaliza del siguiente modo:

a) Al acercarse a x por valores menores que X, decimos que el limite L es calculado por la

izquierda de x; (se denota x; ) y se expresa en la forma xﬁ';‘a flx)=L.
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b) Cuando nes acercamos a x, por valores mayores que X, sefialamos que el limite L es
calculado por la derecha de x, (se denota xg) y se expresa en la forma: x"f;ﬂ, f(x) =L
[+

¢) Si los limites laterales por la izquierda y por la derecha existen y no son iguales, entonces
afirmamos que el limite de la funcién f no existe en x;.

LUm oy Hm gy = Hm £y No existe

X%y xxt XXy

d) En caso de que los limites laterales por la izquierda y por la derecha existan y sean iguales,
entonces decimos que el limite de la funcidn f existe en x; y es igual a L; lo cual se escribe
asi:

Lim f(x) =1 = Lim f(x) = Lim f(x) =1

x—xg x-xg x—x,

Ejemplo 1. Calcule los limites laterales de la funcién f(x) = x? + 2 cuando x tiende a x, =
0.

Solucion,

i) Calculamos el limite lateral por la izquierda: L = ;‘_f:g_ (x2+2)=2

ii) Calculamos el limite lateral por la derecha: L = x’f}, (x?+2)=2.

Como los limites laterales existen y son iguales, se concluye que el limite de la funcion existe y
es igual a 2; esto se escribe del modo siguiente: L = ﬂ’l‘] (x? + 2) = 2. (En la Figura 2.5, ver
grafica adjunta).

e
™|

4
N

//
\{

[y

e ]

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.5

Puede verse que cuando se calcula el limite en una funcién por reemplazo directo, no existe
dificultades en sus limites laterales, estos son siempre iguales.

5—-x;-1<x<2

x2—1,2<x<3 tiene limite cuando x tiende a x; = 2.

Ejemplo 2. La funcién f(x) = {
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Solucion, Calculamos los limites laterales:
i) Calculamos el Ifmite por la izquierda: L = X% f(x) =, % (5-x) =3

ii) Calculamos el limite por la derecha: L = xﬂgﬂ, f(x)= x‘[f;ﬂ, (x2—-1)=3

Como los limites laterales son iguales, entonces la funcién y = f(x) tiene limite en x; = 2, es
igual a L = 3. En la grafica observamos que ambos limites son iguales.

D N 0w

QS B NN W B U

Figura 2.6

Se observa en la Figura 2.6 que el valor xy =2 es el punto de division de la regla de
correspondencia. A la izquierda de x5 = 2 estd definida mediante a fi(x) =5—x; a la
derecha de x, = 2, mediante f,(x) = x? — 1.

xx=<1

Ejemplo 3. La funcién f(x) = {1 — g

NO tiene limite cuando x tiende a x, = 1.

Solucidn. Calculamos los limites laterales:

i) Calculamos el lfmite por la izquierda: L = x"‘_f.T_ fl)= ij»T- (x)=1

ii) Calculamos el limite por la derecha: L = inT+ fx)= x[iT"‘ (1-x)=0

Como los limites laterales NO son iguales, entonces la funcion y = f(x) NO tiene limite en
xy = 1. En la grifica a continuacién observamos que ambos limites son diferentes.
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Figura 2.7

Ejemplo 4. (PROBLEMA) Los fisidlogos pueden medir el consumo aproximado de oxigeno
C(x) de un atleta como una funcién de su velocidad x en km por hora. El modelo que describe

este hecho es el siguiente:  C(x) = 811 (x2+5);con0 < x < 20.

Hagamos algunas predicciones mediante un examen a la grafica dada de C(x). (Ver Figura
2.8).

25
20 o
. /
. /

Figura 2.8

a) En la figura, conceniremos la atencién en la parte de la grifica cercana a la maxima
velocidad del atleta. A medida que la velocidad x aumenta acercandose a 20 kilometros por
hora, se pronostica que el consumo de oxigeno se aproxima a 20 unidades.

El atleta no puede alcanzar una velocidad de 20 kilémetros por hora, solo puede estar muy
cerca de x = 20 por la izquierda (segiin este modelo). En notacién matematica esto se escribe

L=_"_ ¢(x)=20.

x—20"

Se entenderia que “el consumo de oxigeno C(x) serfa de 20 unidades conferme la velocidad
del atleta se aproxima y esta muy cerca de 20 kilometros por hora”.

b) Apliquemos la misma idea cerca de la velocidad x = v/76 kilémetros por hora. A medida
que aumenta la velocidad de caminata acercindose progresivamente a x =v76 (por la
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izquierda) —como se muestra en la misma figura—, es natural predecir que el consumo de
oxigeno C(x) se aproxime al valor de 4 unidades. Su notacién sera L = % _f':;;‘—e— Clx)=4.

c) Puede considerarse que conforme disminuye la velocidad de la carrera hasta llegar a

valores cercanos a x = V76 kilémetros por hora (por la derecha), se sbserva en la gréfica que
Lim

5 C(x)=4.

también el consumo de oxigeno se acerca a 4 unidades. Su notacién sera 2o[TE

d) De las partes (b) y (c) se rescata que acercindose por la izquierda o por la derechade x =

V76, el consumo de oxigeno se aproxima a 4 unidades, en este caso se puede escribir

simplemente L = xiﬂ'}% C(x) = 4, dado que el limite existe.

5 .24 1.
Ejercicio. Explique el ejercicio anterior si la funcién fuera C(x) = {le F gl o S 9,
x—3;9<x<20

para valores x = 9y x = 20. Previamente realice la grafica.

LIMITES INFINITOS.

En el célculo de algunos limites, a veces al aproximarse a un valor x; el valor
correspondiente para la imagen se hace muy grande, esto significa que se orienta al infinito
positive (yp = +0) o al infinito negativo (y, = —o0). Estos limites se denominan “limites
infinitos” y se formalizan del modo siguiente:

DEFINICION . Sea f: Ic R — R una funcién real y sea x, € I, entonces:

a) MM f(x) = oo VM > 0,38 > 0/5i0 < x — %y < 8§ = f(x) > M. (Ver Figura 2.9).

X=Xy

b) 1™, f(x) =+ VM > 0,36 > 0/si0 < xy — x < = f(x) > M. (Ver Figura 2.10).

x-x}

O B N W A 0oy
il

___./ \-__
{_ ] 1 ] ] _>
-6 -4 2 0 2 4 6
Figura 2.9 Figura 2.10

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

c) Ll fx)=—0 VYN <0,36 > 0/si0 <x—x3 < 6§ = f(x) < N.(Ver Figura 2.11).

X=Xy

d) ™, f(x) = —00 & VN < 0,38 > 0/5i 0 < % — x < § = f(x) < N. (Ver Figura 2.12).

x-xg

P T D NI ' ; 6
L
; II
4
5 -5‘1'
6 6
Figura 2.11 Figura 2.12

e) U™ £(x) = +ooe> VM > 0,38 > 0/51 0 < |x — x| < § = f(x) > M. (Ver Figura 2.13).

X—Xg

Ww B U o,

D

Figura 2.13

f) xI‘_If;‘nf(x) =—-0SVN<0,36 > 0/si 0< |x — x3] <8 = f(x) < N. (Observar la Figura
2.14).
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=]

-6 -4 s 0 2 4 6

[

[*1)

S

un

B =
L]

Figura 2.14

Ejemplo 5. En estos ejemplos se usan las equivalencias que se establecieron para el calculo
de limites. Las cuales se presentan méas adelante, en el acdpite 2.5.

= im (LT y_1 _ — Lm (1 Y_1 _

a) L= S (x—a) = = o b) L= g _3) e = +co
Lim [x+3 5 . Lim [x+3] _ -1 _

C) L= x—=2 |2l o- o d) L= x>—4t |xpd ot
Lim x -2 Lim x+4 4

e)L= W +2] =S = +co HL= ot [_x ] === —oo

Ejemplo 6. Observemos aqui que pese a existir los limites laterales, el limite no existe, dado
que +¢0 0 —00 NO SON nimeros reales.

— Lim 3 1.3 _ — Lim 3 _ 3 _
Como L= o1 [m] =g = +o0 y L= P [(x—1)2] = = +o0, entonces
_ Lim 3 = 3
L=ya [(x—1)2] or = @

Ejemplo 7. (PROBLEMA) El costo (en millones de délares) para un gobierno, por la captura

528x
Too— con 0 = x < 100.

del x % de una droga ilegal al entrar en su pais es dada por C(x) =

a) Hallar el costo de la captura del 25 %.

b) Hallar el costo de la captura del 50 %.

c) Hallar el costo de la captura del 75 %.

d) Hallar el costo de la captura del 90 %.

e) Determinar el limite de y = C(x) cuando x se aproxima al 100 % por la izquierda.
Solucion. Evaluamos en la funcién de costo, el valor de cada porcentaje propuesto:

a) C(25)= 176 millones de délares. b) C(50)= 528 millones de délares.

¢) C(75)= 1 584 millones de délares. d) C(90)= 4 752 millones de délares.
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__ Lim [528x] _ 528000
e) €= 100 100-x] — ot

pretende una mayor captura de droga ilegal (acercarse al 100%), la inversién crece
enormemente.

= 400, inversion muy grande. Es decir, a medida que se

Si se optara por capturar toda la droga, la inversién resultaria “infinita”; lo cual quiere decir
que, segiin este modelo, es imposible eliminar el ingreso de la droga. (Ver Figura 2.15).

12000
10000
8000 r
6000 l
4000
2000 /

o 20 410 60 80 100

Figura 2.15

2.4. PROPIEDADES DE LOS LIMITES. CALCULO DE LIMITES

PROPIEDADES DE LOS LIMITES.

a) Ln  — k, siendo k una constante real.

x—Xg
Lfm 1
b) x=xg X X0

c) x"‘_f”;‘ P(x) = P(xp), siendo P(x) un polinomio de grado n.

d) % k- f(x) = k-7 f(x)

&) 1™ [ = [ 1)

f) Lim »n

—_n & 7 3 =
wegy YE = /X0, siempre que la raiz esta definida.

xL—{::o Vi =" ’ x"‘_‘,’;‘ f(x), siempre que la raiz est4 definida.
if I 1
h) e @ +g()] = 0 f&x) + .27 g(x)

D) o [FG) = gl = 7% fG) = 7 g(x)
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D A [F ) - gl = 7 f(x)- 7 g(x)

k) 7 [f () + g@)] = 57 f(x) + 7 g(x), con [T g(x) # 0
OBSERVACIONES.

a) En las propiedades de los limites de funciones reales que tienen raices de indice par, son
validas para valores de “x” estar en el dominio que les corresponde.

b) Muchos de los limites pueden ser calculados por sustitucién directa de x por x;, sin
mayores dificultades.

c) Cuando en la evaluacién de un limite por sustituciobn directa aparecen formas
indeterminadas como 0/0, entonces se reescribe la funcién haciende uso de identidades,
factorizacién, simplificaciones o propiedades y asi llegar a formas equivalentes y
simplificadas en las que se puedan calcular los limites.

PROPOSICIONES DE LOS LIMITES.

Las proposiciones que se muestran a continuacién se usan casi exclusivamente para hacer
uso de otros limites o propiedades, en mucho de los casos se aplican en asignaturas de
matemaética mas avanzadas.

(l) Lim Senx =1 (ii) Lim 1—Cos x =0

a) Limites notables: - -0 g

b) Teorema del Sindwich: Si f(x) < h{(x)<g(x) y x"‘_f,';‘n fx)=L= "™ g(x), entonces

xX—Xg
Lim —
X—Xg h (x )

¢) Limite de la funcién compuesta: Si xl'_ff;‘u f(x)=Ly t"‘_i,"t: g{t) = x,, entonces :f:) flg®)] =
L, siempre que t; € Dom(fog)y3C > 0talque [t —t;] < C=g(t) =x,.
d) Limite de la funcién acotada: Si Lim gx)=0y f {x) es una funcién acotada (existe k > 0

X—2Xqg

i
tal que |f(x)| < k), entonces x_,';‘ (g() - (FEx)) =
Ejemplo 1. Observemos el cilculo de los siguientes limites:

a) H® x3 = (—3)° =27

b) #m(17 — 2x —x2) = 17-2(3) - (3)2 = 2

x-3

2_ -
C) Lim X 25 g Lim (x 5)(x+5)_ Liﬂ'I.(x + 5) — 5 + 5 — 10

X35 x_5 x5 x—5 x5

d) Lim +1-2 = Lim .‘I+ -2 'v'x'l' +2 _ Lim x-3 _Lim 1 1
x-3 x-3 x93 x-3 \/x+ T+2 %3 (x-3)(Yx+1+2) x—’31/x+ +2 4
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Ejemplo 2. Véase el calculo de los limites siguientes:

a) = Lim Sen(:ix) Lim 353“(37‘) 3 Lim Sen(:-!x) 3(1) =13

x—0 x  x-0 3x x-0  3x
Lim Senx Lim Senx\ _ 1 1
b)L =, Tsx s(x—w x )_5(1) 5
Sen(4x)  Lim Sen(4x) Lim Sen(u:)
L= Lim Sen{4x) _Lim —__& X0 4(::-»0 ) A1) _
~ x-0 Sen(3x) x—0 5en(x) ~ Lim SenGz) 3(Lfm Seﬂ(3x)) 3(1) 3
x x-0 x x-=0  3x

d)Seaf(x) =Lnx,seveque ™ f(x) =" nx=Ine=1.

x—e x—e

2t+1 y s observa que XM g(t) = UM (e2t+1) = ¢,

Por otro lado, sea g(t) =e P P

Entonces, 2™ f[g(t)] = “™ Ln(e?t*1) =Ine = 1.

' -0 x—0

e)L= ”’"’ o X Sen (1/x). Se debe aplicar el teorema del sandwich.

Veamos: —1 €< Sen(1/x) <1 - 0= [Sen(1/x)| =1 — [x]|0 < |x]||Sen(1/x)] = |x|
— 0= |xSen(1/x)| < |xI.

Enlodltimo: f(x) =0, h(x)=|xSen (1/x)|, g(x)=|x|.

Lim _ Lim _ Lim _ Lim _ Lim _
Por lo tanto, como 7 f(x) = (0 =0 y . Z,90(x) =5, Ix| =0, entonces ;) h(x) =

Hm | Sen(1/x)| = 0.

x=0

HL= ""m w/_ Sen(1/x2) . Debe usarse el limite de la funcién acotada.

Sea: g(x) = ¥x, se ve que ;‘I_':; ¥x = 0; yla funcién f(x) = Sen(1/x?) es acotada, pues —1 <
Sen(1/x?) <1,

Entonces, ;‘i_t'; (g@)) - Fx) = ;‘i_':; (¥x)(Sen(1/x%)) = 0

2.5. EQUIVALENCIAS Y FORMAS INDETERMINADAS EN LIMITES
EQUIVALENCIAS EN EL CALCULO DE LIMITES DE UNA FUNCION REAL.

En el estudio de los limites aparecen algunas equivalencias que en el algebra se dejaron de
lado, por ser formas indeterminadas o porque no estaban definidas. Para un mejor
entendimiento se usara el signo “=" en lugar del signo de equivalencia “~”

OBSERVACION. En el estudio de los limites de las funciones reales, algunas expresiones
algebraicas tienen equivalentes que facilitan los calculos de limites. Asi mismo se debe indicar

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

que los resultados —co 0 400 no son niimeros reales, por lo que en estos casos en realidad el
limite no existe, no obstante, nos informa sobre la tendencia de las funciones reales para
valores muy grandes de x.

En seguida se muestra algunos de ellos:

k-(+0)=+400 | k'(—w0)=—00 | +0+k=+00 | —0+k=—00
Sik >0 N z Z —
- or - e
k-(+0)=—00 | k' (—®) =400 | +o+k =+ —00 + k= —o0
Sik<0 o T T
Otros o0 + 00 = 00 0000 = 00

Ejemplo 1. Al calcular los siguientes limites se usaran equivalencias de esta forma:

Sik>0:oi+=+oo; 1 0 Sik<0: < =—00; £ = 4o

0~ o+

_ Lim fx+1y 4 = 2 _
a)L=_ " (x2—9) = 57 = 1T, pues al acercarse x a 3 por la derecha, la expresion x* —9

tiende a 0 por la derecha (por valores mayores que cero): 0%

_ Lim [x+1Y} _ 4 _ ; ’ . ;
b)L=_ 3 2—_9) = === —o0, puesto que al aproximarse x a 3 por la izquierda, la expresién

x% — 9 tiende a 0 por la izquierda (por valores menores que cero): 0~

Lo mismo sucede en el punto x; = —3.

+1 4 :
L= xff:‘# xz—_g) =55 =+, yaque al acercarse x a —3 por la derecha, la expresién xZ — 9

tiende a 0 por la derecha (por valores mayores que cero): 0%

— Lim x+1 _ 4 _ . . . . 2
dL=_5"% (ﬂ) == = —%, pues al orientarse x a —3 por la izquierda, la expresién x< —

9 tiende a 0 por la izquierda (por valores menores que cero): 0~

Tal como se muestra en la Figura 2.16.
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Figura 2.16

. 2 P P
Lim x°-4 _ Lim (x+2)(x-2) _ Lim x+2 4
= = = —_—_— 00
e)L=_1, 2P DRz *o2 ez oF , esto se debe a que al acercarse x a 2

por la izquierda o por la derecha, la expresién (x — 2)? tiende a 0 por la derecha (por valores
mayores que cero): 0

=t N
n [«
T3

[(CYS (PR [N [ S S ——

w

Figura 2.17

_ Lim -3 _ -3 _ F 5 . 5
DL= 4\ = 5) = 5= =+, pues cuando x se aproxima a 4 por la izquierda, la expresiéon

x% — 16 tiende a 0 por la izquierda: 0~.(Ver Figura 2.17).
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-3 =3 ;
g L= xﬂ’lﬂ T 5) =7 = —%, yaque al hacerse x cercano a 4 por la derecha, la expresiéon

x% — 16 tiende a 0 por la derecha: 0*. (Ver Figura 2.18).
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Figura 2.18
2.6. LIMITES EN EL INFINITO

Existen limites cuyo acercamiento a través de x es hasta el infinito positivo (x — +o0) o hasta
el infinito negativo (x —» —oo). Teéricamente, estos limites indican la tendencia de la variable

won

dependiente “y” para posibles crecimientos ilimitados de la variable independiente “x”.
Estos se calculan de dos maneras:

a) Usando un artificio algebraico que consiste en dividir numerador (N) y denominador (D)
de la fraccién entre la variable independiente con el exponente mas alto que aparece en el
denominador; se simplifica y se halla el resultado usando las equivalencias que existen para
el caso de limites.

b) Observando los grados del numerador (°N) y del denominador (°D) de la funcién dada,
siempre que sea un cociente de polinomios; segiin el siguiente detalle: siendo L = '™ f(x)

X——00
oL=_1m f£(x)

x—+00

(i) Si °N=°D, entonces L = k, siendo k una constante ohtenida como cociente de los
coeficientes principales del numerador y del denominador.

(ii) Si°N>°D, entonces L = too.

(iif) Si°N< °D, entonces L = 0.

DEFINICION 1. Siendo y = f(x) una funcién real:
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) Um f)=Love>0,IN>0/six € Dom(fHAax>N=|f(x)—L| <=

X—+00

b) Y™ f(x)=LeVe>0,AN>0/six € Dom(flax < —N=>|f(x)— L] <«

x—2-00

DEFINICION 2. Siendo y = f(x) una funcién real:

a) 1™ f(x) = +ooe VM > 0,3N > 0tal quesix € Dom(f)ax > N= f(x) > M.

x—+00

b) 5™ f(x) = +o0 <> VM > 0,3N < Otal que six € Dom(f) Ax < N = f(x) > M.

x—-o

) xfffwf(x) = —00¢> VM < 0,3N > 0tal quesix € Dom(f) Ax >N = f(x) < M.

d) ™ f(x) = —c0> VM < 0,3N < Otal quesix € Dom(f) ax < N = f(x) < M.

x—2-0o

CALCULO DE LIMITES EN EL INFINITO.

En el calculo de los limites que se dan a continuacién aparecen modos indeterminados de
oo
la forma —, ©—o,

Ejemplo1. Usando el artificio algebraico (dividiendo numerador y denominador entre la
variable independiente con el mayor exponente que aparece en el denominador), se calcula
los siguientes limites:

Lim x%+3 _ if it Lim * (—c0)+0
— im — Lim x _ Lim X = :
a) L= x5—00 x41  x—o—o0 X1 T x4, 17T 49 T 00, (Ver Figura 219)
x x
243 — EH; _(+oo)t0
_ Lim X _ Lim x . Lim x _(+w _ g
b) L= x+00 xp1 | x4 A1 Tyt .17 449 T +0o0. (Ver Flgura 2'20)'
x x
T T 6] 40
-40 -30 -20 -10 &

10 2 /
/ - 20 /
10
0 ] L] L] 1
40 0 10 20 30 40

Figura 2.19 Figura 2.20
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274 47,10 7,10
_ Lim Yx®+7x+10 _ ILfm A _ Lim I 14+ +_5 Lim 7 . 10

x—+o0 x xX—+o0 x x—ot®m  x . x—+

=+/1+0+ 0 =1.(Ver Figura 2.21).

4.5
4

\
35 \\
\

3
25

5 L\
15 - N

e ——
1 — 3

0.5
0 T T T 1

Figura 2.21

7,10 10
x2 1+ x ’1+—
d)L— —_ Lim #— Lim I im 1+1+1_U
X——  x——co x X——o0 ——00 x | x2

= —y1+ 0 + 0 = —1. (Observar la Figura 2.22).
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Figura 2.22

L= M (T I -—x)= Mm (TR um 2 _Z_g

x—-too xX—+oo 1} 2+ 24+x x—>+no,fx2+ 24x oo

(Ver Figura 2.23).
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Figura 2.23

flL=_H™ (VxZ+2—x) = +o0+ 00 = 400

= x——o0
Ejemplo 2. Usando la observacién de los grados de numerador y denominador, calcular:

Lim 2x%+7x+5

a) L= - = 0, pues el °N=2, el °D=3, se cumple que el °N<°D, = L = 0.
_ Lim 2x%43x+5 2 ON — o — ON = © —=
b)L = X400 3571g051 — 3 PUES el°N=2,el°D=2,se cumpleque el °N=°D, = L = p
2
c)l= xﬂTm% = +00, pues el °N=2, el ° D=1, se cumple que el °N >°D, = L = +o0

Ejemplo 3. (PROBLEMA) Se invierte 5 000 délares al 12% de interés compuesto
semestralmente, el capital tras t afios es dado por A(t) = 5000(1,06)?¢.
a) Calcular el capital A luego de 1 afio. b) Calcular el capital A al término de 2 afios.
c) Calcular el capital A tras 5 afios. d) Calcular el capital A después de 10 aiios.
e) Calcular el capital A luege de 20 afios. f) Hallar e interpretar A = i:I_.'f_|r_1;lu A(t)

Solucion.

Recordemos que el interés compuesto se obtiene por la experiencia de los bancarios segin la

nt
siguiente relacion: A(t) =P - (1 + %) , donde P es el capital invertido; 7, la tasa anual de

interés n veces al afio; t dado en afios; y 4 es la cantidad acumulada tras n afios.

Para el presente problema, la relacién es dada por A(t) = 5000(1,06)%a) A(1) =
5000 (1,06)>™ = 5 618 dblares.

b) A(2) = 5 000 (1,06)%® = 6 312,38488 dblares.

c) A(5) = 5000 (1,06)3%) = 8 954,2384 délares.

d) A(10) = 5000 (1,06)%2(19 = 16 035,6773 délares.
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e) A(20) = 5000 (1,06)%>(% = 51 428,5896 délares.
f)A=_H" A) = L™ [5000(1,06)%] = +, la cantidad acumulada es muy grande.

-+ t-+o0

Lo que se grafica a continuacidn:

60000
50000 /
40000

30000 /
20000 /

10000 //

0 5 10 15 20 25

Figura 2.24

2.7. LIMITES DE LA FORMA INDETERMINADA 1+®. OTROS LIMITES

Algunos limites requieren de un estudio particular sofisticado que use expresiones mas
adelantadas de la matemdtica, como por ejemplo las sucesiones infinitas a fin de ser
expresadas y asi sean demostrados sus resultados; es el caso de este limite que tiene al
nimero trascendente “e = 2,718281828 ..."” como protagonista.

X
TEOREMA. La funcién f(x) = (1 +£) tiene al limite “e” siendo e = 2,718281828 ... ,

. , . . i 1\*
cuando x se oriente al infinito, es decir, xl‘"“ (1 + ;) =e.

—+00

OBSERVACION 1.Si se hace el cambio de variable t = i se tiene x = %

; ; : ; 1., 1
Por otro lado, si x se orienta al infinito x — +c0, entonces o tiende a cero, == 0.

Por lo que el limite del teorema se transforma en ﬂ'f;(l +)/t =,

OBSERVACION 2. El limite anterior se puede extender al cilculo de limites de la forma

Lim

x_,xog(x) = 4o, entonces

indeterminada 1** del modo siguiente: Si xl‘_if;‘o fx)=1y

iy [f(x)]9®) = exlll.?o(f (x)-1)g(x)

X=X

En efecto, x‘f,’;‘o[f(x)]g(x) =-x’*_i”:o[1 + (f(x) — 1)]¢™

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

],,'-‘::,(f(x)-ncﬂ(x)

1 FE)-1)g(x)
=, -'xo {[1 + (f(x) — 1)]f(z)—1] {x—»x.,[l +(f(x) — 1)]f(x)—1

_ HBU@-Dgw)

Ejemplo 1. Calcular los siguientes limites:

Lf 1V _ . 1)5
a) L= x-a:-nuo (1 + ;) x—»Tno (1 + ) (1 + ;)
= Lim (1+1)x_ Lim (1 +1)5—e.15 =e
X, x -

x—+00 x—+00

byL=4m (142) <[ 2m (142 <pepp = 2

Lim (x+3\*+3 _ Lim 243 x+3 _ Lim 4 \X13
L= e Tl) T x40 (1 T 1) T x40 E)
21377 (*¥+3) L P S
_ Lim EAY _| iim 4\ _ MM a3y e-1) _ 4
= x4 {(1 + x_]_) } - {x—r+oo (1 + x—-1) } ek =R

3 3
Lim 3secx _ Lim 1 VX _[im 1\ s
dL=_ (1+Cosx PR n{(lﬁ'@) _x-r%'(l-l- ) =e

Xy Secx

e) L = bm ImEHO) _ Lim 259 4 kx) = H™ Ln (1 + ka) /=

x-0 x x—>0

x—-0

=Ln (™ [(1 + k)] } =Ln (X)=k - (Lne) = k

HL= i‘i_’:; ”-1 Se desarrolla haciendo un cambio de variable.
x

Seae* —1 =tentoncese* =t + 1,ademassix > 0=>t - 0.

Aplicamos Ln para despejar x:

In(e*)=ILn(t+1) - xlne=Ln(t+1) - x=In(t+1)

Lime*-1 _pm __t _Lim__1 _Lm__ 1
En el limite ;7 ——="¢ In(e+1) =0 InEH) = 150 In(e+1)1/tE
t

1 1

I.1r;|t_,,‘,(a:+1)1/t TIne
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X _
Ejercicio. Calcular el siguiente limite: L = f_’)’:’)aTl, a > 0.Respuesta: L = ILna

Lim 3%¥-2* — Lim 3 —1-2%41 — Lim 3%-1 _ Lim 2¥-1
x-20 x x-0 x x-0 x x-0 x

Ejemplo 2 Calcular L =

=Ln3—Ln2=Ln(3/2)

2.8. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES REALES. CONTINUIDAD PUNTUAL

INTRODUCCION . Literalmente una funcién y = f(x) es continua en su dominio, cuando
para cada valor x del dominio existe un valor y en la imagen; por otro lado, no sera continua
cuando existe algin valor x en el dominio para el cual la funcién no esti definida o hay un
salto finito o infinito en la imagen, o este es indeterminado.

DEFINICION . (Continuidad en un punto). Sea f: IcR — R una funcién real que est4 definida
sobre el intervalo abierto [ de niimeros reales que contiene al punto x;. Se dice que f es

continua en x, si cumple con la igualdad: xf‘_i)’;"o f(x) = f(x)

OBSERVACION. Viendo esta definicién por separado se dird que una funcién f:IcR — R es
continua en el punto x, € I si cumple estas tres condiciones:

i) Existe f el punto x;: Existe f(xg)

. . P . Lim
ii) Existe el limite cuando x — x;: Existe X% f(x)

; 3 Lf
iii) Los dos resultados anteriores son iguales: x—::o fx) = flxp)

2 +2,x<0
Ejemplo 1. ;Seri la funcién f(x) = {25enx %50 continua en x, = 0?
x ’

Solucidn. A fin de determinar que sea continua, esta debe cumplir lo siguiente: Lim flx) =

x-x)
£ (x0).
Para la existencia del limite, los limites laterales por la derecha e izquierda deben ser iguales.
Veamos:
i) Existe f(xp) = f(0) = 2.

Lim

ii) Debe existir P f(x). Para este tipo de funciones se usara limites laterales:

Por laizquierdade xg = 0: M™ f(x) = Y™ fx)= MM (x2 4 2) =2,

XXy x—0" x>0~

L Lf Lim 2Senx
Por la derecha de x, = 0: x_,’;‘g f)= o fx) =0+ — =2,
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. . C P . Lim
Esto significa que el limite existe: " f(x) = 2.

iii) Se cumple que ™ f(x) = 2 = £(0).

x-0

x2+2,x<0

Por tanto, la funcién f(x) = {z Senx o €S continua en x, = 0.
x )

EJEMPLO DE APLICACION. Durante una cirugia a corazén abierto, este se enfria para
retardar su comportamiento normal. En la figura adjunta se muestra el flujo de sangre de
cierto paciente a medida que se enfriaba su corazdn. El hueco en la grafica (para t, = 2)
representa un momento en que, por razones fuera de control, no se registré dato alguno.

1.2
1

0.8 \

0.6 \

\
0.4
0.2
O T T T T 1
0 1 2 3 4 5
Figura 2.25

a) Hallar el limite de f(t) =1 — %, cuando t tiende a 2, donde y = f(t) representa el flujo de

sangre a t grados, inferior a la temperatura normal del cuerpo (ver figura anterior).

Rpta. f(2) = % = 0,5 es el flujo sanguineo cuando la temperatura baja 2 grados desde la

temperatura normal del cuerpo.
b) ¢Es f continuaen t = 2?
Rpta. No lo es, pues y = f(t) no estd definida para t = 2.

¢) El hueco en la grafica ocurre cuando hay una catastrofe, como por ejemplo una falla
mecanica.

2.9. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

Sean f:IcR - R y g:IcR — R funciones reales definidas en el intervalo abierto I, para las
funciones f y g continuas en el punto x, € [ y siendo k un numero real, se concluye que
también son continuas en x, las siguientes funciones:
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i) Suma (f + g)(x) i) Diferencia (f — g)(x)
iif) Producto (f - g){(x) iv) Cociente (f/g)(x), con
gx)=0

v) Producto por un escalar (k- f)(x)

Ejemplo 1. La funcién f(x) = x? — 2x es continua en x; = 1 y la funcién g(x) = 2 + 5x es
continua en x, = 1, entonces la funcién suma (f + g)(x) = x? + 3x + 2 también es continua
en el punto x; = 1. En efecto:

i) La funci6én f(x) = x? — 2x es continua en x, = 1 si cumple lo siguiente:
i) Existe f(xy) = f(1) = —-1.

ii) Debe existir ;'_I::o fx)= ﬂﬂi flx) = ;‘iﬁ(xz —2x) =-1,

iii) Se cumple que 5™ f(x) = —1 = £(1).

x-1

Por lo tanto, la funcién y = f(x) es continua en x, = 1.
ii) La funcién g(x) = 2 + 5x es continua en x;, = 1 si cumple estos requisitos:

i) Existe g(x;) = g(1) = 7.

ii) Debe existir xL_I,’:O g(x) = i‘i_’,’; g(x) = f_’:;(z +5x)=7,

iii} Se cumple que X™ g(x) = 7 = g(1).

x-1

En consecuencia, la funcién y = g(x) es continuaen x, = 1.

iii) Entonces la funcién suma (f + g)(x) = x + 3x + 2 es continua en x, = 1 si se dan las
siguientes condiciones:

i) Existe (f + g)(x3) = (f + g)(1) = 6.

ii) Debe existir “™ (f + g)(x) = "™ (f + @)(x) = ™ (x2 +3x +2) = 6,

XXy x—1 x—1

iii} Se cumple que i‘ij’;(f +g)x)=6=( +g)(1).

Por ende, la funcién suma y = (f + g)(x) es continua en x, = 1. Esto se observa en la Figura
2.26.
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F+g)=x2+2x+2
- / g(x) =2+ 5x
» / F(x)=x2 —2x

A

[«

Figura 2.26

Ejemplo 2. La funcién f(x) = vx — 1 es continua en x, = 5, entonces la funcién producto

por el escalar k = 2, (2f)(x) = 2vx — 1 también es continua en el punto x, = 5. En seguida
se muestra que si se cumple:

i) La funcién f(x) = vx — 1 es continua en x; = 5 si satisface estas condiciones:
i) Existe f(xy) = f(5) = 2.

ii) Debe existir “™ f(x)= Y™ fx) = MMy —1 =2,

X—=Xg x5 x—5

iii) Se cumple que 2™ £(x) = 2 = £(5).

x5

Por lo tanto, la funcién y = f(x) es continua en x; = 5.

ii) La funcién producto por el escalar k = 2, (2f)(x) = 2vx — 1 es continua en x5 =5 si
cumple lo siguiente:

i) Existe (kf)(xp) = (2f)(5) = 4.
ii) Debe existir “™ (2)(x) = H™ 2 (x) = Hm(2vxr —1) =4,

X=Xy xX=-5 x-5

iii} Se cumple que Jf;f_’;';(Zf)(J\:) =4 = (2f)(5).

Entonces, la funcién producto por el escalar k = 2, y = (2f)(x) es continua en x; = 5.

Esto se precisa en la Figura 2.27.
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: @A) = 2vx - 1

5

4

3 f)=vx—1

2 /

1 v

0 . L] L] 1 ] ] 1
0 2 4 6 8 10 12

Figura 2.27

2.10. DISCONTINUIDAD EVITABLE E INEVITABLE

Sea f: IcR — R una funcidn real definida en el intervalo abierto |, se dice que la funcidén f es
discontinua en x,< 1, si y solo si f no es continua en x,; las discontinuidades pueden ser de
dos tipos:

i) Discontinuidad Evitable. Cuando f puede hacerse continua definiéndola o redefiniéndola

en xg; el valor de definicién o redefinicion es f(x) = ;'_f::o f(x).

ii) Discontinuidad Inevitable. Cuando aun definiéndola o redefiniéndola en x;, esta no se hace
continua, la funcién en este caso da un salto en x;.

Ejemplo 1. La funcién f(x) = x3 — 3x +6 es continua en el intervalo J = [—3; 3] como se
muestra en la Figura 2.28:

&,
\
[RiY
o

[RiY
un

Figura 2.28

Ejemplo 2. La funcién f(x) = % ne es continua en x; = 2, pues f(2) no estd definida; sin
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2_
embargo, se la puede hacer continua definiéndola en x; = 2 mediante f(2) = ;'i_’;';i—_z‘*
—Lf —
= x+2)=4.

xZ-4 =2
La funcién hecha continua (en todo R) quedara definida por f(x) = {x—z ¢ BRE T8
2,5ix=2

4x2-2x

Ejercicio. Higase continua a la funcién f(x) = definiéndola en su punto de

discontinuidad.

EJEMPLO DE APLICACION. La poblacién de ciertos peces cambia cuando un contaminante
quimico cae repentinamente en un lago. Supéngase que la poblacién piscicola P(t) {en miles)
en el tiempo t (en dias), tanto antes como después del accidente, se modela por

1/2

6(1:';::5) 0=t<S

6(1:2-':-25)1/3 t>5

P(t) =

Analice la discontinuidad en £ = 5, cuando ocurrié el derrame. Haga célculos parat =3, t =
4,t = 6,t = 8, luego compare e interprete.

Solucion.

Lim o (tz—+5)1/2 =

El limi r la izquier s
te por la izquierdaes ,* pr——

1/3
El limite por la derecha es x’fg,, 6 ( tzizs) = 2,785.

Esto quiere decir que la poblacién de peces decae stibitamente en t = 5 dias de 3 000 a 2
785; en consecuencia, murieron 215 peces. La grafica correspondiente se muestra en la
Figura 2.29.

3.5

3
25 N\ /

2

15

1

0.5

Figura 2.29
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En seguida se calcula la cantidad de peces para otros tiempos.

Parat = 3,P(3) = 2479 Parat =4,P(4) = 2735
Parat =5, P(5) = 3000 Parat =6,P(6) =2769
Parat =8,P(8) = 2687

Observamos que la poblacion venia creciendo hasta cuando t = 5, en el que alcanzé los 3 000
peces y luego del accidente, la poblacién empieza a disminuir.

2.11. DOMINIO DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION REAL. CONTINUIDAD POR INTERVALOS

CONTINUIDAD POR INTERVALO. Sea f:IcR — R una funcién real definida en el intervalo
abierto I, la funcién f(x) es continua sobre el intervalo abierto I = {a; b} de niimeros reales,
si f(x) es continua en cada punto del intervale /. La funcidn f es discontinua si ella no es
continua en algin valor x de 1.

Ejemplo 1. Son modelos de funciones continuas por intervalo los siguientes:
i) Funcién lineal: f(x) = mx + b, continua en todo R.
ii) Funcién polinémica: F(x) = apx™ + ap1x™ 1 + -+ ayx? + ayx+a,

o N

donde a,,, a,_1, @53, ..., a3, a4, @y SON NUMeros reales con a,=0 y “n” es un nimero entero
positivo por el cual el polinomio es de grado n. Es continua en todo R.

iii) Son también continuas en todo R la funcién constante f(x) = C, € =constante; y, la
funcién valor absoluto f(x) = [x].

Ejemplo 2. Funciones continuas en sus dominios:

i) Si f(x) =x%2—3x+4 es continua en Dom(f) =R y g(x) = |2x — 3| es continua en
Dom(g) = R, entonces:

La funcién suma (f+ g)(x) =x*—3x+4 + |2x—3| es continua en Dom(f +g) =
RNnR=R.

i) Si f(x) =%+ 2x—3 es continua en Dom(f) =R y f(x) = V9 —xZ es continua en
Dom(g) = [—3; 3], entonces:

- . f _ x%42x-3 ‘ _ _
La funci6n cociente (;) (x) = ——=es continua en Dom(f/g) = RN[-3;3] = [-3;13].

Jo-22

Ejemplo 3. Hallar el dominio de continuidad de las siguientes funciones:
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D f(x) =2 +x—+x La funcién f tiene dos partes:

Primero, la funcién polinémica x? + x es continua en todo R ; segundo, la funcién radical vx,
es continua en el intervalo [0; +); entonces, la funcién f(x) = x2 + x —+/x es continua en el
intervalo interseccién I = Don(f) = R [0; +0) = [0; +oo).

ii) f(x) = :sz - % La funcién f tiene dos partes:

Por un lado, la funcion racional ﬁ es continua en todo R — {3}; por otro, la funcién radical

“:TT) es continua en el intervalo [—2; 0] w(1; +), que resulta de la condicién % = 0.

x—3

siguiente: I = Don(f) = (R—{3PDN([—2; 0] v{1;+x))

.2 2x x(x+2 . . . .z
Entonces toda la funcion f(x) =—— }% es continua en el intervalo intersecciéon

I = [—2;0]u{1;+o) — {3}.

CONTINUIDAD EN INTERVALO CERRADO.

Sea f: IcR — R una funcidn real continua sobre el intervalo cerrado I = [a, b] de nimeros
reales si f(x) es continua en cada punto de abierto I = {a; b) y ademas:

a) f es continua por la derecha en a, es decir, existe f(a) = ;f;ﬂ, f(x).

b) f es continua por la izquierda en b, es decir, existe f(b) = xli';‘_ f(x).

Ejemplo 4. La funcién f(x) =x? —2x—+/x es continua en el intervalo abierto I =
{0; 16) y también lo es en el intervalo cerrado I = [0; 16], pues existen los limites laterales
como se ven a continuacidn:

a) f es continua por la derecha en a = 0, esto significa que existe f(0) = xL_‘,’(’,‘J, f(x)

= Lim (x2—2x—+x)=0.

— x—0t

b) f es continua por la izquierda en b = 16, es decir, existe f(16) = xbe;‘ fix)

= MM (%2 - 2x — x) = 220.

~ x-16~

Lo anterior muestra que la funcién es continua en el intervalo cerrado I = [0;16]. (Ver
Figuras 2.30y 2.31).

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES
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Figura 2.30 Figura 2.31

TEOREMAS ESPECIALES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

LA CONTINUIDAD EN SUB-INTERVALO. Si una funcién y = f(x) es continua en su dominio
tedrico Dom(f), entonces formalmente se espera que también sea continua en cualquier
subintervale JcDom(f).

DEFINICION. Sea f:IcR - R una funcién real definida en el intervalo abierto I, si f es
continua en [ y el intervalo I, entonces f es continua en J.

Ejemplo 5. La funcién f(x) =v2x + 6 es continua en el intervalo Dom(f) = [—3; +o),
entonces dicha funcién sera continua en el intervalo J = (0; 25).

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO. Si f:IcR — R una funcién real continua en el
intervalo cerrado I = [a; b], si f(a) < f(b) y k es un niimero real tal que f{a) < k < f(b),
entonces existe (al menos) un valor x, € (a; b) tal que k = f(xg).

Ejemplo 6. Considere la altura de una persona. Si un nifio mide 150 cm los 13 afios y 170
cm al cumplir 14, entonces en algin momento intermedio midié 160 cm. Lo cual parece
razonable si pensamos que la persona crece de forma continua sin dar saltos bruscos en el
crecimiento.

Ejemplo 7. Sea la funcién f(x) = (x — 2)? continua en el intervalo I = [2; 6], como f(2) <
f(6) seak = 4, encuentre el valor x, € [2; 6] para el cual f(x,) = 4.

Se tiene que f(xg) =4 — (% —2)2 =4 — x5 — 2 = +2; sin embargo, como el intervalo
dadoesI = [2;6],entonces xg —2=2 > x5 = 4.

Esto también se observa en la Figura 2.32.
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Figura 2.32

TEOREMA DEL CERO. Si f:IcR — R una funcion real continua en el intervalo cerrado I =
[a; b] ysi f(a) y f(b) tienen signos opuestos; en consecuencia, existe un valor x; € (a; b) tal

que f (o) =0.

Ejemplo 8. La funcién f(x) = 4 — x? continua en el intervalo I = [0; 4], como f(0) =4 > 0
y f(4) = —12 < 0 tienen signos diferentes, por lo que existe el valor x, € [0; 4] para el cual

f{x) =0.

En efecto, 4 —x2 =0 — x? =4 — x = 12; sin embargo, como el intervalo es I = [0;4],
entonces x = 2, para lo cual se cumple f(2) = 0. (Ver Figura 2.33).

O N b O

Figura 2.33

TEOREMA DEL VALOR MINIMO Y DEL VALOR MAXIMO.

DEFINICION (MINIMO). Si J es un conjunto contenido en el dominio de la funcién f,
Dom(f) entonces se dice que f tiene un valor minimo sobre [ de existir un valor x, € J tal
que f(xp) < f(x) paratodo x € J.

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

DEFINICION (MAXIMO). Si J es un conjunto contenido en el dominio de la funcién f,
Dom(f) entonces se dice que f tiene un valor maximo sobre J de existir un valor x, € J tal
que f(xg) = f(x) paratodox € J.

TEOREMA. Sea f:IcR — R una funcién real continua en el intervalo cerrado I = [a; b]; en
consecuencia, f tiene un valor minimo y un valor miximo sobre I = [a; b].

Ejemplo 9. La funcién (x) = x> — 2x + 2 es continua en el intervalo cerrado Dom(f) =
[—3; 3], por lo que dicha funcién tiene su valor minimo m = f(—3) = —19 y su valor maximo
M = f(3) = 23. (Ver Figura 2.34).

20 /’
T \/

1
s
1
}‘
=1
™) L«
O
N-
F .

Figura 2.34

Ejemplo 10. La funcién (x) = x2 — x — 2 es continua en el intervalo cerrado Dom(f) =
[-2;5], por ende, dicha funcién tiene su valor minimo m = f(0,5) = —2,25 y su valor
maximo M = f(5) = 18. Lo que se grafica en la Figura 2.35.
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Figura 2.35
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FORMAS INDETERMINADAS ESPECIALES.

Ejemplo 1. Siendo f(x) = 4x — x2, caleular F(x) = ,Il"_',’:, w
Solucion.

+h)—
F(x) = ;{1:; flx Ii f(x)

_ Lim [#xtR)-(x+h)?]-[4x—x%] _ ppm 4x+d4h—x®—2xh—h?—ax+x?® _ [in Ah—2xh—h?
~ h-0 h ~ h—0 h ~ o0 h

_ Lim R(4-2x-h) _ If _
—h_':; T—-h_':; (4—2x—h)=4-2x.

_ Lim f(x+ax)—f(x)

Ejemplo 2. Siendo f(x) = x? + x, calcular F(x) = Pty e

Solucion.

F(x) = Lm flx+8x)—F(x) _ rtm [(x+8x)2+(x+Ax)]—[x24x] rpm x®+2x(Ax)+(Ax)2+x+Ax—x2-x

— Ax-0 Ax TAx-0 Ax Ax—0 Ax

_ Lim 2x(Ax)+(Ax)2+Ax _ Lim Ax(2x+Ax+1) _ Lim _
= prso e = v g =prao2x +Ax+1) =2x + 1.

Ejemplo 3. Siendo f(x) = %, calcular F(x) = 1™ [Gethn)—f(x)

T x Ax—0 Ax
Solucion.
F(x) — Lim _ Lim 1 5 _i] — Lim i[ —5(Ax) _ Lim -5
Ax=0 T Ax—=0 Ax [(x+Ax)+1  x+1] T Ax20 Ax [ (xax+1)(x+1)] T AX-0 (xbAx+1)(x4+1)

_ -5 _ -5
T (x4+D)(x+1) ~ (x+1)?

Ejemplo 4. Siendo f(t) = V4t + 3, calcular F(t) = A?TOW

Solucion,

F@O) = Lim fQ+AD-F(8) _ Lim JA{EHAD+3—ATT3 _ [im J4(E+AD+3—ATT3 4(t+A)+3H/AET3

At-0 At At—0 At At—0 At JAEHAD)+3+VAEE3

_ Lim 4(t+A)+3-(44+3)  _ Lim 4At _ Lim 4 _ 4 _
A0 Ap( fa(t+A)+3+y8E+3) A0 Ae(fa(e+AD)+3+vaE+3) A0 [a(t+AD)+3+/3t43  VALT3H/ALE3
2

VAE+3

OBSERVACION. Estas formas indeterminadas servirin precisamente para definir la
derivada de una funcién real, tal como se vera mas adelante.
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2.12, LISTA DE E]JERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIOS DE LfMITES DE UNA FUNCION REAL.

1. Realice la gréfica de la funcién f(x) =% y calecule L =" f(x); L="1" ()

L=, @

x—8

2. Calcular los siguientes limites:

a) L = “m(10)

x—3
QL=1"(x%+5x-11)

_ Lim x+4
X0 x24+2+3

e)L

g)L=£i_’,’;3Vx6+25x+9

3. Calcular los siguientes limites:

2
_ Lim x°-1
a)L= x--1 x41

Lim 9x2—1
c)L= _—
) x—>—% 3x+1

4. Calcular los siguientes limites:

im Vx+i-2 i xX+3—/3
a)L=le b)L=le \/_
X3 x=3 x—0 x

5. Calcular los siguientes limites:

3-2x—3x2
a) L = Lim
X100 §4x—gx2

Lim 3-x-3x%
X—=+00 443x—9x2

olL=
6. Calcular los siguientes limites:

a)L = Lim (L

x-37 \x—3

OL=27 2]

x=0 x—6

b) L = M (%2 — 4x + 15)

x—r4

d) L = Lme2 _ 2)3(4x — 12)2

x—2
_ Lim 7]
)L =T Vx2+15
imf(1 1
b)L= " A—x 4)

dL= Lfm( x-1 )

X1 \xZ-2x+1

b) L= Lim 3x5-2x3-3x
X——00 5x542x2-0x

Lim VxZ+4x+18

x+to0 gy

dL=

b)L= Lim L)

T x-3t \x—3

d)L= Ll’m[ -2 ]

x-1t [(x—1)2

EJERCICIOS SOBRE CONTINUIDAD DE UNA FUNCISN REAL.

1. Realice la grafica de las funciones dadas y determine si son continuas en el punto que se

indica:
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a)f(x) =|x+2[,enx, =2 b) f(x) =vx +4,enx; = 2.
-3

o) f(x)= h, enx, =3

2. Analice si las funciones dadas son continuas en el punto que se indica:

x*+1, x<1

1+%, x<2
a)f(x)={x+2x>1' 2

,enxg = 2.
4 —x,x > 2

enx, = 1. b)f(x)={

3. Hallar el dominio de continuidad de las siguientes funciones:

)fG)=22+10x—25 b)f()=V6—x @) =
D=2 9@ =In(tx-2) D f()=Cos(2x)
) fx) = 2* h) £(x) =22

4. Hay dos tipos de discontinuidad; de dos ejemplos, uno es de discontinuidad esencial y el
otro de discontinuidad evitable. Para este iiltimo caso, hacerla continua.
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CAPITULO I1I

DERIVADA DE LAS FUNCIONES REALES
CONTENIDO
3.1. Génesis de la derivada. Definicién de la derivada de una funcién real.
3.2. Problemas clasicos que requieren derivada. La derivada como razén de cambio.
3.3. Pendiente y recta tangente y recta normal a una curva.
3.4. Obtencién de algunas reglas usando la definicién de derivada. Reglas de derivacion.
3.5. Calculo de la derivada de diversas funciones reales.
3.6. Laregla de la cadena o derivada de funciones compuestas.
3.7. Derivadas de orden superior.
3.8. Derivacién implicita.
3.9. Incremento y diferencial de una funcién real.

3.10. Lista de ejercicios propuestos.

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

3.1. GENESIS DE LA DERIVADA. DEFINICI6N DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIGN REAL
GENESIS DE LA DERIVADA.

La derivada de una funcitén real y = f(x) es un concepto matematico que surge con el
planteamiento de dos problemas clasicos: “la blisqueda de la velocidad de un mévil en cada
punto de su recorride” y “la biisqueda de la tangente a una curva”; en esencia, ambos
problemas tienen el mismo cbjetivo: la blisqueda de la variacién de una magnitud con
respecto a otra.

La precisién de la idea de limite ayuda en la resolucién de los problemas arriba mencionados,
introduciendo el concepto de derivada.

La forma en que aqui se presenta a la derivada, es haciendo uso del limite de las funciones
reales. Cabe resaltar que la idea de derivada surgi6 desde las aplicaciones y se la formalizd
tedricamente dindole un rigor matematico. Ahora en los textos se trata de retornar al primer
proceso, es decir, que se entienda el concepto de la derivada y luego usarla en diversas
aplicaciones.

El concepto de derivada tiene diversas interpretaciones, dependiendo del campo especifico
del conocimiento en el cual se esté empleando. Veamos un ejemplo aplicado al aprendizaje de
una persona.

Ejemplo 1. Al dejar caer un objeto, este alcanzard una distancia de S = 16¢? pies en t
segundos.

a) Hallar su velocidad promedio al cabo de 3 segundos.
b) Hallar la velocidad instantinea al cabo de 3 segundos.
Solucion.

a) La razén de cambio promedio (RCP) se calcula de la férmula “cociente de la distancia
recorrida del tiempo 1 al tiempo 2 entre la diferencia de los tiempos 1 y 2", es decir, RCP =

5@2)=5¢1) yeamos:
ta—t; )

5(3,5)-5(3) _ 52

De3a35  RCP ===

= 104 pies por segundo.

5(3.0-5(3) _ 976

De 3a3,1: RCP = 313 ria 96,7 pies por segundo.

5(3,01)-5(3) _ 0,9616

De3a3,01: RCP=
3,01-3 0,01

= 96,16 pies por segundo.

$(3,001)-5(3) __ 0,096016
3,001-3 0,001

De3a3,001: RCP = = 96,016 pies por segundo.

Todas estas son aproximaciones de la velocidad al cabo de tres segundos.
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b) La razon de cambio instantaneo (RCT) se obtendra de “llevar al limite el cociente de la
distancia recorrida del tiempo 1 al tiempo 2 entre la diferencia de los tiempos 1 y 2". Esto se
logra aplicando el concepto de limite a la funcién que modela este hecho.

Lim S(t)-S(t1)

La razén de cambio instantdneo es dada por RCI = ,°, ==—==, veamos:
1

RCJ = Lim S(O-S(t) _ Lim16t—144 _ Lim 16(¢t=3)(t43) _ Lim

Tty -y t-»3 -3  t—3 t—3 t-3
que es la velocidad cuando t = 3 segundos.

16(t + 3) = 96 pies por segundo;

Ejemplo 2. Cierta persona que aprende a digitar un tecladotiene una mejora que se modela

%), con 3 <t < 10; donde N(t) es el

niimero de palabras por minuto y “t” es el tiempo de aprendizaje en semanas.

aproximadamente con la funcién real N(t) = 60 (1 ==

a) Calcular la razén de cambio promedio {velocidad promedio) del niimero de palabras por
minuto para un cambio en el tiempo de 4 a 6 semanas; de4 a 5;de4a4,5;de4a42;de4a
4,1y asi sucesivamente acercindose cadavezmiasa t = 4.

b) Calcular la razén de cambio instantineo (velocidad instantinea) para cuando t =4
semanas.

Solucion.

a) La razén de cambio promedic (RCP) se calcula de la formula “cociente de las palabras

aprendidas desde el tiempo 1 al tiempo 2 entre la diferencia de los tiempos 1 y 2", es decir,
RCP = N(ez) N(Ey) Veamos:
tz—ty )

De4aé: RCP = % = b palabras por minuto, por semana.

Significa que al pasar de la semana 4 a la 6, la persona aprende a una velocidad de 5 palabras
por minuto cada semana, en promedio.

Dedab: RCP = 6 palabras por minuto, por semana.
De 4 a 4,5: RCP = 6,66 palabras por minuto, por semana.
De 4 a4,2: RCP = 7,14 palabras por minuto, por semana.
De 4 a4,1: RCP =17,32 palabras por minuto, por semana.

De estos cdlculos se deduce que cuanto mids cerca se estd de t =4, la velocidad de
aprendizaje se aproxima a 7,5 palabras por minuto, cada semana.

b) La razén de cambio instantineo (RCJ) se obtendri de “llevar al limite el cociente de la
diferencia de la cantidad de palabras aprendidas desde el tiempo t hasta el tiempo 1 fijo entre
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la diferencia del tiempo t y tiempo 1”. Esto se logra aplicando el concepto de limite a la
funcién que modela este hecho, el cual se calcula de dos formas:
Lim N(t)—N(t)

(i) La razén de cambio instantaneo es dada por RCI = /|, ———, veamos:
1ty

RCI = Lim N(£)-N(t1) Lim 50(1_ %)_30 , Lim 30

] e 7,5 palabras por minuto, por semana; se trat

de la velocidad cuando t =4 semanas, exactamente al finalizar la cuarta semana de
aprendizaje.

(ii) Una forma equivalente del anterior limite se obtiene haciendo que la diferencia h =t — ¢,
se oriente a cero en el limite, del modo siguiente:

RCI = Lim NE+R)-NGE) _ Lim 60(1- 535)-60(1-3) _ Lim 1( 0— 120)
= hoo h = k-0 h T ho0 p 4+h

_ Lim 1(120+30h—120) _ Iim 1(301:) _ Lim ( ) ~75
T ho0p 4+h T ho0 g \4+n/ T h-0 \44h

Este tltimo limite, o su equivalente, serd precisamente la definicion de la derivada de una
funcidn real.

DEFINICION DE DERIVADA DE UNA FUNCION REAL. La derivada de una funcién real de

variable real f: IcR — R definida en el intervalo /, en el punto de acumulacién x € [ es dada

por otra funciéon que se denota por f %) dj;ix) =

Lim f(x+h)—F(x)
h—0 h

y es planteada mediante el limite

, siempre que este limite exista.

f()

El dominio de la funcién derivada === es el conjunto de valores “x” del Dom(f) para los

cuales el limite anterior existe.

OBSERVACION 1.Sobre la derivada de una funcién real se puede sefialar lo siguiente:

i) Otras formas de denotar la derivada son %(x), D.f(x), Dy, ¥, f'(x).

Lim f(x+h)—f(x)

Una de las notaciones més usada es y' = f'(x). Es decir, f'(x) =50 .

ii) Una funcién f:IcR — R se dice derivable en “x € I”, cuando existe su derivada en ese x €
L

iii) Cuando la derivada se estima en un valor de x;, se obtiene un nimero real f'(x;) =

fl'i_’f; m, el cual se interpreta de acuerdo al campo en donde se esté aplicando.

iv) El proceso de hallar la derivada es llamado derivacion.

v) Se dice que una funcién y = f(x) es derivable en un intervalo I, silo es en cada valor x € I.
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OBSERVACION 2. Sobre una funcién y su derivada se puede decir lo siguiente:

i) En las aplicaciones una funcidén real y = f(x) sirve para describir un hecho, un suceso o
para representar una magnitud.

ii) La derivada de dicha funcién real y' = f'(x) sirve para describir la variacidn de dicho
hecho, suceso o magnitud con respecto a la variable x.

iii) Cuando el valor de la derivada es positivo (+), quiere decir que la magnitud esta
aumentando, y cuando es negativo (—) significa que la cantidad esta disminuyendo.

Ejemplo 1. Aplicando la definicién con el limite, hallar la derivada de la funcién f(x) =
x% — 4x,luego evaluarla en x, = 4.

Sofucién. Aplicando la definicién:

F(x) = Lim [xA)7C) _ Lim [Ceth)?—a(xth)]—[x2—4x] _ Lim x2+2xh+h?—dx—ah—x®+4x
h—0 h h—0 R h—0 h

_ Lim 2xh+h®*—gh _ [fm h(2x+h—4) _ Lim R T
~h-0 h ) h ~ ho0 (2x +h—4)=2x—4.

Es decir, la derivada de la funcién real f(x) = x2? — 4x eslafuncién f'(x) = 2x — 4.

Al evaluar la derivada para x, = 4, se obtiene f'(4) = 2(4) -4 =4.

Ejemplo 2. (PROBLEMA) La funcién P(t) = 55t — 0,1t mide la cantidad de toneladas de
cobre que una minera produce al cabo de t horas de operacion. Calcular e interpretar P(3) y
P'(3).

Solucion. Siendo P(t) = 55t — 0,1t3, entonces la derivada sera:

P'(t) = Lim P(t+R)—P(t) _ Lim 55{t+h)—0,1(t+h)%—(55t—0,1t%)
(t) = h-0 h = hoo 3

__ Lim 55t+55h—0,1(t3 +3tZR+3th?+h3)-55t+0,1t3 _ jim 55t+55h—0,1¢3—0,3t2h—0,3th?—0,1h% —55¢40,1t3
~ h-0 h ] h

_ Lim 55h—0,3t2h—03th?—0,1h3 _ Lim h(55-0,3t—0,3th—0,1h%) _ 55 — 0,3t2
~ -0 h ~ R0 h - :

Esto significa que la derivada resulta P'(t) = 55 — 0,3t2.
Luego, P(3) = 55(3) — 0,1(3)2 = 162,3 toneladas (cantidad producida).
P'(3) = 55 — 0,3(3)% = 52,3 toneladas por hora (velocidad de produccién).

Lo cual quiere decir que a la tercera hora de operacion, se ha producido 162,3 toneladas de
cobre y aumenta a una velocidad de 52,3 toneladas por hora.
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OBSERVACION. Mis adelante se usarin reglas para derivar las funciones reales de forma
mas rapida, dichas reglas se pueden obtener desde la definicién de derivada con limites.

3.2. PROBLEMAS CLASICOS QUE REQUIEREN DE LA DERIVADA. LA DERIVADA COMO RAZON
DE CAMBIO

INTERPRETACIONES DE LA DERIVADA.

Dependiendo del campo en donde se esté aplicando, la derivada de una funcién se puede
interpretar de diversas formas: Razén de cambio, rapidez, velocidad instantinea, pendiente
de una recta tangente, tasa de crecimiento, variacion...

PROBLEMAS CLASICOS QUE REQUIEREN DE LA DERIVADA.
Problema 1. Pendiente de una recta tangente.

) Una curva suave es aquella representada por una funcién real f:IcR — R que admite
derivada continua en cada punto del intervalo abierto I = (a; b).

ii) La pendiente m de la recta tangente Ly en el punto (x,; ¥4) de una curva representada por
la funcion real y = f(x) es dada por la derivada de dicha funcién evaluada en la abscisa x,; es

decir, m = % o m = f'(xp).

Este hecho se logra al tomar la pendiente de una recta secante m = % a una curva
1=4%0

suave representada por la funcién real y = f(x) que pasa por los puntos (xg; f(x5)) ¥
(x1; f(x1)) y luego aplicar el limite cuando x, — x,, entonces se consigue obtener la
pendiente de la recta tangente en el punto (x,; f(x,)), esto es,m = f'(xg).

iii) La recta tangente en el punto (xy; y,) es dada por la siguiente ecuacion: Lr:y —y, =
m(x — xp)
Ejemplo 1. Hallar la pendiente de la recta tangente en el punto (2;y,) de la curva

representada por la funcién f(x) = V6 — x.

Solucion. Se debe hallar la derivada de la funcién f(x) = V6 — x.

f’(x) _ Lim flx+h)—f(x) _ Lim iﬁ (x'”") _x \fﬁ (x+h —v6—x '\/5 (x+h)+v6—x
v e

_ Lim —h _ Lim -1 ___1
TR0 g (Je-(xtm)+E—x) R0 [fe—(x+R)+/E—x 2V6-x

1
2+/6—x

Es decir, f'(x) = —

La pendiente solicitada es m = aeE . - 1
dx 2/6-2 4
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También f(2) = v6 — 2 = 2, es decir, y, = 2
La recta tangente esdadapor Ly:y —y; = m(x —xp),siendoxy =2,y =2, ym=—=

Lyy—2= —%(x -2) ] Lpiy= —%x + g (Ver Figura 3.1.).

-3

w
[¥,]

w

N

'
[t}
H
/ ,
-4

fov ]
[4,] =

-4

Figura 3.1

Problema 2. Velocidad de un movil,

Ejemplo 2. (PROBLEMA) La velocidad de un automévil que arranca del reposo es dada por

V() =100

sene conV medida en metros por segundo y ¢ el tiempo en segundos. Hallar:

a) Velocidad y aceleracion luego de 1 segundo.
b) Velocidad y aceleracién a los 5 segundos.
¢) Velocidad y aceleracidn tras 10 segundos.

d) Velocidad y aceleracion después de 20 segundos.

e) Calcular e interpretarV =, f‘ffw V(t)

f) Calcular einterpretar 4 = tf_’l_"wA(t)

Solucion.

dv(t) _ 1500

La aceleracién se obtiene como la derivada de la funcién velocidad: A(t) = . GirisP

100 _ 1500 1500
a) V(1) =22 = 58823 m/s. AQ) = G5 =5 = 51903 m/s.
500 1500 1500
b) V(S) = =20m /S A(S) m oz 2,4 m/sz.
1000 1500 1500
C) V(].O) — = 28,5714 m/s. A(].O) m =122 - 1,2244 m/sz
d) V(20) = 2 = 36,3636 m/s. A(20) = 220 1509 _ 4958 m/s2,

(a0+15)Z _ 3025
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eV = Lim 200t _ Lim (10;15) =50m/s.

T totop415  totoo| 5 18
t

Significa que a medida que el tiempo crece ilimitadamente, la velocidad aumenta y tiende

hasta 50 m/s, como maximo. (Ver Figura 3.2).

NA= Lim ( 1500
i—+oo \ (2r+15)?

= 0 m/s2.

Lo cual denota que en tanto el tiempo crece ilimitadamente, la aceleracién disminuye y tiende

a cero. (Ver Figura 3.3.).

40 8

30 / 6

20 / 4

10 / 2 \
\_)

0 1 1 1 O L 1 L] T 1
0 10 20 30 0 3 10 15 20 25

Figura 3.2 Figura 3.3

LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO.

Generalmente involucra problemas en donde hay hechos o sucesos que cambian conforme
pasa el tiempo.

Para un suceso descrito por la funcién real y = f(x), sean los instantes x, v x4 =%y +h,
entonces se tiene lo siguiente:

a) Larazén de cambio promedio (RCP) del suceso descrito por la funcién y = f(x), entre los
f(x1)—f(xg)

instantes x, y x; es dada por RCP =
X1—Xg

b) La razén de cambio instantineo (RCI) del suceso descrito por la funcién y = f(x), en
cualquier instante x es dada por la derivada de f, asi: RCI = f'(x)

¢) La razén de cambio instantdneo (RCI) del suceso descrito por la funcién y = f(x), en el
instante fijo x, es dada por la derivada de f evaluada en el punto x,, asi: RCI = f'(x,)

Ejemplo 1. Se mide durante dos horas la concentracién de medicamento en la sangre de un
paciente, para lo cual se efectlia medidas cada 10 minutos. Las concentraciones son
presentadas en la siguiente tabla:

t |0|/10|20|30(40(50(60| 70 | 80 | 90 [100 (110|120
C(t)|0| 2 |17|37|55|73(89|103|111|113|113|103| 68
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Donde t es el tiempo en minutos y € es la concentracién en miligramos por minuto. Hallar la
razén de cambio media de la concentracién entre los instantes dados:

Solucion.

Calculemos la razén de cambio promedio para cada caso que se pide:

c{t;)—-C(t 17-2
a)Parat; =10yt, =20 =  RCP= ‘:z_tl( =272 _1,5 mg/m.
b)Parat, =40yt, =50 =  RCP =S822CC) T35 ) g o/m.

ta—ty 50—40

_ C(t2)=C(ty) _103-89

c)Parat; =60yt; =70 = RCP t—t, 70—60

=1,4 mg/m.

_ _ _ C(tz)-C(ty) _ 68-103 _
d) Parat, =110yt; =120 = RCP = facits i 3,5 mg/m.

En los tres primeros resultados observamos que la concentracién de medicamento estd
aumentando (signo +); mientras que en el cuarto resultado la concentracién disminuye

(signo -).

Ejempio 2. Un modelo que relaciona aproximadamente el peso de una persona promedio
con su altura es W(t) = 0,0005t2, donde W es el peso en libras y “t” es la altura en pulgadas.

a) Calcular la razén de cambic promedio del peso W para un cambio de alturade t; =60y
t; = 70 pulgadas.

b) Calcular la razén de cambio instantineo del peso W con respecto a la altura “t” en t;, = 60
pulgadas.

Solucion.

a) Si t; =60 pulgadas, entonces W(t;) = 0,0005(60)* = 108 libras; significa que una
persona con 60 pulgadas de talla va a tener un peso de 108 libras.

Si t, = 70 pulgadas, entonces W(t,) = 0,0005(70)3 = 171,5 libras, lo cual implica que una
persona con 70 pulgadas de talla va a tener un peso de 171,5 libras.

W(t2)-W(t 171,5-108
( 2) ( 1) — — 6,35
ta—ty 70—60

Entonces la razén de cambio promedio es RCP =

libras/pulgada. (Ver Figura 3.4).
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Figura 3.4

b) Con el objetivo de calcular la razén de cambio instantaneo del peso W, necesitamos la
derivada de la funcién W: W'(t) = 0,0015 ¢2

Por tanto, la razén de cambio instantineo para una talla de 60 pulgadas sera dada por
W'(60) = 0,0015 (60)2 = 5,4 libras/pulgada.

Esto implica que si una persona con una talla de 60 pulgadas aumenta su medida en una
unidad, entonces su peso se incrementard en 5,4 libras por pulgada. (Ver Figura 3.5).
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Figura 3.5

Ejemplo 3. Un centro de idiomas encontré que una persona promedio aprende N frases en
t horas continuas, calculadas aproximadamente con la férmula N(t) = 14t —t%, 0<¢ < 7.

Calcular N(t) y la rapidez % de aprendizaje en t = 1; 2; 3; 4; 5 y 6 horas de aprendizaje.
Interprete.

Solucion,
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Calculamos la derivada de N que representa la rapidez de aprendizaje para cualquier tiempo
0<t<T: N'(t) =14 — 2t.

Calculamos la rapidez de aprendizaje en los tiempos pedidos:

Si t =1, la persona aprende N(1) = 13 frases en una hora con una rapidez de N'(1) = 12
palabras por hora.

Si t = 2, la persona aprende N(2) = 24 frases en dos horas con una rapidez de N'(2) = 10
palabras por hora.

Si t = 3, la persona aprende N(3) = 33 frases en tres horas con una rapidez de N'(3) =8
palabras por hora.

Si t = 4, la persona aprende N(4) = 40 frases en cuatro horas con una rapidez de N'(4) = 6
palabras por hora.

Si t =5, la persona aprende N(5) = 45 frases en cinco horas con una rapidez de N'(5) = 4
palabras por hora.

Si t = 6, la persona aprende N(6) = 48 frases en seis horas con una rapidez de N'(6) = 2
palabras por hora.

Dando significado al Gltimo resultado: A /2 sexta hora de aprendizaje la persona aprende 48
frases con una velocidad de 2 frases por hora, se observa que a medida que el nimero de
horas aumenta, la cantidad de frases aprendidas también se incrementa; sin embargo,
disminuye con respecto al tiempo ¢ y la rapidez decae conforme pasa el tiempo.

En la Figura 3.6, se muestra la grafica del niimero de frases aprendidas N(t) segin el tiempo
en horas.

60
50

30
20
10

Figura 3.6

Por otro lado, en la Figura 3.7 se muestra la grafica de la velocidad del niimero de frases N'(t)
segiin el tiempo en horas.
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3.3. PENDIENTE. RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA CURVA
PENDIENTE Y RECTA TANGENTE A LA GRAFICA DE UNA FUNCION . RECTA NORMAL.

Se trata de una aplicacién geométrica que consiste en determinar la recta tangente a la
grafica de una curva suave, representada por una funcién f:I/cR — R en cualquier punto x,
de ella. Esta se determina usando el concepto de derivada de una funcién real.

DEFINICION 1. La pendiente de la grifica de una funcién y = f(x) en el punto x, es dada
por la derivada de la funcion f estimada en ese valor x,. Denotando por m a la pendiente se
tendra que m = f'(x,).

La pendiente de la recta normal correspondiente al mismo punto x; es dada por la inversa

negativa de la pendiente de la recta tangente, es decir, M = —i

DEFINICION 2. La ecuacién de /z recta tangente a la grafica de una funcién y = f(x) en el
punto (x,; ¥y) con yo = f(x,) es dada por:

Lriy—yo= m(x—xp)

DEFINICION 3. La ecuacién de /a recta normal a la gréfica de una funcién y = f(x) en el
punto (x,, ¥g) con vy, = f(xy) es dada por

Ly:y—yo= M(x—xp)

OBSERVACION. Este hecho adquiere relevancia, por ejemplo, en el calculo de curvas
ortogonales, debido a que la recta tangente y la recta normal son asimismo ortogonales.

Ejemplo. Hallar la pendiente de la recta tangente, asi como la recta tangente a la grafica de
f(x) =x? + 1 en el punto x; = 1. Determinar también la pendiente de la recta normal y la
ecuacion de la recta normal en el mismo punto. Realizar las tres graficas.
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Solucién. Siendo x, = 1, entonces y, = 2.
Laderivadade f(x) =x% + 1les f'(x) = 2x
La pendiente de la recta tangente esm = f'(x,) = f'(1) = 2
La ecuacién de /a recta tangente obtenida usando Ly y —yy = m(x —xp) es Ly:y = 2x
-1 =1

La pendiente de larectanormal es M = iy

La ecuacién de /2 recta norma obtenida usando Ly: y —yy = M{x — x4)es Ly:y=— %x + g

La grafica de la funcion, de la recta tangente y de la recta normal se muestra en la Figura 3.8.
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Figura 3.8

3.4. REGLAS DE DERIVACION. OBTENCION DE REGLAS USANDO LA DEFINICION DE
DERIVADA
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OBSERVACION. En adelante se obtendran propiedades para calcular en forma directa la
derivada de una funcion real, sin tener que recurrir a la definicién dada mediante el limite.

Cada regla puede obtenerse a partir de la definicién de derivada de una funcién real usando
calculos adecuados.

OBTENCION DE ALGUNAS REGLAS DE DERIVACION USANDO LA DEFINICION DE
DERIVADA.

Ejemplo 1. Hallar la derivada de la funcion constante f (x) = C.

Aplicamos la definiciéon f'(x) = iﬁw = ’f%c;—c = }Lli_i’(’)(O) =0.

Por tanto, f'(x) =0
Ejemplo 2. Hallar la derivada de la funcion identidad f(x) = x.

Lim f(x+h)=f(x) _ Lim x+h—x _ Lim 1=1
h—0 3 ~ ho0 B~ ho0T T T

Aplicamos la definiciéon f'(x) =
Por tanto, f'(x) =1

Ejemplo 3. Hallar la derivada de la funcidn cubica f(x) = x3.

7, — , 3_.3
Aplicamos la definicion f'(x) = ﬁﬁf(x+h; ACI . ﬁ‘_’:’é (x+h})1 x

_ Lim x3+3x2h+3xh2+h3—x3 _ Lim 3x2h+3xh2+h3 _ Lim h(3x2+3xh+h?)
~ h-o0 h ~ h-o0 h ~ h-o0 h

= F™ (3x2 + 3xh + h?) = 3x2,

Por tanto, f'(x) = 3x?
Ejemplo 4. Hallar la derivada de la suma de funciones (f + g)(x).

Lim (f+9)(x+h)-(f+g9)(x)
h—-0 h

Aplicamos la definiciéon (f + g)'(x) =

_ Lim f(x+h)+g(x+h)—f(x)—g(x) _ Lim f(x+h)—f(x)+g(x+h)—g(x)
~ h-o0 h “h-0 h

_ Lim (f(x+h)—f(x)

~ h-o0 +

. g(x+f;l)—g(x) _Lim f(x+h)—-f(®) 4 Lim gx+h)-g(x) =f'(x) + g'(x)

“h-o0 h h—0 h -
Por tanto, (f + g)'(x) = f'(x) + g'(x)
Ejemplo 5. Hallar la derivada del producto de dos funciones (f - g)(x).

Lim (f-9)(x+h)=(f-9)(x)
h—-0 h

Aplicamos la definiciéon (f - g)'(x) =
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— Lim flct ) g(x+h)—f(x) gl +R)+f (x)-g (et h)—F(x)-9(x)
h—0 h

— Lim g+ [Fx+h) fO)]+HF (g (x+h)—g(x)]
h—0 h

_ (L , Lim fx+R)—F(x) | rLi , Lim g{x+h)—g(x)
= (h—T(I) g(x +h)) hs0 h +(h—T(1)f (1)) Hoa0 h

=g(x)-f'()+fx)-g'(x)
Por tanto, (f - 9)'(x) = g(x) - f'()+ f(x) - g'(x)
Ejemplo 6. Hallar la derivada de la funcidn exponencial f(x) = e®™*.

Aplicamos la definicién f'(x) = #ﬂw

_ Lim e®FtM_e®*  pip e™eh_ef%  pim e (e®™—1) _ Lime?-1

= h=0 h — h=0 h ~ h=0 h T he0 j

Cambio de variable: Sea e®® — 1 = t entonces e*"* =t + 1, ademéssih - 0=t - 0.
Aplicamos Ln para despejar h:
In(e™)=Ln(t+1) - ah(lne) =Ln(t +1) -  h= ELn (t+1)

Lme®™=1_[fm ¢ _Im_ & _Ltm @& _ _ a —a _,
h-0 T tool T t—0 Ln(41D) T t0 1/t — . [Lim - -
-0 p 202n(e+1) - -0 Ln(t+1)1/ Ln[t_m(t+1)1lt] Ine

En el limite

ah_
Por tanto, f'(x) = e* - ,’;[_’:';eTl =e(a)=a-e™

REGLAS DE DERIVACION .

Los anteriores limites pueden formalizarse como reglas para calcular las derivadas de una
funcién, puesto que cada limite abarca una serie de casos especificados por la forma como se
exprese.

Todas las reglas de derivacién pueden obtenerse a partir de la definicién de derivada, tal
como se ha mostrade en ejemplos anteriores; no obstante, algunas reglas requieren de
algunos artificios adecuados.

Veamos una serie de reglas de derivacién que permiten el cilculo de la derivada de las
funciones reales, de manera inmediata. Ya se presentardn ejemplos mas adelante.

a) Reglas basicas de derivacion.

FUNCION SU DERIVADA
f(x) = C,C=Const. ffx) =10
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f(x) = x*,neR fx) = nx"?

fx) = € g(x),C=Const.| f'(x) = C g'(x)

f(x) = g(x) + h(x) fi(x) =g'(x) +h(x)

flx) = g(x) —h(x) f'x)= g'x)—h'(x)

flx) = g(x)-h(x) f'(x) = g'x)-h(x) + g(x)-h'(x)

) =gQ)h(x)k(x) |f'(x) =g'()-h(x)k(x)+ g(x)-h'(x)k(x) + g(x)-h(x)-k'(x)

_ g0 ’ x)-g’' (x)-g(x)h'(x
fx) =£2 () = ML)
@) =g @) =g g'@)
f(x) = glh(x)] f1() = g TR ()

b) Derivada de las funciones exponenciales y logaritmicas.

FUNCION SU DERIVADA
f(x)=¢e* fi(x)=¢*
F(x) = 8@ F1(x) = e9@ - g'(x)
f(x)=a* f(x) = Ln(a) - a*
fx) =a® f'(x) = Ln(a) - a9 - g'(x)

f(x) = Ln(x) fi(x) = %

f) = Infg] | =56 8@
f@) =Loga(®) |f'(x) =2+ Loga(e)

f(x) = Loga[g(x)]

K(x) =" Loga(e) g'(x)

¢) Derivada de las funciones trigonométricas.

FUNCION SU DERIVADA
f(x) =Sen(x) |f'(x) =Cos(x)
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f(x) = Sen[g(x)]

f(x) = Cos(x)
f(x) = Cos[g(x)]

f(x) = Tan(x)
f(x) =Tan[g(x)]

f(x) = Cot(x)
f(x) = Cot[g(x)]

f(x) = Sec(x)
f(x) = Sec[g(x)]

f(x) = Csc(x)
f(x) = Csc[g(x)]

f'(x) = Cos[g(x)]-g'(x)

F1(x) = —Sen(x)

f'(x) = —Sen[g(x)]-g'(x)

f'(x) = Sec*(x)
f'(x) = Sec’[g(x)]-g'(x)

f'(x) = —Csc(x)
f'(x) = —Csclg()]-9'(x)

f'(x) = Sec(x) - Tan(x)

f'(x) = Sec[g(x)] Tan[g(x)]-g'(x)

f'(x) = —Csc(x) - Cot(x)

f'(x) = —Csc[g(x)]-Cot[g(x)]-g'(x)

d) Derivada de las funciones hiperbélicas.

FUNCION

SU DERIVADA

f(x) = Senh(x)
f(x) = Senh[g(x)]
f(x) = Cosh(x)
f(x) = Cosh[g(x)]
f(x) = Tanh(x)

f(x) = Tanh|fgx)]

f'(x) = Cosh(x)

f(x) = Cosh[g(x)] - g'(x)
f(x) = Senh(x)

f'(x) = Senh[g(x)] - g'(x)
f'(x) = Sech?(x)

f'(x) = Sech®[g(x)]- g' (%)
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f(x) = Coth(x) f'(x) = —Csch(x)

f(x) = Coth[g(x)] |f'(x) = —Csch[g(x)]-g'(x)

f(x) = Sech(x) f'(x) = —Sech(x)-Tanh(x)

f(x) = Sech[g(x)] |f'(x) = —Sech[g(x)]-Tanh[g(x)] - g'(x)

f(x) = Csch(x) f'(x) = - Csch(x)-Coth(x)

f(x) = Cschlg(®)] | f'(x) = -Cschlg(x)]-Coth[g(x)] - g'(x)

3.5. CALCULO DE LA DERIVADA DE DIVERSAS FUNCIONES REALES

Ejemplo 1. Véase la derivada de las siguientes funciones:

Funcian Su derivada
a)f(x) =3x2—2x"%2 +x ffx)=6x+4x3+1
b) g(x) = x3/2 + x1/3 g'(x) = %xlﬂ + ix—2/3
o) h(x) = % - % =3x"2 —4x~ Y2 W (%) = —6x~3 + 2x~3/2
d) f(x) =Senx — 4x f'(x) =Cosx — 4
e) f(x) = x? — Ln(x) flay=2x-=
f) g(x) = e* +x% - 2% g'(x) = e* + 3x2 — Ln(2)2%
8) g(x) =x" +x%2 — Tan (x) g'(x) = —x2 + 322 — Sec?x

Ejemplo 2. Véase la derivada de las siguientes funciones. Productos:
a) f(x) = x*Ln(x)

' (x) = [x?]'Ln(x) + x*[Ln(x)] = 2xLn(x) + xzi = f'(x) = 2xLn(x) + x

b) f(x) = e*Ln(x)
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f'(x) = [e*TLn(x) + e*[Ln(x)] = e*Ln(x) + e"% = f'(x) = e*Ln(x) + i—x

c) f(x) = e*Sen(x)

f'(x) = [e*]'Sen(x) + e*[Sen(x)]' = e*Sen(x) + e*Cos(x) = f'(x) = e*[Sen(x) + Cos(x)]

d) f(x) = x3Tan(x)
(%) = [x*]'Tan(x) + x*[Tan(x)]’ =3x*Tan(x) + x*Sec?x

= f'(x) = x?[3Tan(x) + xSec?(x)]

e) f(x) = x3e*

F(x) = [x%]'e* + x3[e*] =3x%e* + x3¢* = f'(x) =x%e*(3 +x)

B f(x) = (x* — 3x)e”

f'(x) = [x? — 3x]'e® + (x%2 — 3x)[e*]' = (2x — 3)e* + (x? — 3x)e*=>f'(x) = e*(x? —x—3)

Ejemplo 3. Véase la derivada de las siguientes funciones. Cocientes:

a) flx) =27

x+3

" _ (x+3)[3x-7]"—(3x-7)[x+3]' _ (x+3)(3)—(3x=7)(1) " _ 1&
fl)= (x+3)? B (x+3)? == (x+3)?

b) f(x) = £

reon (2x—-4)[x?+5] —(x?+5)[2x—4]' __ (2x—4)(2x)—(x2+5)(2) ' _ 2x%-8x-10
fix) = (2x—4)? - (2x-4)2 =) =

x24x41
Vf) ="

o 2+ )[x2+x+1] — (% +x41)[x2+1] _ (#*+1)@x+1) - (e +x+1)(2%) reoy . 1-x%
Fii) = (x%+1)2 - (x2+1)2 =f)= (x%+1)2
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_ xZ+Sen(x)
d) F(x) = 25

() = (xz—Zx)[x2+Sen(x)]'—(x2+Sen(x))[x2—Zx]' _ (x2-2x)[2x+Cos(x)]—[x*+Sen(x)] (2x-2)
filx) = (x2-2x)2 - (x2—2x)2

_ —2x% +xCox(x)[x—2]-28en(x)[x—1]

—2x%+x(x—-2)Cox(x)-2(x—1)Sen(x)
(xz_zx)z f,(x) = X X(X oxix X enix

(x2-2x)2

Ejemplo 4. Véase la derivada de las siguientes funciones. Funciones con exponente:
a) f(x) = (2x—5)*

F(x) = 4(2x — 5)3[2x — 5])' = 4(2x — 5)3(2) = f'(x) = 8(2x — 5)3

b) f(x) = (x* — 3)7*

Fi(x)=—-2(x%—-3)3[x%2 - 3] =—-2(x%? - 3)3(2x) = f'(x) = —4x(2x — 3)73

©) f(x) =v2-3x=(2 - 3x)1/2

_3 ’ _
2(2-3x)1/2 =f'(x) = 2vZ—3x

-3

() = 32— 3%)"Y2[2 - 3x]' = 2(2 - 3x)"M2(-3) =

d) ) = (¥ — x?)¥2

fllx) = %(e" — x2)/2[e* — x2]' =§(e" —x2)1/2(e* —2x) = f'(x) = %(e" — 2x)Ve* — x2

e) f(x) = Cos®x = [Cos x]?

f'(x) = 3Cos?x[Cos x]' = 3Cos?x (—Sen x) = f'(x) = —3Sen(x)Cos*x

g) f(x) = Ln*x = [Ln x]*

F'(x) =4Ln3x[Lnx]' =4 Ln3x G) = f'(x) = an?’x

Ejemplo 5. Véase la derivada de las siguientes funciones. Casos diversos:
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a) f(x) = xSenh(x)

f'(x) = [x]'Senh(x) + x[Senh(x)]’ = Senh(x) + xCosh(x) = f'(x) = Senh(x) + xCosh(x)

b) f(x) = ArcSen(3x)

! — 1 ! 3 ' — 3
F'®) = Fr B = =0 =
c) f(x) = ArcTan(x?)
)= 1+(12)z [T’ =1i% =f')= 1124
d) f(x) =37%
(%) = Ln(3) - 31*[1 — 2]’ = Ln(3) - 317" (—2%) = f'(x) = —Ln(3) - (2x) - 31**

d) f(x) = (Sen x)1***
F1(x) = (1 + x2)(Sen x){(1+**~D[Sen x]' + (Sen x)1+**Ln(Sen x)[1 + x2]’
£1(x) = (1 + x2)(Sen x)** Cos(x) + (Sen x)1+** Ln(Sen x)(2x)

= f'(x) = (1 + x?){Sen x)"ZCos(x) + 2x(Sen x)””an(Sen x)

Ejemplo 6. (Problema sobre Contaminacién) Un pequefio lago de un campo vacacional
llegd a contaminarse con bacterias patégenas debido a la filtracién excesiva de la fosa séptica.
Después de tratar el lago con un bactericida, el departamento de salud piablica estimé que la
concentracion de bacterias (niimero por cm?) después de “t” dias se calcula mediante la
funcién C(t) =500(8 —t)2,0< t < 7.

a) Calcular C’'(t) usando regla general de potencias.
b) Calcular €(1) con C'(1); C(3) con C'(3) y C(6) con C'(6).
Solucion.

a) La variacién de la concentracién de bacterias es dada por la derivada de la funcién de
concentracién C(t): C'(t) = 1000 (¢t — 8)

b) Calculamos lo que se pide:
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C(1) = 24500y C'(1) = —7000: Se entiende que al finalizar el 1er. dia de tratamiento hay 24
500 bacterias, las cuales estan disminuyendo cada dia a una velocidad de 7 000 bacterias por
cms3,

C(3) = 12500 y £'(3) = —5000: Significa que al finalizar el 3er. dia de tratamiento hay 12
500 bacterias, las que estan disminuyendo cada dia a una velocidad de 5 000 bacterias por
cms,

C(6) = 2000y C'(6) = —2 000: Quiere decir que al finalizar el 6to. dia de tratamiento hay 2
000 bacterias y estan disminuyendo cada dia a una velocidad de 2 000 bacterias por cm3.

Nota. Se deduce que conforme transcurre el tiempo, la eliminacién de bacterias por dia
decrece, asi también lo hace su velocidad.

En la Figura 3.9, se muestra la grafica de C(x).
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Figura 3.9

Por otro lado, la gréifica de €'(x) aparece en la Figura 3.10.
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Figura 3.10
3.6. LAREGLA DE LA CADENA O DERIVADA DE FUNCIONES COMPUESTAS

La regla de la cadena para calcular la derivada de las funciones compuestas se establece
segiin las composiciones que se formen:
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a) Si f(x) = (uo v)(x) = u[v(x)],laderivada es f'(x) = u'[v(x)] - v'(x)
b) Si f(x) = (wovow)(x) = ufv[w(x)]}, laderivada f'(x) = u'{v[w(x)]} - v'[w(x)] - w'(x)

¢) Sucesivamente se puede tener mas composiciones de funciones con su respectiva derivada.

Ejemplo 1. Se tiene la derivada de la composicién de dos funciones donde se aplicari la
regla f'(x) = u'[v(x)] - v'(x) .

a) f(x) = Sen(2x — 3)

Su derivada es f'(x) = Cos(2x — 3)[2x — 3]’ =Cos(2x — 3)(2) = f'(x) = 2Cos(2x — 3)
b) f(x) = Cos(x? — 1)

Su derivada es f'(x) = —Sen(x? — 1}[x? — 1]’ = —=Sen(x? — 1)(2x)

= f'(x) = —2xSen(x? — 1)

Q) f(x) = ¥ t4x-1
Su derivadaes f'(x) = e* ¥ 1[x2 4 4x — 1]’ = ¥ *4%1(2x + 4)

= f'(x) = (2x + 4)e* +1x-1

d) f(x) = Ln(27 — x3)

—3x2
27—x8

—3x2
27—x8

1

Suderivadaes f'(x) = -

[27 —x3]' =

S =

e) f(x) = Sen(1 — x?)
Su derivada resulta f'(x) = Cos(1 — x%) - (1 — x2)’ = Cos(1 — x%)(—2x) = —2xCos(1 — x?)

= f'(x) = —2xCos(1 — x?)

f) f(x) = Ln(3x2 — 6x)

1
3x2-6x

2x-2
x2-2x

6x=6 _ 2x—2
3x2-6x x2-2x

Su derivada resulta f'(x) = (3x% — 6x)’

=f'x) =
g) flx) =el™*
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Suderivadaes f'(x) = e1™¥(1 — 4x)’ = e} (—4) = —4e'™* = f'(x) = —4e'™¥

x2 +1)
x—-1

h) £(x) = Sen (

2 2 r _ 2 "2 iy
Es su derivada: f'(x) = Cos (’;__"11) ’ (’; _*'11) = s (a::rll) (x-1)(x +2_ 1(;:2 +1)(x-1)

2 _ 2 2_ga_ 2
= Cos (x +1) C(x-1)2x)-(x*+1)(1) _ x°-2x-1 Cos (x +1)

x-1 (x-1)2 T (x-1)2 x—1
’ _ x%-2x-1 x2+1
=f () = (x-1)2 Eas x—1)

i) g(t) = V8 —5t = (8 — 5t)1/2

Su derivada es g'(£) = (8 — 56)72(~5) = — 2(8-5t)2 = g'(t) =—3(8—5t)Y/?

i) f(x) = Sen(3 — 2x) + Tan(x?)

Es su derivada: f'(x) = —2Cos(3-2x) + 2x Sec?(x?)

k) g(x) = In(7x) — 3e™* + 2%

Suderivadaes:  g'(x) = —3€7*(7) + (In2) 2* =7 — 21" + (In 2) 2*

D) h(x) = Sen(3x) - Sec(x?)

La derivadaresulta h'(x) = [Sen(3x)]' - (Sec(x?)) + Sen(x) - [Sec(x?)]’
= Cos(3x)[3x]' - (Sec(x?)) + Sen(3x). [Sec(x?) - Tan(x?)] - [x?]’
= Cos(3x)(3) * (Sec(x?)) + Sen(3x).[Sec(x?) - Tan(x?)]" (2x)

= f'(x) = 3Cos(3x) - (Sec(x?)) + 2x - Sen(3x) - Sec(x?) - Tan(x%)

m) f(x) = Cosh(x—x?2)
Suderivadaes h'(x) = Senh(x — x2)[x — x2]' = Senh(x — x?)(1 — 2x)

= f'(x) = (1 — 2x)Senh(x — x%)
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Ejemplo 2. Se muestra la derivada de la composicion de tres funciones, donde se aplicara la
siguiente regla: f'(x) = u'{vlw(@)]} - v'[w(x)] - w'(x) .

a) f(x) = Cos®(x?)
Su derivada es f'(x) = 3Cos?(x?) - [Cos (x2)]’ =3 Cos*(x%)(—Sen x?) - [x?]’

=3 Cos?(x?)(—Sen x?) - (2x) = —6x Cos?(x?) Sen(x?)

b) £(x) = Ln[Sen(v®)]

1

Es la derivada: f'(x) = m[.?en(\/z_c)]' = [Cos(Vx)] - (x1/2)"

Sen(\x)
-1/2
- i OB ) = s Casf)

Q) f(x) = \/eSeT=_(eSenx)1/2_
Suderivadaes f'(x) = %(es‘mx)'”z. [eSen*] = % (eSenx)~1/2 (gSenx). [Sen x]'

=1 (eSenx)1/2 (gSenx)Cos x = 2 (eSen )1/ 2 o5 x .

d) f(x) = Sen?(x? — 2x)
f'(x) = 2Sen(x? — 2x)[Sen(x? — 2x)]’ = 2Sen(x? — 2x)[Cos(x? — 2x)][x% — 2x]’
= 2Sen(x? — 2x)[Cos(x? — 2x)](2x — 2)

= f'(x) = 4(x — 1)Sen(x? — 2x)Cos(x? — 2x)

e) f(x) = Ln?(x? + 3x)

1
x243x

F'(x) = 2Ln(x? + 3x)[In(x? + 3x)]' = 2Ln(x? + 3x)

[x2 + 3x]'

1
x2+3x

(2x +3) = f'(x) = X243 1n(x2 4+ 3x)

x243x

= 2Ln(x? + 3x)

) h(x) = \J4 + Cos3(x) =[4 + Cos3x]*/?
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R'(x) = %(4 + Cos3x)1/2[4 + Cos3x]' = %(4 + Cos®x)~1/2(3 Cos?x)[Cos x]'

=3 3.y-1/2 2o ' _ _ 3SenxCos’x
5 (4 + Cos*x)™/%(3 Cos*x)(—Sen x) = f'(x) e

g) g(x) — 6111—Senx
R (x) = eVi—Sen*[(1 — Sen x)V/2]' = e”‘s"""% [1 — Sen x]~1/2[1 — Sen x]'

= evl‘sen"% [1 — Sen x]"Y/2(—Cos x) =—(Cos x)eVi~Sen*. %[1 — Sen x] /2

h) f(x) = Sen3(x? — x) = [Sen(x? — x)]?
F'(x) = 35en?(x? — x)[Sen(x? — x)]' = 3Sen?(x? — x)Cos(x? — x)[x? — x]’
=35en?(x? — x)Cos(x% — x)(2x — 1)

= f'(x) = 3(2x — 1)Sen?(x? — x)Cos(x? — x)

Ejemplo 3. Véase la derivada de las siguientes funciones:
a) f(x) = x*Tan(x? + 1)
F'(x) = [x?] Tan(x? + 1) + x?[Tan(x? + 1)]' = 2x Tan(x? + 1) + x2Sec?(x? + 1)[x% + 1]
= 2x Tan(x? + 1) + x2Sec?(x? + 1)(2x) = 2x Tan(x? + 1) + 2x3Sec?(x% + 1)

= f'(x) = 2x Tan(x? + 1) + 2x3Sec?(x2 + 1)

b) f(x) = e**Ln(x? + 3)

1

') = [¥1Ln(x? + 3) + e [Ln(x? + 3)]' = e**[2x]'Ln(x* + 3) + e¥*

[x2 + 3]’

1
x243

=e2*¥()Ln(x? + 3) + e%* (2x) = 2e?* [Ln(xz +3) 4+~ ]

%243

= f'(x) = 2e%* [Ln(;vc2 +3) +— ]

x2+3

2
O fl) =257

"(x) = (Zx+5)[Sen(xz+x)]'—5m(x2+x)[Zx+5]’ _ (2x+5)c‘os(xz+x)[x2+x]'—Sen(x2+x)(2)
fix)= (2x+5)2 - (2x+5)?
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__ (2x+5)Cos{x2+x)(2x+1)-Sen(x2+x)(2) _ (4x2+12x45)Cos{xZ+x)—2Sen(x2+x)
- (2x+5)2 - (2x+5)2

(4x2+12x45)Cos{x2+x)—25en(x2+x)
(2x+5)2 )

=)=

d) flx) =222

£ = (2x=3)[Ln(5x)]'-Ln(5x)[2x-3]" _ (2x-3)[Ln(5x)]' Ln(5x)(2) _ 1 1 _ 2Ln(5x)
* = (2x—3)2 T (2x-3)2 (2x-3)2 ~ 2x-3 x (2x-3)2

: _ 1 _ 2 Ln(5x)
=>f'(x) = x(2x-3) (2x-3)2

3.7. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Dada una funcion real de variable real y = f(x).

Si y = f(x) es diferenciable en x € Dom(f), entonces su derivada de orden 1 es y' = f'(x)
Siy’ = f'(x) es diferenciable en x € Dom(f"), entonces su derivada de orden 2 es y" = f"'(x)

Si y" = f"(x) es diferenciable en x € Dom(f"), entonces su derivada de orden 3 es y"' =

f"’(x)

FiF

Siy™ = f'"(x) es diferenciable en x € Dom(f"""), entonces su derivada de orden 4 es y™® =

F®)

As{ sucesivamente se obtiene la derivada de orden n de una funcién real, la cual es
representada por y™ = f(™(x)

A partir de la derivada de orden dos, estas se conocen como derivadas de orden superior
(superior a unao).

Ejemplo 1. Se muestra a continuacidn derivadas de distintos drdenes:
a) Derivada de orden 2 de f(x)} = 4 — 5x + x2,
La derivadade orden 1 es f'(x) = =5 + 2x

La derivada de orden 2 es f"(x) = 2

b) Derivada de orden 2 de f(x) = (x%2 —7)3
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La derivada de orden 1 es f'(x) = 3(x2 — 7)% - [x%2 — 7] = 3(x? — 7)%(2x) = 6x(x% — 7)?
La derivada de orden 2 es " (x) = [6x]" - (x% — 7)? + (6x) - [(x% — 7)?]'
=6(x%2 —7)% + (6x)2(x2 — N[x% — 71 =6(x% — 7)? + (6x)2(x? — 7)(2x)

= f"(x) = 6(x% — 7)(5x% - 7).

c) Derivada de orden 2 de f(x) = x3e*.
La derivada de orden 1 es f'(x) = [x3] - (*) + (%) : [e*] = 3x%e* + x3%e* = (3x2 + x3)e*
La derivada de orden 2 es f"'(x) = [3x2 + x%]' - (e*) + (3x% + x%) - [¢*]

= (6x + 3x%)e* + (3x?% + x¥)e* =(6x + 6x2 + x3)e*

d) Derivadade orden 4 de f(x) =Lnx

La derivada de orden 1 es f'(x) = i =

La derivada de orden 2 es "' (x) = —x—2
La derivada de orden 3 es f"'(x) = 2x~3

La derivada de orden 4 es f ¥ (x) = —6x~*

Ejemplo 2. Hallar la derivada hasta el orden que se indica en cada caso.
a) Hallar la derivada de orden 3 de la funcién f(x) = 2x3 — Sen(x).
Solucion.
Derivadade orden 1: f'(x) = 6x% — Cos(x)
Derivadade orden 2: f“(x) = 12x + Sen(x)
Derivada de orden 3: f'“(x} = 12 + Cos(x).
b) Hallar la derivada de orden 2 de la funcién g(x) = x3 Lnx.

Solucion. Aplicamos reiteradamente la regla del producto a la funcién dada:

Derivada de orden 1: g’(x) = [x3]'(Lnx) + (x®)[Lnx]' = 3x%Inx + (x3)i =3x%Inx + x*?
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Derivada de orden 2: g"(x) = [3x2]'(Lnx) + 3x?)[Ln x]’ + 2x = 6x Ln x + (3x%) i + 2x

=6xIlnx+3x+2x=6xLnx+5x.

¢) Hallar la derivada de orden 4 de la funcién h(x) = 16(x - 1)!/2.
Solucién. Aplicamos regla general de potencias, repetidas veces:

Derivada de orden 1: h'(x) = 8(x — 1)~1/2

Derivada de orden 2: h”(x) = —4(x — 1)73/2

Derivada de orden 3: h"'(x) = 6(x — 1)-5/2

Derivada de orden 4: A9 (x) = —15(x — 1)~7/2

5
s2-1

d) Hallar la derivada de orden 2 de la funcién f(s) =
Solucion. Aplicamos regla del cociente dos veces:

Derivada de orden 1: f'(s) = — (E:sz:)_)!

: . fr(s) = 25C243)
Derivada de orden 2: f"(s) = 7-1)°

Ejemplo 3. Halle segun se pide:
a) Siendo y = x3, hallar y"" — 3y’ + 2.
Solucién. Se necesitay’ = 3x%; y' = 6x.

Entonces, ¥ — 3y’ + 2 =6x — 3(3x%) + 2 =2 + 6x — 9x2.

b) Siendo y = e%, hallar xy"” + x%y’ — x3y.
Solucién. Se necesitay’ = —e™*; y" =e™%,
Entonces: xy"" + x2y' — x3 =x(e™*) + x%(—e™*) — x3(e ™) =xe *(1 — x — x?)

c) Siendo y = Ln(x), hallar y" — (y")? + 2y .

w1
x2’

Solucidn. Se necesitay’ = i; y
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Entonces, y" - (y')z + 2y = ;—:' - ( ) + 2Ln(x) = —; - —2 + 2Ln(x) = 2Ln(x) — -=-

Ejemplo 4. El Polinomio de Taylor. Dada la funcién real de variable y = f{x) que acepta
derivada de orden n en una vecindad del punto x;, se puede encontrar el Polinomio de Taylor
con la forma siguiente:

n) -
P(x) =%, M siendo £™(x) la derivada de orden n de la funcién real f(x).

a) Hallar el polinomio de Taylor centrado en x, = 0 para la funcién f(x) = e*.

@ ™
fG) = e = f(O)+ F(Ox+ L0y L3 0ysy Dy |

f(x) =e* 1+x+—x2+ v + x4+ +— m4 .., paratodo xeR

b) Hallar el polinomio de Taylor centrado en x, = 0 para la funcién f(x) = Ln(1 + x).

f (o) f (O)  F40) FARIC))
fx)=In(1+x)=Ff0)+ f(0)x+ x2+ x4 - x3+...+Tx"+

__yn=—1
f=Inl+x)=x— %xz + %x*" - %x“ + %x5+...+%x"+..., con -l<x<1

c¢) Hallar el polinomio de Taylor centrado en x, = 0 para la funcién f(x) = Cos(x).

(0) £ 3, f®0) FARIO)
f(x) = Cos x = f(0)+ f'(0)x+ x2+ = x34 — x3+..4 —— X"+

_qyn
lxﬁ + +&

1 1
f(x)=Cos(x)=1- zxz + ;x4 Y (2n)

x®"+.., paratodo xeR

3.8. DERIVACION IMPLiCITA

Una funcion explicita es la que tiene despejada la variable dependiente y = f(x). Las mismas
que hasta ahora se han venido trabajando.

Una funcién implicita es aquella que no tiene despejada la variable dependiente y = f(x), la
cual es dada con la forma de una ecuacién en las variables x e y. Esta puede expresarse en la
forma F(x;y) =0.

Sin embargo, no siempre la ecuacién de F(x; y) = 0 representa una funcién implicita de y =

f)
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Por ejemplo, la ecuacién y + 2x — 5 = 0 representa implicitamente a la funcién y = 5 — 2x.
Mientras que la ecuacién x? +y? — 9 = 0 representa simultineamente a las funciones

implicitas y = +v9 —x2yay = —v9 — x2.

Ejempio 1. Son funciones explicitas:
a)f(x) =Senx+Cosx b)) f(x)=VZ+7x -1 ) f(x) = x? + xe*
d)f(x)=§ e)y=x2+3x—-6 f)y=Ln(7 — x?)

Ejemplo 2. En las siguientes ecuaciones se da funciones implicitas representadas a través
de la variable “y":

a) xy + fxy = x2 + y? b)x?+y*=xSen(xy) ) x"%+yY* = Ln(xy)
d) e +x+y = xe” + ye* e) x Seny = Cos (xy) B vx?+y? =xy

DERIVADA DE UNA FUNCION IMPLICITA.
Para calcular la derivada de una funcién implicita se puede elegir dos formas:

FORMA 1. Derivando ambos lados de la ecuacién F(x;y) = 0, tomando en cuenta que y es
una funcion, y haciendo uso de la regla de la cadena.

FORMA 2. Usando la siguiente proposicién: si y es proporcionada mediante la ecuacién

F(x;y) = 0,la derivada con respecto a x es dada por % =— % 3
dy
Ejemplo 1. Derivar implicitamente:
a) Forma 1: xy = x2 + y?, sabiendo que y depende de x.
Derivamos ambos lados con respecto a x: :—x [xy] = % [x2 + y?]
Tenemos:x%+yj—i=2x+2y% 0 x%+y=2x+2y%
Despejando g: % (x—2v)=2x—y
dy _ 2x—y

Se tiene la derivada pedida: = ooy

b) Forma 2: x? + y? = x Sen (y), sabiendo que y depende de x.

Escribimos la expresién dada en la forma F(x; y) = 0: x2+y*—xSen(y) =0
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ar(x:y) d, 2. 2
: ’ d d Xty —x Sen (v))
Aplicamos la formula 2~ = — & » 2= _&
dx &y dx Zy X2 +y?-x Sen ()
dy _ _ _2x-Seny
De donde, el R

Obsérvese que ambas formas conducen a obtener la derivada que se solicita; asi también, en
un mismo ejercicio, ambas arriban a idéntico resultado.

c) x1/2 + y1/2 = Ln(xy), sabiendo que y depende de x.

Derivamos ambos lados con respecto a x: :—x [xY/2+y1/2] = %Ln(xy)

Tenemos: = Sx x~ 12 4= y‘1/2 dy (y +x o ix‘lfz + %y‘l/z -% = i + i%
R VEC

Despejando %: 4 (F - %) = % - %

Se tiene la derivada requerida: % = ::,_;‘_/g :

Ejemplo 2. Aplicando derivacién implicita, resuelva segtin se solicite.

a) Hallar la derivada de “y” si es dada mediante la ecuacién xy + Sen(y) — 7 = 0.

Solucion.

Derivando ambos lados con respecto a “x” se tiene x % +y + Cos(y) % =0.

@y __=y

. dy . .
D ndo— nsi finalmen
espejando xS consigue finalme te vl

b) Hallar la derivada de “y” si aparece formando parte de la ecuacién e*¥ + y Cos(x) =«
Solucion.
Derivando ambos lados respecto a “x”, se tiene e*Y (x % + y) —y Sen(x) + % Cos(x)=10
dy vSenx—e*Y

: dy _
Despejando -5 5¢ logra e = e Eons

oo N

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva C representada por “y”, en el
punto (3; 1), la cual es dada implicitamente por la ecuacién y* + 2xy? — 3x — 10 = 0.
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Solucién.
Derivando ambos lados respecto a “x”, se tiene 3y2 & 4xy +2y2-3=0.
o dy ; dy _ _3-2y*
Despejando a2 SEconsigue "o =5t

__3-212 _ 1

Evaluando (3; 1) en E se tendré la pendiente m = [ 2zl 3:1) 30H@D 15

Y la recta tangente quedari expresadapor Lriv—1= % (x—3) 0o y= 11—5x +§

[ g ]

E}'emp]a 4 Ha]lar la segunda derivada de “y” que es dada implicitamente por la ecuacién de

la ellpse = + — =1.

Solucion.
2y dy _
Derivando ambos lados respecto a “x”, se tlene = + v =0
Despe1ando —sellegaa dy . ob g
dx a y
" u dzy _b4 1

Derivando por segunda vez respecto a _— = —
p gu P ax?  a? y?

Ejemplo 5. (PROBLEMA) Supdngase que una estacién de radar esta siguiendo €l rastro de
un objeto volador no identificado (OVNI). Considere que “S” representa la distancia en el
tiempo “t” para t > 0 del OVNI a un punto fijo. Tome en cuenta que “S” satisface la ecuacion
5% + 125 = t3 + 1. ;Con cuénta rapidez se estd moviendo el objeto en el instante ¢?

Solucion.

Recordemos que S depende de t, S = S(t). Se deriva ambos lados de §% + t2S = t3 + 1 con
respecto a t: % (s? +t25) = % t:+1)

Entonces se tiene 25% +t2 % + 2tS = 3t?

ds _ 3t?-2ts
dr 25+t

Despejando se llega a la rapidez respectoat:

3.9. INCREMENTO Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION REAL
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INCREMENTO DE UNA FUNCION REAL.

Dada una funcion real para la cual su variable independiente x sufre un incremento de xg a
X + Ax, entonces la funcion real f sufrira un incremento de f(xg) a f(xg + Ax).

Nétese que el incremento de una funcién real es la diferencia exacta de dicho incremento
cotrrespondiente al que se alcanza desde xg hasta xo + Ax. (Ver Figura 3.11).

A
L y =)

Recta tangente

Flo+Ax) e

fxg) prmmmmmmmmmmmmmm e e

[ .

1 1 >
Xg X + Ax

Figura 3.11

DEFINICION. Sea f:IcR — R una funcion real definida en el intervalo I, sea x5 €1,
entonces el incremento de f hasta Afcorrespondiente al incremento de Ax en x, es dado por:

Af(xg) = f(xo + Ax) — f(x0)

Ejempio 1. (Para ver incremento) Sea la funcién real f:I<R — R que representa la
cantidad de desperdicios que una curtiembre arroja a un rio, cuya cantidad se modela por la
regla f(x) = 0,2x% + 1, 8x toneladas a la semana.

a) Determinar el incremento de la funcién al pasar de la quinta a la sexta semana.

b) Realizar el mismo ejercicic para el transito de la décima a la decimoprimera semana.
Solucion.

a) Para el punto x4 = 5, el incremento serd Ax = 1.

Elincremento se calculade  Af(xg) = f(xp + Ax) — f(xp)

Veamos: Af(5)=f(5+1)—f(5) = f(6)—f(5) =[0,2(6)*+1,8(6)]—[0,2(5)%+
1,8(5)] =18 — 14 = 4 toneladas.

Lo cual significa que estando en la quinta semana x4 = 5, al pasar a la proxima, el incremento
correspondiente en cuanto a la cantidad de desperdicios arrojados al rio es de 4 toneladas.

b) Para el xy = 10, el incremento serd Ax = 1.
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El incremento se calcula de Af (xg) = f(xo + Ax) — f(xp)
Veamos: Af(10) = £(10 + 1) — £(10) = f(11) — £(10)
=[0,2(11)? + 1,8(11)] — [0, 2(11)? + 1,8(10)] = 44 — 38 = 6 toneladas.

Esto quiere decir que estande en la décima semana xg = 10, el incremento correspondiente
al pasar a la siguiente semana, en cuanto a la cantidad de desperdicios arrojados al rio, es de 6
toneladas.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION REAL.

Dada una funcién real donde su variable independiente x sufre un incremento desde xg
hasta xg + Ax, entonces la funcidn real f sufrira un incremento de f(xp) a f(xq + Ax), el cual
puede ser aproximado por el diferencial de la funcién en ese punto xj.

DEFINICI6N. Sea f: IcR — R una funcién real definida en el intervalo I, sea x € 1,
entonces el diferencial de f en x, df (x) correspondiente al incremento dx en xy es dado por:

df (xo)
X

df(xo) = i

Natese que el diferencial de una funcion real es la diferencia aproximada de dicho incremento
correspondiente al que se da desde x, hasta xg + Ax.

Ejemplo 1. (Para ver diferencial) Sea la funcién real f: IcR — R que representa la cantidad
de desperdicios que una curtiembre arroja a un rio, cuya cantidad se modela por la regla
f(x) = 0,2x% + 1,8x toneladas a la semana.

a) Determinar el diferencial de la funcién al pasar de la quinta a la sexta semana.
b) Realizar el mismo ejercicio para el transito de la décima a la decimoprimera semana.

Solucion.

Se necesita la derivada de la funcién f(x) = 0, 2x% + 1,8x; la cual es % =0,4x+1,8

a) Para el punto x4 = 5, el diferencial serd dx = 1.

El diferencial se calcula de df (xq) = % ~dx
; = 45, = -
Veamos: df (5) = D= [0,4(5) + 1,8](1) = 3, 8 toneladas.

Esto significa que estando en la quinta semana x4 = 5, el diferencial correspondiente en la
cantidad de desperdicios arrojados al rio es aproximadamente de 3,8 toneladas.

b) Para el punto xg = 10, el diferencial sera dx = 1.
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El diferencial se calcula de df (xg) = % -dx

Veamos: df(10) = “LC% (1) = [0,4(10) + 1,8](1) = 5,8 toneladas.

Lo cual denota que estando en la décima semana xy = 10, al pasar a la siguiente, el
diferencial correspondiente en cuanto a la cantidad de desperdicios arrojados al ric es de
aproximadamente 5,8 toneladas.

Ejemplo Z. Se desea confeccionar un recipiente semiesférico de 25 cm de radio interior.

a) Usando incrementos, hallar la cantidad de material empleadc en la confeccién de dicho
recipiente si el espesor debe ser de 0,5 cm.

b) Haciendo uso de diferenciales, aproximar la cantidad de material empleado en la
confeccion de dicho recipiente si el espesor debe ser de 0,5 cm.

¢) Comparar ambos resultados.

Solucion.
La funcién para hallar el volumen del recipiente mencionado sera V(r) = %%‘ r3= 23—“1‘3; el
valor ry = 25; y el incremento, Ar = 0, 5.
(a) El incremento se calcula de AV(rg) = V(rg + Ar) — V(1g)
AV(25) = V(25 + 0,5) — V(25) =V(25,5) — V(25) =2 (25,5)° - (25)°

=2003,027 cm?>.

En consecuencia, para confeccionar el recipiente se necesita 2003, 027 cm? de material.

b) La derivada del volumen seri % = 2nrs.

El diferencial se calcula de dV (rg) = % -dr =2n(25)%dr

av(25) = 222 gr = 2n(25)%(0, 5) = 1963,49 cm?.

Es decir, para confeccionar el recipiente se necesita aproximadamente 1963,49 cm? de
material.

c) Comparando ambos resultados, existe un error de 39,537 cm3.

Ejemplo 3. Con una capa de pintura de un milimetro de espesor, se desea pintar el exterior
de una cisterna que tiene forma cuadrada con 3 metros de arista externa. Dicha cisterna
posee tapa. Haciendo uso de incrementos, hallar la cantidad de pintura a emplear. Asimismo,
utilizando diferenciales, aproximar la cantidad de pintura que se empleara.

Solucion.
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Siendo x la longitud de la arista externa, la funcién para hallar el volumen de la cisterna seri
V(x) = a3; el valor de x¢ = 3; y el incremento, Ax = 0,002,
(a) El incremento se calcula de AV (xp) = V(xp + Ax) — V(xp)
AV(3) = V(3 + 0,002) — V(3) = V(3,002) — V(3) = (3,002)3 — (3)? = 0,054036 m>.
Esto significa que para pintar la cisterna se necesita 0, 054036 m? de pintura.

(b) La derivada del volumen sera % = 3x2.

El diferencial se calcula de dV(xg) = % dx.
dv(3) = 2. dr = 3(3)%(0,002) = 0,054 cm?

Entonces, para pintar la cisterna se necesita aproximadamente 0,054 cm? de pintura.

Notamos que, en este caso, los dos resultados son bastante cercanos.

Ejemplo 4. Se sabe que con el aumento de temperatura en el funcionamiento del
procesador en determinadas placas cuadradas para circuitos impresos, se produce una
dilatacion lineal de sus lados, del 0,4 9%. El lade de cada placa mide 7 mm. Calcular
aproximadamente el aumento en su area.

Solucion.
Siendo x el lado de la placa, la funcién que modela su drea serd A(x) = x2.
El incremento de cada lado resulta el 4% de 7 mm: Ax = dx = 0,028 mm.
Aproximando el incremento: dA(x) = 2x.
Con los datos dA(7) = 2(7)(0,028) = 0,392 mm?2.

Siendo el drea A(7) = 49 mm? = 100 % y al 4rea aumentada de 0, 392, entonces el aumento

seray = % % = 0, 8 %. Es decir, el area aumenta aproximadamente un 0, 8 %.

3.10. LISTADO DE EJERCICIOS PROPUESTOS
EJERCICIOS SOBRE DERIVADA DE UNA FUNCION REAL.

1. DERIVAR LAS SIGUIENTES FUNCIONES:

2

— 41,2 5 2
a)f(x)=x X+t -+

x+11—0 b)g(x)=2\/§—i+?i/§
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z z
x n. x m
c)h(x) =;+;+F—F

&) 9(x) = £ y hallar g'(1/2)

1 52 .25
DfO=fmr—mat 3y

D f(x) = (x% — 3x + 2)(x* + x?)

g) h(x) = 4 — 5x + 2x3 — x~3, y mostrar que f'(a) esiguala f'(-a).

Wy =(x+1)(z-1)

x+1

Dy==

x-1

2t-3
Dy = ———
)y t2-3t+6

n) f(t) = 35+ 57, yhallar £/ (0) y £(2)

ny=()

r) gx) = i]z

2. DERIVAR LAS SIGUIENTES FUNCIONES:

a) y = Log(x — Cos x)
) h(t) = Sen(2t) - Sen (t/2)
e)y = Arctan (2

8)y =3 (Tan (%) + Cot(x/2))
i) y = x - Arcsen(Ln x)

) g(x) = ;2

Ln(Cos x)

m) g(x) = 10%tanx

Dy =0@2-DE?-H(x*-9)

x24+1
)y = 3(x2-1)

m)y= L
Y= i

0) g(t) = 3x%2 — 4x~* + 6)3

=1 —x2 S
Py=v1-x T

b) g(t) = e*StSent

1
Cos?t

d)T(t) = 3 Cos?t —

f) __ 2Senx  Cosx
y= Cos(2x) Sen(2x)

h) y = t- Arctan(+/t)

Do) = ==rz
) h(x) = 2(@2)

n) y = Ln[e*Cos x]

EJERCICIOS SOBRE DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR.

1. DERIVAR LAS SIGUIENTES FUNCIONES PARA HALLAR LO QUE SE PIDE:

a)y",siy = (1—3x2%)?
c)y®,siy =x%Ln x

e)y", siy = x%e*
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g) y",siy = Arcsen[a + Sen x] h) y™),siy =e*
)y, siy = x Lnx Dy siy?+x? = ax?y
k) yu, si ex+y i xzyz

)] %y %, siendo: (i) x = at?,y = bt3 (i) x = aCos(t), y = bSen(t)

(iii) x = ArcSen(t), y = Ln(1- t%)

EJERCICIOS SOBRE DERIVADA IMPL{CITA.

1. Hallar la derivada de y, la cual es dada en forma implicita.

a)x/2 4 y/2=1 B xy+In(xy)=x+y
Qx2+y3 +axy=0 d) y2Cos x = xSen(3y)

e) Sen(xy) + Cos(xy) = Ln(x + y) Hy=1-—xe¥
gySenx—Cos(x—y)=x—y h) y — x = Arsen(x) — Arccos(y)
Dx¥Y—y*=10 i)y = xnx

k) xy? = [Ln x]¥
2. Hallar la derivada de y con respecto a x: %.
a) x = aCos(t),y = aSen(t). b) x = 1-t%,y = t-t3.

c) = t[1-Sen(£)],y = t[Cos(t)]-

EJERCICIOS SOBRE INCREMENTO Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.

1. Encuentre el incremento de y, Ay. Luego determine el diferencial de y, dy para la funcién
y = f(x), siendo:

a) f(x) = x* + 1, cuando x cambia de 2 a 2,01.
b) f(x) = x% + 2x + 1, cuando x cambia de 3 a 2,9.
c) f(x) =v4 —x,cuando x, = 2 e Ax = 0,2.

2. ;Cudl es el volumen aproximado de hule que se usa para manufacturar una pelota con
didmetro de 4 centimetros, si el grueso del hule es de 1milimetre?
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3. Los lados de una caja ctibica hueca de metal tienen un espesor de % de milimetro. Si el

volumen interior de la caja es de 125 centimetros cibicos, ;cuil es el volumen aproximado
del metal que se emplea en la construccién de la caja?

4. Supongamos que explotara x libras de cierto material de fisién, con una fuerza equivalente
a 500x toneladas de TNT. ;Cudl es el error permisible en la medicién de 2 libras del material
si el error en la explosion resultante no debe sobrepasar el equivalente de una tonelada de
TNT?

5. Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones.

Df)=1+5c-22  b) f) = O f() = (x — x%)?
d) f(x) =e** e) f(x) = Ln(4 — x?) f) f(x) = Sen(1+1nx)
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CAPITULO IV

APLICACIONES DE LA DERIVADA
CONTENIDO
4.1. Velocidad y aceleracién usando derivadas.
4.2. Laregla de L'Hopital.
4.3. Razones de cambio relacionadas.
4.4, Primera derivada y monotonia de las funciones reales.
4.5. Valores extremos de las funciones reales.
4.6. Segunda derivada y concavidad de la grafica de una funcién real.
4.7. Bosquejo de curvas polinomiales y racionales.
4.8. Segunda derivada y valores extremos relativos.
4.9. Diferenciales y calculo de errores relativos y errores porcentuales.

4.10. Listado de ejercicios propuestos.
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4.1. VELOCIDAD Y ACELERACION USANDO DERIVADAS

En las aplicaciones de la derivada se tiene diversas interpretaciones, dependiendo del
campo donde se esté empleando; algunas de estas son:

Razén de cambio de un suceso, tasa de crecimiento/decrecimiento de una poblacién, indice
de consumo, velocidad de un mévil, rapidez de un suceso, pendiente de una curva en un
punto, entre otras mas.

VELOCIDAD DE UN MOVIL.

PROBLEMA 1. Un autom6évil que corre por un camino recto viaja a una distancia modelada
por S(t) = t? + 4t millas en t horas, ;cuil es su velocidad instantinea a las 3 horas? ;Cudnta
es su aceleracion en ese mismo tiempo?

Solucion.
Siendo la funcién distancia recorrida S(t) = t? + 4t
Su velocidad serd v(t) = §'(t) = 2t + 4, siendo v(3) = 2(3) + 4 = 10 millas por hora.

Su aceleracién ha de ser a(t) = §7(t) = 2, siendo a(2) = 2 millas por hora, en cada hora.

PROBLEMA 2. Supongamos que una particula se mueve por una linea recta a razon de
S(t) =3t + 9t + t3pies en t segundos. ;Cuiles seran su velocidad instantinea y su
aceleracion al final de 5 segundos?

Solucidn.
Siendo la funcién que rige la distancia recorrida S(t) = 3t + 9t2 + ¢3
Su velocidad serd v(t) = S°(t) = 3 + 18t + 3t2.
Ent = 5 segundos: v(5) = 3 + 18(5) + 3(5)? = 168 pies por segundo.
Su aceleracién habra de ser a(t) = §”°(t) = 18 + 6t.

Ent = 5 segundos: a(5) = 18 + 6(5) = 48 pies por segundo en cada segundo.

PROBLEMA 3. (Efecto Doppler) La sirena de un coche de bomberos es percibida por un
132400
3314v’
velocidad del vehiculo. Hallar la razon de cambio de F respecto a v cuando:

observador con una frecuencia calculada mediante F(v) = donde +v representa la

a) El coche se esta aproximando a 30 metros por segundo [Usar “- v"].

b) El coche se est4 alejando a 30 metros por segundo [Usar “+v"].
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Solucion.

I‘l ”

La razén de cambio de “F” respecto a “v" es dada por la derivada de “F”, es decir, por F'(v) =

—132400
(331+v)2 "’

Calculamos F'(—30) = —1,4613; lo cual denota que al acercarse el coche de bomberos a 30
metros por segundo, el chservador percibe la sirena con una razén de cambio en la frecuencia
de 1,4613.

Ahora F'(30) = —1,01595; esto significa que al alejarse el coche de bomberos a 30 metros
por segundo, el observador percibe la sirena con una razén de cambio en la frecuencia de
1,01595.

4.2. LA REGLA DE L’HOPITAL

A . . 0 too 2
Los siguientes casos de formas indeterminadas: v pueden ser resueltos mediante las

reglas de L’'Hopital que se enuncian a continuacién.

TEOREMA 1. Caso (%) Hm ex)=0, 1™ g(x) =0 y existe [ [x)

(x)
x-%g ' x-xg X-Xg gr(x ) entonces se
Lim fx) _ Lim fr(x)

cumple que %0 gx) — 170 gi(n)”

Donde x puede ser un n° real, +co 0 —oo,
0

Ejemplo 1. Al sustituir el x; en la funcién, se obtendrd una forma indeterminada; la cual
serd resuelta al aplicar la regla de L'Hopital.

Lim 1-Cos x

a) Al calcular ;0 —

0 . . .
=3 obtenemos una forma indeterminada, aplicamos entonces regla

Lim 1-Cos x L[m Sen X 0

» = = = - —_—
de L’Hopital, derivando numerados y denominador: "/ 7 xo0 g5 g Duevamente

resulta una forma indeterminada, por lo que volvemos a aplicar L’'Hopital:

Lim Senx __ Lim Cosx 1
-0 2x — x-0 2 2

b) Al calcular “m 2%

0 . . . .
== aplicamos L'Hopital: derivando numer nominador.
10 Tsens o Aplicamos opital: derivando numerados y denominado

Lim  2x? _ Lim 6x2

%0 x—Senx %0 1—Cosx

= %. En base a esta respuesta, volvemos a aplicar L’'Hopital:

Lim 12x

f— 0 . ’ . .
10 Seng = p UNA Vez mds volvemos a aplicar L'Hopital:
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fm—2-=2=12,

x—0 Cosx 1

TEOREMA 2. Caso (f—:) s Lim f(x) = 1w Hm g(x) = too y existe Hum M‘ entonces se

XX = 'x-oxg x-xg gr(x)

Lim f(x) _ Lim fr(x)

cumple que X-%0 g(x)  X—X0 gi(x)’

Donde x; puede ser un n° real, +c0 o0 —oo,

Ejemplo 2. Del mismo modo, al sustituir el x; en la funcién se obtendra una forma
indeterminada, la cual sera resuelta al aplicar la regla de L'Hopital.

ILim Inx _t

oo 2 i 1. : 2
e T g oot aplicamos L'Hopital: derivando numerados y denominador.

a) Al calcular

1
Lim z _ Lm 1 _ 1 _,
x—+w0 2x X—+00 52 +o0
A 11 . . 0
b) Al calcular Lm&l [; — x] =+00 — oo, transformamos a forma indeterminada 5
X

Senx—-x 0 . ' . .
Lim ZP0Z "% — 2, aplicamos L’Hopital: derivando numerados y denominador.
x=0 xxenx 0

Lim Cos x—1

0 . _
= =, volvem licar regl L’Hopital.
X0 Senx +xCosx g’vo vemos a aplicar regla de opita

Lim -Senx
x-0 Cosx+Cosx—xSenx

_0_g
2

Lim
—+400

€) Al caleular 770 [Ln(x + 1) — Ln x] =+00 — oo, aplicamos propiedades de logaritmos.

X—too x—+t X—too

Lim _ Lim x+1\ __ Lim 1y _ —
[Ln(x +1) — Lnx] = n(22)= in(1+3)=In1=0

f .
d) Al calcular xﬂ’;ﬁ, (x Ln x) =0(4o0), aplicamos f - g = ﬁ of-g= l‘j—f
S (xLnx)= T T‘T: = E. aplicamos L'Hopital.

Lim _1/x _ Lim _
x=0%t —1/12 — x-0t (_x) = 0

Lim

1
2oE (14 2Cos x)cosx =1%*, usando logaritmo neperiano transformamos:
2

e) Al calcular
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A= Mm (1 + 2Cos x)Cosx - InA=1In [”’" (1 + 2Cos x)cosx]

InA= Lfm Ln(1 + 2Cos x)cosx =y L (

X
2

) Ln(1+ 2Cos x)

Cos

Lim Ln(1+2(.'as x)

Al calcular Ln A = r—— apllcamos regla de L’Hopital.
—-25enx 2
InA=Llm 12ces tim _2___, >  InA=2oA=e?

""‘* —-Senx x-’— 1+2Cos x

De donde, , Lon (1 + 2Cos x)cosx =¢2,

f) Al calcular * x_,o+ (x)* =0°, usando logaritmo neperiano transformamos:

A= %> Ind=La[Mm (7] LnA= M Ln(x)*

InA= ™ xLnx=0(+o), empleamos f - g =m0f g= —f

Al calcular Ln A = x{f’;ﬁ, % =-:%:, aplicamos regla de L’Hopital.
1
Ind= 10 0% > InA=!Mm (-x=0

InA=0c4=¢"=1
De donde, * x_,0+ (x)* =

s 1 . .
xﬁ';g (F)T““" =(+)?, usando logaritmo neperiano transformamos:

g) Al calcular

— Lf 1 Lf
A= x_.?;l+ (;)Tanx - InA=In x_.‘l(?)‘l- ( Z)Tanx]

InA=|Lm Ln(%)“‘“’]—) LnA = Hm (Tanx)Ln( 3)

x-0% x-0t
InA= xﬂ’;ﬁ (Tanx)(In1l—Inx?) > InA= x’:{";‘.,. (Tan x)(—2Ln x)

InA= -2 5% (Tanx)(ln x) = 0(+e0), empleamos f - g = Lo f - g =

/f

InA=-2 xlféi L"i = E, aplicamos regla de L'Hopital.
Tanx

1 2

0 .. ——
X0+ T1fseniz a0t g o aplicamos regla de L'Hopital.
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Lim 2SenxCosx
x-0t 1

Ind=2 = 2(0) = 0.

Luego,InA=0< A=e=1

Lf 1
De donde, x_,'(;‘+ (;)Tanx =1.

4.3. RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

Esta es una aplicacién de la derivacién implicita y la regla de la cadena. Consiste en planteary
resolver problemas donde se calcula razones de cambio de dos o més variables relacionadas
entre si, generalmente con respecto a otra variable, alguna de las cuales puede ser el tiempo ¢.
Estos problemas corresponden a sucesos que se presentan en momentos fijos o particulares;
es como tomar una foto del suceso en el instante, por tanto, se plantea y resuelve el problema
para ese momento fijo, tal como se vera en adelante.

PROBLEMA 1. Un barco § esta viajando cerca de la costa con una velocidad y una

w_ "

aceleracién desconocidas. En un faro L un observador toma medidas de la distancia “r” entre

él y el barco, y el &ngulo @ de la visual del barco con la linea de la costa. En un determinado
momento tp, encuentra que r = 6, % =3,0= E, ‘;—2 = —3. Encuentre %, es decir, la razén en
que aumenta la distancia desde el barco hacia la costa, en el instante ;.

Barco §

Orilla Faro L
Figura 4.1

Seglin la Figura 4.1, y = r Sen(#), donde vy representa la distancia del barco a la orilla; “y”,
“r" y "8 dependen del tiempo “t".

Derivando “y” respecto al tiempo se tendra % =r1(Cos8 z—g + Sen @ %
Remplazando los datos para el tiempo t; dados se tiene 2 = (6)Cos(m/3)(—3) +

dt
Sen(n/3)(3) =—6,4.
Esto simboliza la razén en que aumenta la distancia del barco a la costa, en el instante ;.

PROBLEMA 2. Una escalera de 13 m de largo se apoya contra una pared vertical muy alta.
En el instante £;, el extremo inferior a cinco metros de la pared estd resbalando hacia fuera a
una velocidad de 2 metros por segundo.
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a) (A qué velocidad se esta deslizando hacia abajo el extremo superior de la escalera en el
instante £5?

b) Una persona se encuentra sobre la escalera a 8 metros sobre el suelo, en el instante ¢;. ;A
qué velocidad se esta aproximando al suelo?

Solucion.

x =5

Figura 4.2

De la figura 4.2, se desprende y = 13 Sen(&) , x = 13 Cos(8).

", " [ L

(a) Derivando ambos lados de “y” y¥ “x” con respecto al tiempo “t”

de _ dx de dx de -2
d— = 13Cos 9 Y= —13Sen Bzy como - = 2, entonces P e

Por otro lado, reemplazando en 2 setieneZ = 13Cos § —=— =—2Cot O = 2=
dt dt 135en 8 v
Y come en el instante 5, x = 5,y = 12, se tendra que % = —%

Esto significa que en el instante t; el extremo superior de la escalera esti deslizindose hacia
abajo con una velocidad de 5/6 metros por segundo.

(b) Tomando como z la altura en que se encuentre la persona, por semejanza de triangulos:

z 8 2 2y dz _ 2dy
—=—==- z= i i
y 12~ 3 3 dt ~ 3dt
dz _ ay _ ( 5)_ 5
De donde, e cu,yen el instante t; se tiene —= rrian o e

En consecuencia, la persona esti cayendo al piso con una velocidad de 5/9 metros por
segundo.

PROBLEMA 3. Supongamos que cierta poblacién de pajaros B(t) y otra de mosquitos M (t)
se encuentran en equilibrio cuando se satisface el modelo 1382 + 12MB = M2, Determinar la

rapidez con la que aumenta la poblacién de pdjaros i—': cuando B = 200, M = 2600 y ‘;—T =
1000 por afio.
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Solucion.

Tanto B como M dependen del tiempo “t” en el modelo 13B% + 12MB = M?, derivemos

g, ad Ul a _ M s _
ambos lados con respecto a “t": 13B —+6M—+6B— =M= ] o
aM
& (M—6B)
13B+6M

Reemplazando los datos dados se obtiene que z—j: = 76,92, es decir, la rapidez con la cual

aumenta la poblacion de pajaros es de 76,92 por afio.

PROBLEMA 4. Un recipiente tiene la forma del cono de la Figura 4.3, y el agua esta fluyendo
hacia su interior a razon de 2 cm? por minuto. ;A qué velocidad se esta elevando el nivel del
agua cuando el recipiente se llena hasta una altura de h cm?

Solucion.

Figura 4.3

T
Z-
De donde, r = h Tan 8, siendo que r y h dependen del tiempo t y & es constante

El volumen es dado por V = %n’ (hTan 8)%*h = %h?‘TanzG

De la Figura 4.3, se obtiene la siguiente relacién: Tan 8 =

. . av dh av
Derivando V con respecto al tiempo:— =7 (Tan?@)h? = Y como — = 2
\ dh 2 . .
Finalmente, o e resulta la velocidad con que se eleva el nivel del agua.

PROBLEMA 5. Un émbolo S se desplaza hacia arriba y hacia abajo en un cilindro. En
cualquier instante, su posicién § (en milimetros) arriba del centro (5§ = 0) esta relacionada
con su velocidad V (en milimetros por segundo) por la ecuacién S? + V2 = 16. Hallar la
aceleracién de este pistén en el momento que se encuentra a 2 milimetros arriba del centro.
(Ver Figura 4.4).

Solucion,
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Figura 4.4

Recordemos que la aceleracién es dada por a(t) = % y por regla de la cadena a(t) = % =

£
av . as

ds dt

Derivando ambos lados de $2 + V2 = 16 con respecto a t, se tiene 2k —%

dt
Entonces a(t) serd a(t) = % = % . % =—§ V==5

Calculando para S = 2 milimetros, V = £v16 — 22 = +V12
De donde a(2) = - 2 milimetros por segundo por segundo.

Esto significa que el émbolo se desacelera (velocidad decreciente) cuando se encuentra a dos
milimetros por encima de la posicién central.

PROBLEMA 6. Un ciclista y un tren se estdn aproximando a una interseccién a lo largo de
trayectorias perpendiculares. En el momento en se encuentran equidistantes de la
interseccién, el ciclista estima que la distancia entre él y el tren est disminuyendo a 40 millas
por hora. Si la rapidez en que se mueve el ciclista es de 15 millas por hora, ;con cuanta
velocidad se esta moviendo el tren?

Solucion.

y(t)
z(t)

x(t)
Figura 4.5

En la Figura 4.5, x(t) es la distancia de la bicicleta respecto a la interseccién en el tiempo “t”;
y(t), la del tren a la interseccion en el tiempo “t"; z(t) es la distancia entre el tren y la
bicicleta en el tiempo “t". La distancia es en millas y estas se encuentran relacionadas por la
ecuacién x? + y? = z2,
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Para hallar la velocidad del tren %, se deriva ambos lados de la ecuacion con respecto a “t” y
: ax 8y _ o, 4
se obtiene 2x i 2y i 2z e

: By Lfds_ )
Donde la velocidad es dada por il Gl e

En el momento en que el ciclista y el tren se encuentran equidistantes de la interseccién, x =
y se tiene que z = V2y

Con los siguientes datos: z—: ==15,x=y, % = —40 sustituimos en ‘;—: = %(zd—z - xﬂ) y se

tieneﬂ = —41,57
dt

Esto significa que se estan aproximando (signo negativo) a 41,57 millas por hora.

4.4. PRIMERA DERIVADA Y MONOTONIA DE LAS FUNCIONES REALES
FUNCION CRECIENTE O DECRECIENTE.
DEFINICION. Sea f: IcR—R una funcién real definida en el intervalo IcR, se dice que:

a) La funcién f es no creciente sobre el intervalo I si para cada par de valores x; y x, de I se
cumple six; < x; = f(x1) = f(x3). (Ver Figura 4.6).

b) La funcién f es estrictamente decreciente sobre el intervalo I si para cada par de valores
X, ¥ x5 de I se cumple six; < x; = f(x1) > f(x3). (Ver Figura 4.7).

c) La funcién f es no decreciente sobre el intervalo I si para cada par de valores x; y x; de I
se cumple six; < x; = f(x;) < f(x3).

d) La funcidn f es estrictamente creciente sobre el intervalo [ si para cada par de valores x; y
x; de I se cumple six; < x; = f(x;) < f(x2).

10 20

NN | ) /

1
u
L=
Ha
N -
F -9
v -
o

i
? 2 4 6
-15 -5
La funcidn f es no creciente. La funcidn f es no decreciente.
Figura 4.6 Figura 4.7
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PRIMERA DERIVADA Y MONOTON{A (FUNCION CRECIENTE/DECRECIENTE).

TEOREMA. Sea f:IcR—R una funcién real continua definida en el intervalo IcR y
derivable en el interior de I,

a) Si f'(x) > 0 para todo xel, entonces f es creciente en /.
b) Si f'(x) < 0 para todo xel, entonces f es decreciente en /.

¢) Si f'(x) = 0 para todo xel, entonces f es constante en I.

Ejemplo 1. Sea la funcién f(x) = x? — 6x + 12, determina r en que intervalo es creciente y
en cudl es decreciente.

Solucidn. Calculamos primero la derivada de f(x) = x%2 — 6x + 12.Estaes f'(x) = 2x — 6.
Buscamos donde f es creciente y/o decreciente.
Es crecienteen f'(x) > 0—>2x—6 >0 x > 3,esdecir,en J = (3; +o).

Es decreciente en f'(x) <0 > 2x -6 <0 > x < 3, es decir, en K = (—oo; 3). (Ver Figura
4.8).

14

12 /
10

2
0 1 T T T 1
0 | 2 3 4 5 6 7
Figura 4.8
Ejemplo 2. Para la funcién f(x) = —2x3 + 3x? + 12x — 7, determinar los intervalos donde

f es creciente y donde es decreciente.

Solucion. Laderivadade f(x) = —2x° + 3x% + 12x — 7 es f'(x) = —6x% + 12x + 12.
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Buscamos donde f es creciente: f'(x) > 0> —6x%+12x +12 > 0
Es decir, f es creciente en el intervalo J = {(—1; 2).
Buscamos donde f es decreciente: f'(x) < 0 — —6x% + 12x + 12 < 0

Es decir, f es decreciente en el intervalo K = {—o0; —1) U (2; +c0). (Ver Figura 4.9).

Figura 4.9

PUNTO DE INFLEXION .

DEFINICION. Sea f:IcR—R una funcién real continua en el punto x, . Decimos que el
punto (x,; f(xp)) es un punto de inflexién de la gréfica de la funcién f, si f es cdncava hacia
arriba a un lado de x; y concava hacia abajo al otro lado.

Los puntos —de existir— concurren en los valores de x para los cuales f''(x) = 0 o cuando
f"(x) no existe.

Ejemplo 1. Encuentre los puntos de inflexién de la curva representada por la funcion
flx)=x3—12x.

Solucién. La derivada de orden uno: f'(x) = 3x% — 12.
La derivada de orden dos es f"(x) = 6x.
Los puntos de inflexién se encuentrande f’(x) =0 - 6x=0 > x=0.

El punto de inflexién es (xy; f (x)) =(0; 0). (Ve Figura 4.10).

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Figura 4.10

4.5. VALORES EXTREMOS DE LAS FUNCIONES REALES
EXTREMOS DE UNA FUNCISN REAL : VALORES MINIMO Y MAXIMO DE UNA FUNCISN REAL

INTRODUCCION . Observemos la grafica de la funcién f(x) = x* —2x2 +4 para -1 <x <
2,5.

o

|
By

S

N

Figura 4.11

En la Figura 4.11, se observa lo siguiente:

a) El valor méas grande de la funcién se da en x = 2,5, este es llamado méximo absoluto y el
valor maximo es f(2,5) = 7,25. El valor mas pequefio de la funcién se daen x =—1 y es
denominado minimo absoluto y el valor minimo es f(—1) = 1.
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b) En el valor x = 0 se da un maximo, al que se nombra maximo relativo (ocurre en un
subintervalo del dominio); y, en el valor x = 1,5 se da un minimo que es llamado minimo
relativo (ocurre en otro subintervalo del dominio).

DEFINICION 1 (MINIMO Y MAXIMO ABSOLUTO). Sea f:I/cR—R una funcién real de
variable real y sea xy un punte de I = [a; b], entonces:

a) m = f(xp) es el minimo (o minimo absoluto) de f en I siy solosi f(x) < f(x) paratodo
x€elL

b) M = f(x;) es el maximo (o maximo absoluto) de f enI siy solosi f(xy) = f(x) paratodo
x€EL

TEOREMA. Sea f:IcR— R una funcién real de variable real, continua en el intervalo
cerrado I, entonces f tiene maximo absoluto y minimo absoluto en I.

DEFINICION 2 (MINIMO Y MAXIMO RELATIVOS). Sea f:Ic R—R una funcién real de
variable real definida en el intervalo I, sea el intervalo Jc I un intervalo abierto y sea x; € J,
entonces:

a) Si f tiene un minimo en J, f (xp) llamado minimo relativo.
b) Si f tiene un maximo en J, f(x;) denominado maximo relativo.

Nota. Alos valores minimos o maximos también se les llama valores extremos de la funcién

f.

DEFINICION 3 (PUNTO CRITICO). Sea f:Ic R—R una funcién real de variable real
continua definida en el intervalo 1. Un valor x, de I es llamado punto critico de f si cumple:

a)f'(x,) =0, o b) f'(x) no existe, 0 ) X, es un extremo del intervalo .

OBSERVACION. Los valores extremos solo ocurren en puntos criticos.

EXTREMOS DE UNA FUNCION DEFINIDA EN INTERVALO CERRADO.

Si f:IcR—R es una funcion real de variable real, continua en el intervalo cerrado I, sus
valores extremos se hallan siguiendo estos pasos:

a) Se halla los puntos criticos de fen 1.
b) Se evaliia cada punto critico en la funcién f.
¢) El menor de tales valores es €l minimo absoluto y el mayor, el maximo absoluto.
Ejemplo 1. Hallar los valores extremos de la funcién f(x) = 2 + 2x-x? parax € [-0,6; 2].

Solucion.
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25 / \
] N

Figura 4.12

a) Hallamos los puntos criticos (existe tres formas de obtenerlos):

DFxY=0 - 2 —2x =0, entonces: x = 1.

ii) f'(x) siempre existe, aqui no hay P. C.

iii) Los extremos del intervale son x = —0,6,, x = 2. Entonces P.C.= {-0,6; 1; 2}
b) Evaluamos f(-0,6) = 0,44, fa)=3 f(2)=2.

¢) El minimo absoluto es f(-0,6) = 0,44 ; y, el maximo abscluto es f(1) = 3. (Ver Figura
4.12).

Ejemplo 2. Hallar los valores extremos de la funcién g(x) = 2x - 3x?/3 para 0<x <8,
cuya grafica se muestra a continuacién.

Solucion.

Figura 4.13
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a) Hallamos los puntos criticos (con las tres formas de obtenerlos):

Ngx)=0 - 2 — 2x~1/3 = 0, entonces x = 1.
i) g'(x) = 2 — 2x~%/3  no existe si x = 0.

iii) Los extremos del intervalo son: x = 0, x = 8. Entonces los puntos criticos son PC =
{0; 1; 8}

b) Evaluamos f{0) =0 fH=-1 f(8) =4.

c) El minimo absoluto es f(1) = —1; y, el médximo absoluto es f(8) = 4. (Ver Figura 4.13).

4.6. SEGUNDA DERIVADA Y CONCAVIDAD DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION REAL

TEOREMA. Sea f:IcR—R una funcién real que admite derivada de segundo orden en el
intervalo abierto IcR.

a) Si f""(x) > 0 paratodo x € I, entonces f es céncava hacia arriba en I. (Ver Figura 4.14).

b) Si f"'(x) < 0 paratodo x € I, entonces f es céncava hacia abajo en 1. (Ve Figura 4.15).

8 4
6 \\ // 3 / \
4 2
T & ~
2 1
0 L L L} 0 1
0 2 4 6 0 2 4 6
La funcién f es céncava hacia arriba. La funcién f es cdncava hacia abajo.
Figura 4.14 Figura 4.15

Ejemplo 1. Sea la funcién f(x) = 4 — 2x — x? hallar donde f es creciente, decreciente,
concava hacia arriba o cédncava hacia abajo.

Solucién. La derivada de orden uno es f'(x) = =2 — 2x.

a) La funcién f es crecientesi f/(x) >0 > —2—-2x>0 > x < —%.

. 1
Es crecienteen x € (—oo; — 5)
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b) La funcién f es decreciente si f'(x) <0 > -2—-2x <0 > x> —%.

: 1
Es decrecienteen x € (— 55 +o0)

¢) Laderivadade ordendos es f'(x) = —2.

La funci6n f es concava hacia abajo en todo R, pues f"'(x) = —2 < 0. (Ve Figura 4.16).
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Figura 4.16

Ejemplo Z. Determine en qué intervalos del dominio, la funcién f(x) = 3x5 —5x3 + 1 es
creciente, decreciente, cdncava hacia arriba o céncava hacia abajo.

Solucidn. La derivada de orden uno es f'(x) = 15x* — 15x2.
La derivada de orden doses f"(x) = 60x® — 30x .
a) La funcién f es crecientesi f'(x) > 0 — 15x* — 1522 > 0 — x € ({—o0; —1) U (1;+0)).
Es creciente en el intervalo J = {—c0; —1) U {1;+c0).
b) La funcién f es decreciente si f/(x) < 0 - 15x* — 15x2 < 0 — x € ((—1;0) U (0;1)).
Es creciente en el intervalo K = {(—1; 0) U {0;1).

¢) La funcién f es céncava hacia arribasi f"(x) > 0 — 60x® —30x > 0.
Es concava hacia arriba en el intervalo | = (— % ;0)U (g ;+00).

d) La funcién f es céncava hacia abajosi f"(x) <0 - 60x* —30x < 0.
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Es céncava hacia arriba en el intervalo K = (—oo;‘/?i) U (O;J?i) . (Ver figura 4.17).

-2 -1.5 / -1 -0.5 0 0.5\/ 15 2

N

[+)]

Figura 4.17

4.7. BOSQUE]JO DE CURVAS POLINOMIALES Y RACIONALES

Ejemplo 1. Usando derivadas, graficar la funcién f{x) = x3 — 6x? — 15x + 40 y mostrar
sus elementos mas importantes.

Solucion.
1) El dominio de la funcién es todo el conjunto de los niimeros reales Dom(f) = R.
2) Hallamos las derivadas de orden 1 y de orden 2:
f(x) =3x%—-12x— 15 y f(x)=6x—12
3) Hallamos los puntos criticos de la funcién, igualamos a cero de derivada de orden 1:
3x2—-12x—15=0 - x2—4x-5=0 - (x-5)x+1)=0
— PC = {-1;5}
4) Buscamos donde f es creciente o decreciente:
Es creciente si f'(x) > 0: (x—5)(x+1)>0 > xe{—o0;—1) U (5; +o)
Es decrecientesi f'(x) < 0: 3(x—-5x+1) <0 - xe(—1;5)
Obsérvese aquf lo siguiente: {—o0;—1) U \(Llﬁ U \(5_;-!22, entonces en x = —1 ocurre un

crece decrece crece
maximo y en x = 5 ocurre un minimo.

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES
5) Buscamos los puntos de inflexién (puntos de cambio de concavidad), igualamos a cero la
derivadadeorden2: f“(x) =0
6x—12=0 - x=2,siendoy=6 - PI ={(2;6)}
6) Buscamos las concavidades de la funcién:
Si f”(x) > 0, fes céncava hacia arriba: 6x — 12 > 0 —» xe{—c0; 2)
Si f(x) < 0, fes concava hacia abajo: 6x — 12 < 0 = xe(2; +oo0)

7) Ubicamos los puntos principales de f con los PC y los PI; y al ordenarlos, son (—1; 48},
(2; 6), (5 —60)

8) Buscamos la interseccién con los ejes coordenados.

La interseccién de f con el eje Y: se hace x =0 en y = x3 — 6x2 — 15x + 40, queda y = 40,
entonces cortaen y = 40.

La interseccién de f con el eje X: se hace y = 0 en y = x® — 6x% — 15x + 40, entonces corta
enx=-31;x=18;yx=173.

9) Se ubica en el plano cartesiano los puntos criticos PC y sus ordenadas, el punto de
inflexién PI y los puntos de interseccién con los ejes coordenados y se traza la curva que se
muestra en la figura a continuacién.
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Figura 4.18
Ejemplo 2. Usando derivadas, graficar la funcién f(x) = 1+1x2 y mostrar sus elementos mas
importantes.
Solucion.
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1) El dominio de la funcién es todo el conjunto de los niimeros reales Dom(f) = R.

2) Hallamos las derivadas de orden 1y de orden 2: f(x) = — = (1 + x?)™1?
7 —-2x - 2(3x2-1)
f&) =0 y "™ ="

3) Hallamos los puntos criticos de la funcién, igualamos a cero la derivada de orden 1:

—2X

m=0 - —2x=0 - x=0 - PC = {0}

4) Buscamos donde f es creciente o decreciente:

. . o . _—2x »
Es creciente si f'(x) > 0: T 0 - xe{—oo; 0}
Es decreciente si f'(x) < 0: C 1:’;)2 <0 > xe{0;+o0)

Obsérvese aqui lo siguiente: (—oo;0) U (0; +oo), entonces en x = 0 ocurre un maximo. Su
crece decrece
ordenada respectivaesy =1

5) Buscamos los puntos de inflexién (puntos de cambio de concavidad), igualamos a cero la
derivada de orden 2: ffx)=0

2(3x2-1) _ 24y — 2_ 1= 2 _1
e — 0 2 232" -1 =0 - s =l=0 3 =3
- i‘/_ siendo para ambos y = % - Pl = {(—«F 3) o, 3)}

6) Buscamos las concavidades de la funcién:

2 =

Si f7(x) > 0, fes concava hacia arriba: 2((13;2)13) >0 > xe(—oo; Tﬁ) U (?, + o0}
2__ p

Si f(x) < 0, fes concava hacia abajo: Z((::xz)la) <0 > x€ (Tﬁ ; g)

7) Ubicamos los puntos principales de f con los PC y los PI; al ordenarlos, son (0;1),
25, 2),(=2:2) 010 que es o mismo: (0; 1), (~0,58;0,75), (0,58 0,75)
8) Buscamos la interseccién con los ejes coordenados.

Lainterseccién de f conelejeY: sehacex =0eny = 1_:7, entonces cortaeny = 1.

La interseccién de f con el eje X: se hace y = 0 en y = —; lo cual resulta absurdo, entonces

ne corta al eje X.
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9) Se ubica en el plano cartesiano los puntos criticos PC y sus ordenadas, el punto de
inflexién PI y los puntos de interseccién con los ejes coordenados y se traza la curva que se
muestra en la figura a continuacion.
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Figura 4.19

Ejemplo 3. Usando derivadas, graficar la funcién f(x) = 3x* + 4x3, asf también, mostrar
sus elementos mas importantes.

Solucion.
1) El dominio de la funcién es todo el conjunto de los niimeros reales Dom(f) = R.
2) Hallamos las derivadas de orden 1 y de orden 2:
F(x) =12x3 + 1242 y F7(x) = 36x2% + 24x
3) Hallamos los puntos criticos de la funcién, igualamos a cero la derivada de orden 1:
12x3 + 12x%2 =0 - 12x%(x+1)=0 - x*(x+1)=0 ->x=00 x=-1
- PC ={-1;0}
4) Buscamos donde f es creciente o decreciente:
Es crecientesi f'(x) > 0: 1223 +12x2 >0 - x%(x+ 1) > 0> xe{—1;0) U (0; + o)
Es decrecientesi f(x) <0: 12x3+12x2 <0 - x%(x+ 1) > 0—> xe(—o0;—1)

Obsérvese aquf lo siguiente: {—o0; —1) U {—1;0) U {0;+), entonces en x = —1 ocurre un
decrece crece crece

minimo local.
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5) Buscamos los puntos de inflexién (puntos de cambio de concavidad), igualamos a cero la
derivadadeorden2: f“(x) =0
6x—12=0 - x=2,siendoy =6 - PI ={(2;6)}
6) Buscamos las concavidades de la funcién:

Si f(x) > 0, fes concava hacia arriba: 36x% + 24x >0 2 6x(6x +4) > 0> x(6x+4)> 0
-»x=00 x =;—2 - xe(—w;_?z)u(o;+oo)

Si f"(x) < 0, fes concava hacia abajo: 36x%2 +24x <0 = 6x(6x+4)<0- x(6x+4)<0
>x=0o0 x=_3—2—> xe(_?z;o)

7) Ubicamos los puntos principales de f con los puntos criticos PC (—1; —1), (0; 0) y el punto
de inflexién PI (2; 6).

8) Buscamos la interseccién con los ejes coordenados.

La interseccién de f con el eje Y: se hace x = 0 en y = 3x* + 4x3, queda y = 0, entonces corta
eny=10.

La intersecci6n de f con el eje X: se hace y = 0 en y = 3x* + 4x3, entonces cortaenx =0y

4
enx =—-
3

9) Se ubica en el plano cartesiano los puntos criticos PC y sus ordenadas, el punto de
inflexién PI, los puntos de interseccion con los ejes coordenados y se traza la curva que se
muestra a continuacién en la Figura 4.20.
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4.8. SEGUNDA DERIVADA Y VALORES EXTREMOS RELATIVOS
CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA HALLAR VALORES EXTREMOS.

TEOREMA. Sea f:Ic R— R una funcién real de variable real tal que f'(x) = 0 y tal que la
segunda derivada de f existe en un intervalo abierto que contiene a x,, entonces:

a) Si f'"(x) > 0, f(x,) es un minimo relativo. (El maximo relativo es f(x,)).
b) Sif'(x) < 0, f(xp) es un méximo relativo.(El méximo relativo es f(xp)).

c) Si f”'(x) = 0, el criterio no es aplicable (usar otro criterio).

Ejemplo 1. Hallar los valores extremos de la funcién f(x) = x3 - 3x2 parax € R.
Solucion.
a) Hallamos los PC: f'(x) = 0, 3x% — 6x = 0,entoncesx =0y x = 2.
b) Hallamos f"'(x) = 6x — 6.
c) Evaluamos cada PC en la segunda derivada y aplicamos el teorema:
f"(0) = —6 < 0, entonces f(0) = 0 es un miximo absoluto.

f"(2) = 6 > 0, entonces f(2) = —4 es un minimo relativo. (Ver Figura 4.21).

Figura 4.21
Ejemplo 2. Hallar los valores extremos de la funcién f(x) = x* + x3 -3x% + 1 parax € R.

Solucion.
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a) Hallamos los PC: f'(x) = 0, 4x* + 3x? - 6x = 0, entonces x = 0; x = 0,9; x = —1,65.
b) Hallamos la segunda derivada: f"(x) = 12x% + 6x — 6.
¢) Evaluamos cada PC en la segunda derivada y aplicamos el teorema:

f"{0) = —6 < 0, entonces f(0) = 1 es el maximo relativo.

f"(0,9) =9,12 > 0, entonces £(0,9) = —0,45 es un minimao relativo.

f""(—1,65) = 15,12 > 0, entonces f(—1,65) = —4,22 es un minimo relativo.

(Ver Figura 4.22).

Figura 4.22

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION - APLICACIONES DE L.OS VALORES EXTREMOS.

Son problemas de aplicacién que consisten en hallar minimos ¢ maiximos especificos como,

por ejemplo, los siguientes: méaximo beneficio, minimo costo, maximo beneficio, mixima
intensidad, distancia mixima...

Proceso de resolucién.

a) Asignar simbolos o letras a todas las cantidades dadas o por determinar. De ser posible
elaborar un esquema del problema.

b) Escribir una ecuacién primaria para la magnitud que se desea optimizar (hacer minima o
maxima).

¢) Reducir o transformar la ecuacién primaria en otra que tenga una sola variable
independiente. Para esto se puede exigir el uso de ecuaciones secundarias que relacionen las
variables independientes de la ecuacién primaria.
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d) Determinar el dominio de la ecuacién primaria, es decir, los valores para los cuales el
problema tenga sentido.
) Hallar el méximo o minimo por medio de las técnicas ya estudiadas.

PROBLEMA 1. Un ranchero tiene 20 Km de alambrada para delimitar un terreno

rectangular a lo largo de un rio. Si no fuera necesario que existiese alambrada a la orilla del
rio, ;cudl seria el perimetro que produciria el 4rea mixima? ;Cuél es el area maxima?

Solucion.

A=xy

Orilla del rio

Figura 4.23

a) DelaFigura 4.23, sea x = ancho, y =largo, A = irea, p = perimetro.

b) Se desea maximizar el drea (Ecuacién primaria): A = xy.

c) Como se tiene 20 km de alambrada (perimetro), tiene (ecuacion secundaria):
p=2x+y; o 20=2x+y; o y= 20-2x

Reemplazando en la ecuacién primaria: A = xy = x(20-2x); o A= 20x — 2x?.

d) El dominio. Puesto que A, x e y son dimensiones, deben ser cantidades positivas: A > 0,
x>0, y>0, de esta dltima 20 — 2x > 0, de donde x < 10, junto con x > 0 se tendrd
finalmente Dom(4) = (0; 10).

La funcién irea con su dominio serdn A(x) = 20 — 2x, x € (0; 10).
¢) Hallando idrea maxima.

Encontramos los PC con los tres criterios:

i) A'(x) = 0, entonces ii) PC = {5} iii) No hay PC.

f) Aplicamos criterio de la segunda derivada: A" (x) = —2, y A”(5) = —2 entonces se produce
maximo. Las dimensiones del terreno que dan el drea maxima serin x =5,y = 20— 2(5) =
10.

El 4rea maxima sera A(5) = 20(5) — 2(5)? = 50.

Nota. Otras dimensiones produciran un terreno de menor area.
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PROBLEMA 2. Se desea construir una caja abierta de base cuadrada empleando 108 cm? de
material. ;Qué dimensiones tiene una caja de maximo volumen?

Solucion.

Figura 4.24

a) De la Figura 4.24, sean x = lado de la base, h = altura, § = irea del material y V = volumen
de la caja.

b) Se desea maximizar el volumen V (ecuacién primaria): V = x2h.
c¢) La cantidad de material disponible es § = 108 cm2 (ecuacién secundaria):

S = (Area de la base)+(Area lateral)

__ 108-x?2

S =x%+4xh 0 108 = x2 + 4xh 0 h =

3
Reemplazando en la ecuacion primaria se tendra V = 27x — xT

d) Se trata de dimensiones de una caja, por lo tanto, ¥V > 0, x > 0, h > 0. De estas dos ultimas

condiciones, se obtiene que x € {0; /108 ). La funcién volumen con su dominio serdn V =

27x — % con x € (0; -/108 )

¢) Hallando el volumen méximo.

f) Encontramos los PC con los tres criterios:

i) V'(x) = 0, entonces PC = {6} ii) No hay PC. iii) No hay PC.
g) Aplicamos criterio de la segunda derivada: V'(x) = —%x. V"(6) =-9, entonces se
produce maximo. Las dimensiones de la caja que producen el volumen maximo serdn x = 6,
B 108-6% _ 3

T e

3
El volumen méximo ser4 V(6) = 27(6) — < = 108 = 108 cm?.

Nota. Una caja con otras dimensiones produciri una caja de menor volumen.

PROBLEMA 3. Tanto los bidlogos como los psicélogos estudian las respuestas a diversos
estimulos. En ciertos animales la respuesta al estimulo se mide por la contraccién del iris
después de exponer el 0jo a una luz brillante. Supdéngase que la respuesta se modela por
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t?, si0<t<2 _
S(t) = B oit>3 donde “t” es el tiempo en segundos después que se concentra la luz

en el ojo. ;En qué instante se presenta la respuesta maxima?

Solucién.

El cambio en la definicién de S(t) en t = 2 hace ver la posibilidad de una discontinuidad por
salto o una esquinaent = 2.

Como t[j;"_(tz) =4, tﬂgﬂ (%) = 4,y 5(2) = 4,se ve que 5(t) es continuaen t = 2.

La posibilidad de una esquina en ¢ = 2 se investiga al analizar la derivada (a través de la

2t, sid<t<2
pendiente) a cada lado de t = 2, en efecto, S'(¢t) = { S

g2’

Ent=2: tljg‘_(Zt) =4, t"jgi (;—:) = —2, lo cual indica que la grifica de S(¢) tiene una esquina

en t = 2,;esto quiere decir que la derivada no existe en t = 2. Ademds, debemos cbservar que
se pasa de (+) a (-), es decir, ocurrira un maximo aqui.

a) Hallando puntos criticos con los tres criterios:

i) §'(t) = 0, no hay PC.

ii) $'(t) no existe sit = 2

iii) En el (intervalo) dominio tiene el extremo t=0.

b) La respuesta maxima se da cuando ¢ = 2. (Ver Figura 4.25).

45
s /
2.5 /
sl

0.5 /

Figura 4.25
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4.9. DIFERENCIALES Y CALCULO DE ERRORES RELATIVOS Y ERRORES PORCENTUALES

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION REAL.

df = hf'(x)
Y

v

Figura 4.26

DEFINICION . Sea f: IcR—R una funcién diferenciable y sean x y x + h valores del Dom(f),
entonces apoyandose en la Figura 4.26:

a) Al nimero Ax = (x + h) —x = h, sele llama incremento de x.

b) Al nimero Af (x) = f(x + h) — f(x), se le denomina incremento de f en x y ademas f(x +
h) = f(x) + Af (x).

c) La expresion k- f'(x) se denomina diferencial de f en x, el cual se denota por df = h -

f'(x).

El incremento de f en x puede ser aproximado mediante la diferenciable f en x, es decir:
Af (x) ~h- f'(x) = 4x - f'(x) = f'(x) dx

De donde, f(x + h)=f(x) + f'(x) dx.

Como f(x + h) puede ser aproximado mediante diferenciales, entonces podemos hallar
valores aproximados de la funcién y = f(x) en las aplicaciones. Ademas, como Ax = h = dx,
se tiene df (x) = f'(x) dx.

La diferencial de una funcién se calcula usando las mismas reglas de derivacion de las
funciones reales.

Ejemplo 1. Calcular el diferencial de las siguientes funciones:
a) Si f(x) = Sen(x? + 8), entonces su diferencial es df (x) = Cos(x? + 8) 2x dx.
b) Si h(x) = u(x) - v(x), entonces su diferencial es df (x) =u-dv + v-du.

3/2

c) Si y = u®?, entonces su diferencial es dy = % ul/2 gy

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

d) Sih(x) = :'(—:3, entonces su diferencial es dh(x) = ”'dt;zum.
n —_ 2 — = " —_ dx
e) Si f(x) = vx? — 4, entonces su diferencial es df (x) = "

Ejempio 2. Calcule el valor aproximado de +145 y compare con el valor exacto.

Solucion.
La funcién sera f(x) = vx, fx+h)=vx+h Filx) = %

Six=144,h = 1.

Entonces f(144) = v144 =12, (144 + 1) =v144 + 1 =145, f'(x) = —0 0416666
Luego, f(x + h) = f(x)+h- f'(x).
Aproximando: (144 + 1)=, f(144) + (1) - f'(144) =, 12 + 0,0416666 = 12.0416666

El valor exacto es V145 = 12,0415%945

Se muestra un error de 0,000072021, es bastante aproximado.

Ejemplo 3. Se mide el radio de un circulo y se obtiene una medida aproximada de 30
pulgadas, con un error probable de 0,0025 pulgadas. Al medir el area del circulo, determinar
lo siguiente: El error absoluto, el error relativo, el error porcentual y el perimetro del circulo.

Solucion.

El radio es r = 30 pulgadas y el error en la medida es dr = +0,0025 pulgadas.
La funcién que permite hallar el drea es A(r) = nr?, y su derivada es ;—‘: = 27r.

a) El diferencial del &rea sera dA(r) = 2nr dr.
Reemplazando los datos dA(30) = 2r(30)(1+0,0025) = 10,157 pulgadas cuadradas.
Por tanto, el error absoluto es dA(30) = 10,157 pulgadas cuadradas.

Lo cual denota que el error total cometido al medir el 4rea del circulo es de 10,157 pulgadas
cuadradas.

b) El error relativo se obtiene de ER = %

10,151
n(30)2

Reemplazando los datos se obtiene ER = = 10,00017.
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Esto significa que por cada pulgada cuadrada que se mida en el circulo, se estd cometiendo un
error de +0,00017.
c) El error porcentual se obtiene de EP = ER(100)%
Reemplazando los datos se llega a EP = +0,00017(100)% = +0,017 %

Se entiende que por cada 100 pulgadas cuadradas que se mida en el 4rea del circulo, se estara
cometiendo un error aproximado de 10,017 %.

d) El perimetro del circulo se obtiene de P = 2nr

Reemplazando los datos se llega a P = 2r(30) = 188,495 pulgadas.

PROBLEMAS DE APLICACION
RESOLVER LOS SIGUIENTES PROBLEMAS:

PROBLEMA 1. (Cantidad de productos en funcién del gasto en publicidad) Utilizando datos
registrados se estima que una empresa venderd N unidades de un producto después de

gastar $x miles en publicidad, calculadas mediante la funcién N(x) = 60x -x% con 5 <x <
30.

a) Determinar N'(x), es decir, la razén de cambio de las ventas por unidad de cambio en
dinero gastado en publicidad al nivel de $x millares.

b) Encontrar N(10) con N'(10), luego N(20) con N'(20) e interpretar.
Solucion.
a) Calculamos la derivadade N(x): N'(x) = 60 — 2x.

b) Calculamos N({10) = 500, lo cual significa que “al gastar 10000 délares en publicidad, la
empresa vendera 500 unidades de su preducto”.

Y N'(10) = 40, es decir que "a un nivel de gastos de 10000 délares en publicidad, podria
haber un incremento de 40 unidades en las ventas al desear incrementar la publicidad en
1000 délares”.

N(20) = 800, se entiende que “al gastar 20000 délares en publicidad, la empresa vendera
800 unidades de su producto”.

Y N'(20) = 20, significa que “al nivel de gastos de 20000 délares en publicidad, podria haber
un incremento de 20 unidades en las ventas al desear incrementar la publicidad en 1000
délares”.

En la Figura 4.27, se muestra la grafica de la funcién N(x).
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Figura 4.27

Se presenta a continuacidn la grafica de la funci6n N'(x) en la Figura 4.28.
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Figura 4.28

PROBLEMA 2. (Concentracion de didxido de azufre en funcidn de la distancia en millas)
Una planta que genera energia eléctrica mediante la combustién de carboén libera diéxido de
azufre al aire circundante. La concentracion € en partes por milléon se calcula

aproximadamente con la formula C(x) = % , donde “x” es la distancia desde la planta en

millas. Calcular la razén de cambio instantinea de la concentracién cuando la distancia es de
x=1milla,x = 1,5 y x = 2 millas.

Solucion.
La razén de cambio es dada por la derivada de la funcién C (x): C'(x) =—-0,2x73.

A una milla de distancia, la concentracién sera de C{1) = 0,1 partes por millén y la razén de
cambio serd de €'(1) = —0,2, lo cual da a entender que “a una milla de distancia de la planta,
hay una concentracién de 0,1 partes por millén de diéxido de azufre y esti disminuyendo con
una rapidez de 0,2 partes por millén cada milla de distancia”.
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A una milla y media, la concentracién sera de €(1,5) = 0,044 partes por millén y la razén de
cambio serd de €'(1.5) = —0,059, es decir, “a una milla y media de distancia de la planta, hay
una concentracién de 0,044 partes por millén de didéxido de azufre y estd disminuyendo con
una rapidez de 0,059 partes por millén cada milla de distancia”.

A dos millas, la concentracién sera de C€(2) = 0,025 partes por millén y la razén de cambio
serd de C'(2) = —0,025, esto significa que “a dos millas de distancia de la planta, hay una
concentracién de 0,025 partes por millon de diéxido de azufre y esti disminuyendo con una
rapidez de 0,025 partes por millon cada milla de distancia”.

Nota. También podemos observar que cuanto mis nos alejamos de la planta, la
concentracion de diéxido de azufre y su rapidez disminuyen. (Ver Figura 4.29).
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Figura 4.29

PROBLEMA 3. (Porcentaje del nivel normal de oxigeno en funcién del tiempo) La funcién

z_
f(t) = ttz:1 mide el “porcentaje del nivel normal de oxigeno” que hay en un estanque,

donde “t” es el tiempo en semanas, cuantificado desde que el desecho organico se arroja en éL
Hallar la razén de cambio de “f” respecto a “t”, cuando t = 0,5; t = 2y t = 8 semanas.

Solucion. La razén de cambio del porcentaje del nivel normal de oxigeno es dada por la
t2-1

derivada de la funcion f(t), es decir, por f'(x) = Ok

Calculemos lo que piden:

El porcentaje del nivel normal de oxigeno en el estanque para t = 0,5es de f(0,5) = 0,6y la
razén de cambio es de f'(0,5) = —0,48. Significa que a Ia media semana, la cantidad de
oxigeno es del 60 % y estd disminuyendo a razén del 48 %.

El porcentaje del nivel normal de oxigeno en el estanque parat =2 esde f(2) =08y la
razén de cambio es f'(2) = —0,12. Se entiende que a las dos semanas, Ia cantidad de oxigeno
es del 80 % y estd disminuyendo a razon del 12 9.
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El porcentaje del nivel normal de oxigeno en el estanque parat =8 esde f(8) = 0,969 y la
razén de cambio es f'(8) = —0,014. Significa que a las ocho semanas, la cantidad de oxigeno
es del 96,9 % y estd disminuyendo a razén del 1,4 %.

Nota: A medida que el tiempo pasa, el nivel normal de oxigeno tiende a ser del 100%. La
velocidad de esa recuperacion de oxigeno va disminuyendo.

PROBLEMA 4. (Temperatura corporal en funcion de la cantidad de medicamento aplicado)
Una hora después de haberle aplicado a una persona “x” miligramos de cierto medicamento,
el cambio en la temperatura corporal T en grados Fahrenheit se calcula aproximadamente

con la funcién T(x) = x? (1 - g) con0<x<6.

La razén con que “t” cambia, respecto a la magnitud de la dosis “x”, es T'(x) y se llama
sensibilidad del cuerpo a la dosis x.

a) Calcular T'(x) usando regla del producto.
b) Calcular también, T(1) con T'(1); T'(3) con T'(3) y T(6) con T'(6).
Solucion.

a) La sensibilidad del cuerpo a la dosis es dada por la derivada de T(x), es decir, por T'(x) =
xz
2x — ? .

b) Calculamos lo que piden:

() = gy T'(1) = g , lo cual significa que “cuando se aplica un miligramo del medicamento
,el cambio en la temperatura corporal es de T(1) = g = 0,88 grados Fahrenheit con una

razén de cambio de T'(1) = g = 1,66 grados Fahrenheit”.

T(3) =6yT'(3) =3, es decir, “cuando se aplica tres miligramos del medicamento el cambio
en la temperatura corporal es de T(3) = 6 grados Fahrenheit con una razén de cambio de
T'(3) = 3 grados Fahrenheit”.

T(6) = 12y T'(6) = 0, se entiende que “cuando se aplica seis miligramos del medicamento el
cambio en la temperatura corporal es de T(6) = 12 grados Fahrenheit con una razén de
cambio de T'(6) = 0 grados Fahrenheit”.

En la Figura 3.30, mostramos las graficas de T(x).
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A continuacién presentamos las graficas de T'(x) en la Figura 4.31.
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4.10. LISTADO DE EJERCICIOS PROPUESTOS
A. VELOCIDAD Y ACELERACION USANDO DERIVADAS.

1. Una particula se mueve por sobre una linea recta a razén de t* + 8t2 + 5t pies en t
segundos. Hallar su velocidad instantdnea al finalizar 5 segundos.

2. Un objeto se mueve a lo largo de una recta de modo que su posicion en el tiempo t es
modelada por P(t) = 2t® — 4t2 + 2t + 3. ;Cudl es la posicién inicial? ;Cudles son la velocidad
y la aceleracion iniciales? ;Cudles son la velocidad y la aceleracién en t=3 segundos?

3. La altura (en pies) en que se encuentra un objeto por encima del piso en el tiempo t (en
segundos) es modelada por S(t) =192 + 160t — 16t2. Determinar las funciones de
velocidad y aceleracién. ;Cuiles son la velocidad y aceleracién iniciales del objeto? ;Hasta
qué altura llegara? ;Cuando choca contra el piso y qué tan rapido va?

B. LA REGLA DE L'HOPITAL.

1. Hallar los siguientes limites:

Lim In (x) b Lim 2x+4 Lim 3Sen(mx)—Sen(3nx)
a) x=0 Cot(x) ) X+ 5yt 7 <) x-1 x3

Lim { 1 5 Lim _3_—3x Lim 1/x
d) x—3 (x—3 - xz—x—ﬁ) e) x»0% € B X—>+00 x(1/%)

C. RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS.

1. Considera un depdsito de agua en forma de un cono invertido. Cuando el depdsito se
descarga su volumen disminuye a razén de 50 metros cibicos por minuto. Si la altura del
cono es el triple del radio de su base. Hallar la rapidez con la cual varia el nivel del agua
cuando esta a 5 metros del fondo del depésito.

Respuesta: El nivel del agua disminuye a razén de 18 metros por minuto.

2. Considera un triangulo rectangulo de catetos a y b. Si el cateto a decrece a razén de 0,5
centimetros por minuto y el cateto b crece a razén de 2 centimetros por minuto, determine la
variacion del area del tridngulo cuando a mide 16 centimetros y b, 12 centimetros.

Respuesta: El 4rea del tridngulo aumenta a una velocidad de 13 cm?2 por segundo.

3. Se vierte arena en el suelo a razén de 0,4 metros clibicos por segundo. La arena forma en el
suelo una pila con la forma de un cono cuya altura es igual al radio de la base. Hallar la
velocidad con que aumenta la altura de la pila 10 segundos después de que se empezd a
verter la arena.
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Respuesta: La altura de la pila cénica aumenta a una velocidad de 0,0521 metros por
segundo.

4. Un rectangulo tiene dos de sus lados sobre los ejes coordenados en direccion positiva y su
vértice, que es opuesto al origen, estid sobre la curva de ecuacién y = 2*. En este tltimo
vértice la coordenada y aumenta a razén de una unidad por segundo. Hallar la variacion del
drea del triangulo cuando x = 2 unidades.

Respuesta: El drea del rectdngulo aumenta a una velocidad de 3,443 unidades cuadradas por
segundo.

5. El radio r y la altura h de un cilindro circular recto se relacionan con su volumen mediante
la férmula V = mrh.

4 dh .
a) ;Coémo se relaciona S con—rsires constante?

- oAy dr .
b) ;Cémo se relaciona 2¢ on ;s h es constante?

av

dr dh
dr dh . . z 2
at con at y at si ni r ni h son constantes?

¢) ;Cémo se relaciona

d) En cierto instante la altura es de 6 centimetros y se incrementa en un centimetro por
segundo, mientras que el radio es de 10 centimetros y disminuye a razén de un centimetro
por segundo; ;con qué rapidez cambia el volumen en ese instante? ;El volumen aumenta o
disminuye en ese instante?

6. En un muelle, una persona tira de un bote a razén de 15 metros por segundo, ayudandose
de una soga amarrada al bote, la cual se encuentra al nivel del agua. Si las manos de la
persona se hallan a 4,8 metros por encima del nivel del agua, hallar la rapidez con que el bote
se aproxima al muelle cuando la cantidad de cuerda suelta es de 6 metros.

D. PRIMERA DERIVADA Y MONOTONIA DE LAS FUNCIONES REALES.

1. Hallar el intervalo donde f es creciente; asi también donde f es decreciente para las
siguientes funciones:

a) f(x) =3 —2x — x2 b) f(x) = —x2 + 6x + 15x + 4 Of(x)=x*+8x3-2

d) f(x) = —(x—1)? d) f(x) = 2x + 3x% — x*

2. Imaginemos que durante un afio una funcién de utilidad se modela por P(t) = §t3 -3t2 4+

5t +2,con 0 <t < 12, donde t es el tiempo en meses. Determinar cuando crecen y decrecen
las utilidades. Trazar la grafica de P(t).

3. Un objeto se mueve en linea recta segiin el modelo S(t) = 80t — 16¢2, hallar el intervalo
donde § es creciente y donde es crecientepara 0 < £ < 4.

E.VALORES EXTREMOS DE LAS FUNCIONES REALES.
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1. Hallar los puntos criticos, asi como los maximos y minimos locales de las funciones que se
dan a continuacién:
a)f(x)=x2+4x—5 b) f(x) = x? + 3x ) f(x) = x* — 2x?

2. Hallar los puntos criticos, asimismo los maximos y minimos absolutos de las funciones que
se dan a continuacién:

a)f(x)=x?—-2x—3,con-1<x<4 b) f(x) =2x% —3x?2 —36x +5,con0<x <5

3. Una persona estima que su riqueza en el tiempo ¢ (en afios) con 0 <t < 30, queda
modelada por S(t) = t® —5¢2 — 3t + 100. ;Cudndo serd méxima esa riqueza y cuando
minima?

4. Supongamos que los astrénomos emplean la funcién S(t) = t3 — 48t + 200, con t = 0,
para modelar la distancia (en miles de millas) de un meteorito a la Tierra en el tiempo t en
meses. Determinar el tiempo en el que dicho meteorito se encuentra mas cercano a nuestro
planeta y cuén cerca llega.

F. SEGUNDA DERIVADA Y CONCAVIDAD DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION REAL.

1. Hallar los posibles puntos de inflexion y determinar los intervalos y tipo de concavidad de
la grafica de las funciones que se dan:

a) f(x) =—x3 b) f(x) = x* — 8x3 + 18x2 — 10 c) f(x) = x2/3

G. BOSQUEJO DE CURVAS POLINOMIALES Y RACIONALES.
1. Usando derivadas, graficar la funcién f mostrando sus elementos mas importantes.
a)fx)=x2—x—-6 b)f(x)=x3-3x+2 o) f(x)=x*-2x2+1

2. Usando derivadas, graficar la funcién f, mostrando sus elementos mas importantes.

a) f(x) =212 b) f(x) = 22t o) f(x) = =

x+2 x x2—1

H. PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN MAXIMOS Y MINIMOS.

1. Una caja con base y tapa cuadrada tiene un drea superficial de 10 pies cuadrados.
Determinar las dimensiones que maximizan el volumen de la caja.

2. Hallar las dimensiones de un techo rectangular que tenga un area de 196 pies cuadrados y
perimetro minimo.

3. Se tiene 120 pies de hojalata para usarlos en la construccién de la parte lateral de dos
depdbsitos, uno circular y otro cuadrado. Determine las dimensiones de cada depésito para
que el irea total sea maxima.
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4. La produccién diaria de una mina de cobre que puede operar hasta 14 horas diarias es
56t — 0,09t® toneladas pasadas t horas. ;Cuéntas horas diarias debe trabajar la mina para
una produccién maxima?

5. Un cono de papel para beber agua debe contener 10 centimetros cdabicos de liquido.
Encontrar la altura y el radio del cono que requeriria la menor cantidad de papel.

1
1+x2

6. ;En qué lugar de la curva (punto) y = tiene la tangente con mayor valor de su

pendiente?
1. DIFERENCIALES Y CALCULO DE ERRORES RELATIVOS Y ERRORES PORCENTUALES.

1. Al medir el radio de un tronco de madera, se obtiene 28 centimetros con un margen de
error de 0,25 centimetros. Usando diferenciales, aproximar el maximo error posible cometido
al calcular el 4rea de la seccién del tronco.

2. Tras calcular el radio de un circulo, se obtiene una medida aproximada de 15 pies, con un
error probable de 0,002 pies. Al medir el area del cifrculo, determinar lo siguiente: El error
absoluto, el error relativo, el error porcentual y el perimetro del circulo.

3. Al medir el radio de una esfera, se obtiene el valor aproximado de 7,5 centimetros, con un
error probable del 0,25 % del valor obtenido. Mida el volumen de la esfera y determine lo
siguiente: El error absoluto, el error relativo, el error porcentual y el drea de superficie de la
esfera.
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LA ANTIDERIVADA Y LA INTEGRAL INDEFINIDA
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5.1. La antiderivada.
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5.4. Integracién por cambio simple de variable. Sustitucién simple.
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5.7. Integracién por completacion de cuadrados en el denominador.
5.8. Método de integracién por partes.
5.9. Integracion por sustitucion trigonométrica.
5.10. Integrales que contienen funciones trigonométricas.
5.11. Integracidn por fracciones parciales.
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5.13. Aplicaciones que involucran funciones exponenciales o logaritmicas.

5.14. Listado de ejercicios propuestos.
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5.1 LA ANTIDERIVADA

INTRODUCCION El ejercicio de hallar la derivada de una funcién y = F(x) es llamado
proceso de derivacion, donde se obtiene la funcién derivada y' = F'(x).

Mediante un proceso “inverso”, a partir de la derivada se puede hallar la funcién original (o
primitiva) ¥ = F(x); a esto se denomina antiderivacion. No obstante, esta funcién se va a
diferenciar de la original en un valor constante, como veremos en los ejemplos.

Ejemplo 1. La funcién F(x) = x* tiene por derivada a la funcién F'(x) = 4x3.

Si a partir de F'(x) = 4x? se pretende hallar la funcién original o primitiva se obtendra mas
de una, veamos:

F(x)=x*+3 o F(x) =x*-5, ) Fx)=x*+¢C

Nota. Hallar la antiderivada o primitiva consiste en determinar la funcién original y = F(x)
de la cual proviene la derivada y' = F'(x).

La constante € es un valor real y siempre se adiciona, puesto que en el proceso de derivacién
es anulada, si nos muestran la derivada de antemano no se sabe si la funcién original ha
tenido o no una constante C. Esto hace que la antiderivada sea en realidad una familia de
funciones, una para cada valor de la constante C.

En base a lo anterior es que se define la antiderivada de una funcién real.

DEFINICION .- Si y = F(x) es una funcién real, siendo ¥’ = F'(x) su derivada, entonces
decimos que y = F(x) es una antiderivada de y’ = F'(x).

ALGUNAS FORMULAS DE ANTIDERIVACION.
Si F'(x) = k, entonces F(x) = kx + C.
Si F'(x) = kx™, entonces F(x) = %x““ +Cn#-1
Si F'(x) = k[G(x)]™ - G'(x), entonces F(x) = %[G(x)]"‘+1 +C
Si F'(x) = Sen(x), entonces F(x) = —Cos(x) + C
Si F'(x) = Cos(x), entonces F(x) = Sen (x) + C
Si F'(x) = kSen[G(x)]. G'(x), entonces F(x) = —kCos[G(x)] + C
Si F'(x) = kCos[G(x)].G'(x), entonces F(x) = kSen[G(x)] + C
Si F'(x) = k[G(x)]’, entonces F(x) = kG(x) + C

Si F'(x) = kG'(x) + rH'(x), entonces F(x) = kG(x) + rH(x) + C
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Nota. Con esto se pretende mostrar que el proceso de antiderivacién se puede realizar
mediante la ayuda de férmulas; las cuales, por supuesto, se consigue demostrar recurriendo
al formalismo matematico.

Ejemplo 2. Se muestra la antiderivada de las siguientes funciones:
LF(x)=6 = F(x)=6x+C
2. F'(x) = (6x — 1)

Dando forma para aplicar la formula 2: F'(x) = %(6x - 1)2(6)

Entonces, F(x) = i%(ﬁx -1D3+C = F(x) = 1—18(6x -1)3+cC

3. 51 F'(x) = Sen(x) =5 F(x)=-Cos(x)+C
4.Si F'(x) = kCos[G(x)].G'(x) = F(x) = kSen[G(x)] + C
5SiF()=2Yto>F () =2t = Fx)= % +C=2t3 4

5.2. LA INTEGRAL INDEFINIDA

DEFINICION. La integral indefinida de una funcién real y = f(x), que se denota por
“[ f(x)dx” es la antiderivada de y = f(x); es decir, si y = F(x) es la antiderivada de y =
f(x) entonces siendo € € R (€ una constantereal), [ f(x)dx =F(x) + € < F'(x) = f(x)

5.3. TABLA BASICA DE INTEGRACION

Enseguida se da un listado de férmulas que permiten calcular, de forma inmediata, integrales
de diversas funciones reales. Cada una de estas formulas puede ser comprobada haciendo uso
de las reglas de derivacién que se han estudiado.

OBSERVACION. Las reglas que tienen variable x son de aplicacién directa para resolver una
integral indefinida; mientras que las reglas que tienen variable u que depende de x se
consiguen a través de un cambio de variable o sustitucion. C sera siempre un nimero real,
denominado constante de integracién.

Por otro lado, cada integral indefinida serd una familia de funciones reales y = F(x) + C, una
por cada valor de la constante de integracién C.

1LF(x)=[dx=x+C 2F(x)=[k-dx=kx+C
3. F(x)=fxdx=xz—2+c 4.F(x)=fx2dx=x3—3+c

5.F(x)=j'x3dx=x£+c
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xn+1
6. F(x) —fx“dx—m+c,nER,n#=—1
7. F(x) = [udu = % +C,n€R,n + —1, siendo u una funcién de x.
8.F(x)=[kf(x)dx=k [ f(x)dx

9. F(x) = [If () + 9GO dx=J f(x) dx + [ g(x) dx
10.F(x) = [[f () — g()] dx=[ f(x) dx — [ g(x) dx

11. F(x) =f§ dx =Ln|x| +C 12. F(%) =f:—l du = Lnlu| +C
13.F(x)=[e*dx=e*+C 14.F(x) = [e¥du=e*+C
15.F(x)=fa"dx=;—a+c 16.F(x)=fa“du=;1—a+c
17.F(x) = [Senxdx = —Cosx+ C 18.F(x) = [Senudu=—Cosu+C
19.F(x) = [Cosxdx=Senx+C 20.F(x) = [Cosudu=Senu+C

21.F(x) = [Tanxdx = In(Secx) + C 22.F(x) = [Tanudu = Ln(Secw) + C
23.F(x) = [Cot x dx = Ln(Senx) + C 24.F(x) = [ Cotudu = Ln(Senu) + C
25.F(x) = [ Secxdx = In(Secx + Tanx) + C

26.F(x) = [Secudu = Ln(Secu+Tanu) +C

27.F(x) = [ Cscxdx = Ln(Csc x — Cot x) + C

28.F(x) = [ Cscudu = Ln(Cscu—Cotu) +C

29. F(x) = [SecxTanxdx =Secx+C 30. F(x) = [SecuTanudu=Secu+C

31. F(x) = [ Cscx Cotxdx = —Cscx+C 32. F(x) = [CscuCotudu=—Cscu+C

33.F(x) = [ Sen?x dx = §— E4C 34.F(x) = [Sen*udu =32

+C

Sen 2x
4

Sen 2u

35.F(x) = [ Cos’x dx = '

+C 36. F(x) = [ Cos? udu— +C

37.F(x) = [Tan?xdx =Tanx —x+C 38.F(x) = [Tan*udu=Tanu—u+C

39.F(x) = [ Cot?xdx = —Cotx+ C 40.F(x) = [ Cot’udu= —Cotu+C
41.F(x) = [ Sec’xdx =Tanx+C 42.F(x) = [Sec’udu=Tanu+C
43.F(x) = [ Csc?xdx = —Cotx + C 44, F(x) = [ Csc?udu = —Cotu+C
45.F@) = [F—de=2Tan ' (})+C  46.F@)=[ = du=1Tan ' (3)+C

—ﬁLn(%)+C 48.F(x) = fzaz u=%Ln(ﬁ)+C
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—-ﬁLn(g)+C 50.F(x)=f#du=$l.n(ﬁ +C
51. F(x) =-fﬁ dx = ILn(x +VxZ +a?) +C
52. F(x) =Iﬁ du=Ln(u+VuZ+a?) +C
53. F(x) =-fﬁ dx = Ln(x + VxZ — a?) +C
54.F(x) = [ 7= du = Ln(u +VuZ —a%) +C

55.F(x) = fﬁ dx = Sen™1 (ﬁ) +C

56.F(x) = Iv’ﬁ du = Sen™! (%) +C

57.F(x) = [ VaZ ¥ a%dx = 2% 1 T pn(x +VxT + a2) +C
ss.F(x>=fmdu=%+§Ln(u+m+c
59.F(x) = [Vx2 —aZdx =22+ 2 Ln(x+ x*—a?)+C
60.F(x) = f\/ﬂdu—" L+< Ln(u+ uz—a2)+C

x.‘f - 2
61. F(x) = [Va? — x2dx = az o +%S¢m"1 (-E) +C

62.F(x) = [VaZ —uldu =22 + 2 s 1(®)+c

63.F(x) = [—— dx=ZLnlax +b|+C

Sen ax xCosax
a

64. F(x) = [ x Sen ax dx = —— +C

65.F(x) = fxCasaxdx—cosax+m%+C

66. F(x) = [ e% Sen bx dx = *—12Senbx-bCosbx] 4

a?+b?
67.F(x) = [ e®™ Cos bxdx = , &7a Co::::: senba) . ¢
68. F(x) = [ Sen™ax Cos ax dx = (m+1)a Z+C,m=-1
69. F(x) = [ Cos™ax Sen ax dx = —%+C m#—1
70.F(x) = [ Sen ax Cos ax dx = Sanax .o

2a
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. Cos{a—b)x _ Cos(a+b)x
2(a-b) 2(p+q)

7TLF(x) = [ Sen? (£)dz=x Sent (X) + VaZ =7 +C

71.F(x) = [ Sen ax Cos bx dx =

+C

72.F(x) = [ Cos™ (%) dx=x Cos™1! (E) +Vaz—x2+C
73.F(x) = [ Tan™! (E) dx=x Tan™! (E) - %lf.n(x2 +a®)+C
74.F(x) = [ Cot™ (£) dx=x Cot™* (£) + SLn(x? + a?) + €
eax
75.F(x) = fe“*dx =T+C
76.F(x) = [ xe™dx = ?(x =2V €
s Tl —e¥(2_2x_ 2
77.F(x) = [ x?e®dx = a(x =+ )+C
78.F(x) = [Inxdx=xIlnx—x+C
xz

1
79.F(x)=fonxdx=?(Lnx—-z-)+C

xm+l

80.F(x)=[x™Lnxdx = (Lnx—mLﬂ)+C,m¢—1

m+1

8LF(x) = [£2 dx =2Ln?x +C

82.F(x) = [BEdx=-22_24¢

x

83.F(x)= [SecxTanxdx=Secx+C

84.F(x) = [In*xdx=xIn?x —2xLnx +2x+C

85. F(x) = [ Sen?(ax) dx =% 5282 4 ¢

86.F(x) = [ Cos?(ax) dx =% - %2C2) 4 ¢

Tan(ax)

87.F(x) = [ Tan?(ax) dx = x+C
88. F(x) = [ Cot?(ax) dx = - L@ _y 4 ¢
89.F(x) = [ Sec?(ax) dx = %’Q +C

90.F(x) = [ Csc?(ax) dx = —%’Q +C
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OBSERVACION. Los ejemplos que se exponen a continuacién obedecen a métodos de
solucién que tienen la intencién de acercarlos a la tabla basica de integrales; pueden
clasificarse, entre otros, del modo siguiente:

a) Integracion por tabla directa.

b) Cambio de variable simple para dar forma a integrales de tabla.

¢) Método de artificios: Desarrollo, simplificacion, sumar y restar, otros artificios algebraicos.
d) Método de sustitucién o cambio de variable.

e) Completar cuadrados en el denominador.

f) Método de integracion por partes.

g) Sustitucién trigonométrica

h) Integracion por fracciones parciales.

INTEGRACION POR TABLAS BASICA DE INTEGRALES

En la solucién de las integrales, aparecen algunos pasos adicionales para un mejor
entendimiento de los lectores, sobre todo de los estudiantes.

Ejemplo 1. Se muestra integrales resueltas usando la tabla bdsica.
3 2
a) F(x) = [(x? +x— 1)dx=x?+x?—x+c

4x* 2x2

b)F(x)=_f(4x3—2x+6)dx=T—T+6x+C=-x4—x2+6x+C

2x~2
-2

—1 _
Q) F(x) = [(2x™* —x)dx = —x_—1+C=—x'2+x'1+C=x—:+i+c

d)F(x)=_fe—e")dx=-Ln|x|—ex+C
e)F(x)=_f(3x2—Cosx)dx=33£—Senx+C=x3—Senx+C

f) Fx) = [(x2 —x‘1)dx=_f(x‘2—£)dx =-x_—_11—Ln x| +C=—%—Ln x| + €

= (12 4 Y2\ g = B2 L B2 L p 2,372 4 9172
g) F(x) = [(x1/% + x~Y/2)dx 2 TIe TO=3x 22+ C

h) F(x) = [xe¥dx=e*(x — 1)+ C

)F(x) = fxze3"dx=832(x2 —2—x+—) +C
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Sen(Zx) _ 2

4 ln2+c

) F(x) = [(Cos*x — 2%)dx =

k) F(x) = [(Tan x — Sec x tan x)dx =Ln |Sec x| — Sec x + C

Sen(3x) _ x Cos(3x)

D) F(x) = [ x Sen(3x)dx = 5 ——+C

m) F(x) = fg;—_sdx=§Ln|3x—5| +C

n)F(x)=fx2 9dx J-xz 32dx 2(3) n|i:§ +C=%Ln|:: g
O)F(x) = [ —dx=[ ;—dx -2(4) n[2E|+ =2 |2 +c

P) F() = [ g = [ gmdx = Lnfx + VA 4 52|+

1 1 -1 [x
O F() = [ g dr = [ g dx = Sen™ () +¢

-2 3 -1 5 2
D) F) = [{E+3-5x) dr=[(2x3+3x 2 —5x)dx =2+ Z_ 3 4 ¢
Luego, F(x) = -5 —2-2x2 + (.,

s) F(x) =f(\/ﬂ+v,%) dx=\/§fx1/2dx—%fx‘llzdx=\/§§x3/2—%(2)x%+6
Luego,F(x)— x3/2 —\2x12 4 C,

O F@) = [ dx=2 [~ dx+ [TXdx=2Inx+;In*x + C
u)F(x)—J'(esx+25")dx— 5"+—+C

v) F(x) = [ 3%e*dx =[(3e)*dx —S‘ze) +C

x __ Sen(2x)

w)F(x)=fSen2xdx=E . T¢C

5.4. INTEGRACION POR CAMBIO SIMPLE DE VARIABLE. SUSTITUCION SIMPLE

Consiste en hacer un cambio de variable simple con la intencién de transformar la integral
dada en otra integral equivalente que se encuentre en la tabla basica de integrales, luego de
integrar se regresa a la variable original devolviendo el cambio de variable. Aqui se usa la
nueva variable, generalmente u y su diferencial du. Puede emplearse otras variables.

Ejemplo 1. Se presenta integrales resueltas usando cambio de variable simple para dar
forma a integral de Ia tabla bdsica.
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Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.
a) F(x) = [x Sen(x®)dx = [ Sen(x¥)(xdx). CV:iu=x% > du=2xdx —» xdx= %
= F = [Sen(x*) xdx= [Senu dz—u=§fSenudu=%(—Cosu) +C=-—§Casu+C
Volviendo a variable x: F(x) = —% Cos(x%)+C
b) F(x) = [ Cos(4x + 9) dx. VCu=4x+9—> du=4dx > dx —T“
= F = [Cos(4x + 9) dx = [ Cos(u) %u = %f Cos(u)du =%Sen(u) +C
Volviendo a variable x: F(x) = —Sen(4x +9)+C
) F(x) = [ xe*"~3dx = [ e*"~3 (x dx) CViu=x%—-3 >du=2xdx > xdx = dz—"
= F= fe’2'3xdx=feudz—"=%fe“du=§e“+c

Volviendo a variable x: F(x) = %e"z‘a F

A F) =[2x(x* +*dx=f(x? +H)* (2xdx) CViu=x*+4 > du=2xdx
= F = [(x? + 4)* Qe dx) = futdu =5 +C
(xz:4)5+c

Volviendo a variable x: F(x) =

e)F(x)= [ xzdx—_f dx CV:u=4—x2—>du——2xdx—>xdx=—d—;

F)=-2fldu=-3Inlul+C

Volviendo a variable x: F(x) = —% In|4—x?|+C

1
f) F(x) fxzi-;x+3 _f xz+2x+3 (x + 1)dx
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CV:u=22+2x+3>du=(2x+2)dx > (x+Ddx ="

= 1 i _lrig, 1
= F=[5——@+Ddx=[-F=7[-du=3Lnlul+C
Volviendo a variable x: F(x) = %Lnl:xz +2x+3|+C

g) F(x) = [ 5x3/(9 — 4xD)2dx =5 [(9 — 4x2)2/3 xdx

CV:iu=9—4x2 >du= —8xdx—>xdx=—%“
= F=5[(9—4x?)? xdx =5 [u?/? (—ﬂ) =—3fuP gqu=-23y5Bc=-32ySB 4
8 8 85 8
Volviendo a variable x: F(x) = —% (9—4x2)53 ¢
i) F(x) = [ 2x(x? + 2)3dx =[(x? + 2)3(2x dx) CViu=x%+2->du=2xdx

= F=[(x?+2)%@xdx) = f[uldu=L+C
4

2 4
Volviendo a variable x: Fx) =921 ¢

) F(x) = [Vx% + 2x(x + 1)dx

du

CV:iu=x2+2x>du=Q2x+2)dx »>du=2(x+1)dx > (x+ Ddx =7

3/2
= F = [VaZ+ 2x(x + 1)dx = _[\/,7(522) =%J'u1/zdu =§1;7+ c =§u3,2 +C
Volviendo a variable x: F(x) = %(xz +2x)32 4 C
1 ax
WF)=[ 1+ 3

1 1 1, d
CViu=1+_- >u=1+;x" >du=;(—=x 2c:lx)—):'c—’;f=—2du

1 dx 3/2 4
= F=_r 1+£;=f\/17(—2du)=—2fu1/3du=—2';?+c=—;u3/2+C
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3/2
Volviendo a variable x: F(x) =-— § (1 + ;—x) +C

D) Fx)=[— ——dx=J[— 1 _xdx CV:u = a + bx? —)du=-2bxdx—>xdx=-%

—(lau_ 1,1, _ 1
_Iqu_beudu 2bLnu+C

= F= f+b2

Volviendo a variable x: F(x) = %Ln(a +bx3)+C

— — 1 [ — —_—
m) F(x) = fezx+1 dx = f(ex)2+12 e*dx CV:u=e* — du=e*dx
x = —
=>F=] (ex)2+12 dx =f —— = du=Arctan(u) + C
Volviendo a variable x: F(x) = Arctan(e®) +C
n) F(x) = [ ——dx = [ ——dx CV:iu=3x - du=3dx
4+9x2 224(3x)2 )
— — & Lo

=>F= f22+(3x),_ dx = f22+ zdu =7 Arctan (2) +C
Volviendo a variable x: F(x) = % Arctan (?'Z—x) +C
0) F(x) = =7 [ ———x2dx CV:u =x3— du = 3x%dx - x2dx =2

5 —(x3)2 3

= el o2 = = Mk rr 1 =, = Votu
=F= 7f‘/§2_(x3)zx dx_7f\/§2_uz 3 _sfﬁz_uzdu_s ZﬁLn( 5—u)+c

Volviendo a variable x: Fx)=—%=1ILn +C

= (s

V5—x3

5.5. INTEGRACION POR ARTIFICIOS: DESARROLLO, SIMPLIFICACION, SUMAR Y RESTAR

ARTIFICIOS DE DESARROLLO. Este proceso consiste en desarrollar la integral dada para
transformarla en otra equivalente que se encuentre en la tabla basica de integrales. Se usa
propiedades algebraicas.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.
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Ejemplo 1. Se da a conocer integrales resueltas usando método de artificios: Desarrollo.
x?  6x?
a)F(x) = [(x—3)%dx=[(x? —6x + Ndx=7—-=-+9x+C

x3
Luego, F(x) =5 — 3x2+9x + C

b) F(x) = [(4 + 2x)3dx =[[64 + 3(16)(2x) + 3(4)(4x2) + 8x3]dx

= [(64 + 96x + 48x? + Bx®)dx = 64x +°‘—"+—+—+c

Luego, F(x) = 64x + 48x% + 16x% + 2x* + C

©) F(x) = [(x — 2)(2x + 1)dx = [(2x? — 3x — 2)dx

Luego, F(x) =zi———2x+(.'

d) F(x) = [(x*® + 2x°5)2dx =[ (x* + 4x? +4x)dx——+ﬁ+—z+c

4 3
Luego, F(x) = xT + % +2x2+C

e) F(x) = [(x +Vx — 1)zdx = [[x% + x + 1+ 2xvx — 2(x)(1) — 2vx(1)]dx

2 _ 32 _ 9a1/21 4y = X _ X 2z5/2 _ 2x%/2
=[[x*—x+1+2x 26 2dx =5 —F+x+ T -5 +C
_ X3 X2 4x5/2  4x3/2
Luego,F(x)—-3—7+x+ - +C

f) F(x) = [(e* — x)2dx =[(e?* — 2xe* + x?)dx =2e?* — 2 [— (x-I)]+% 2+C

1 x3
% —ue®t e T

]
N
3]

Luego, F(x) = e?* — xe?* + x3—3 +C
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ARTIFICIOS DE SIMPLIFICACION. Se centra en simplificar la integral dada para
transformarla en otra equivalente que se encuentre en la tabla bisica de integrales.
Generalmente se factoriza, se simplifica y se integra.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 2. Aparecen integrales resueltas usando método de artificios: Simplificacion.

—Zx +2

AFX) = [—"2dx=[(x - 2+2x'2)dx———2 +—+C

x2 2
Luego, F(x) ik 2x — 2 c

x +2x 4 - 225  2x15 4405
dx = [(x® + 2x%5 — 4x~0%)dx = e e

b)F(x)={ +C

2.5 1,5
Luego, F(x) = &= + 4xT— 8x%5 + C

¢) F(x) = f’f:__: dx=[ (x+i)_(:_z) dx=[(x+ 2)dx = x?z +2x+C

2
Luego, F(x) = x? +2x+C

AF(x)=[ZB ge= [ 22 gy=—f2

4x2-9 (2x+3)(2x-3) dx = —Ln|2x 3|+C

2x-3

Luego, F(x) = %LnIZx -3|+C

e) F(x) = fx+27 fwdx : [ (%2 —3x+9)dx—-x——3%z+9x+c

Luego, F(x) =x?3—32i2+ 9x + C

f) F(x) = f—dx—

1 _— — —
S = I = 35 de=Inle -2l

Luego, F(x) = Ln|x — 2| —
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8 F(x) = [%d f“r'z)(‘r*z)dx S0+ 2)dx =20+ 224 C

1,5
Luego, F(x) = 2xT +2x+C

x%+4x+16 x2+4x+16 1
h)F(.‘X.') _r 64 dx—fmdx—f;dx—Lnlx—4l+C

Luego, F(x) =Ln|x — 4|+ C

DNF(x) = [—— —-fx—_ldx=fx—i4dx=-Ln|x—4I+C

(x—1}(x—4)

x2—-5x+4

Luego, F(x) = Ln|x — 4|+ C

ARTIFICIOS DE SUMAR Y RESTAR. Estos procesos consisten —como su nombre indica—
en sumar y restar un nimero o una expresion algebraica, apropiadamente, en la integral
dada, con el objetivo de transformarla en otra equivalente que se encuentre en la tabla basica
de integrales.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplio 3. Se da integrales resueltas usando método de artificios: Sumary restar.

a) F(x) = f dx = [ 25 5dx=f(i5——) —f(l——s dx=x—5Ln|lx+5|+C

x+5 x+5 x+5

Luego, F(x) =x — 5Ln|x + 5|+ C

b) Fx) = [ Zdx=2 22 dx =2 [ (22 + L) dx =2 [ (1+ 1) dx
=2[x+3Ln|x-3|]+C

Luego, F(x) = 2[x + 3Ln|x - 3|] + C

2e-141 g _ 1 (2x-1
o) F(x) = f2x1 'erl f 221 Ef(u__1+2x 1)dx 'r(1+2x 1)dx

=2[x+3inl2x —1l| +¢C
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Luego, F(x) = % [x + %LnIZx - 1|] +C

d)F(x) = [Edx= [E2 g = 208 gy = [ (B0 2 gy = [ (1- ) ax

x+6 +6 x+6 x+6

=x—4ln|x+ 6|+ C

Luego, F(x) =x — 4Ln|x + 6]+ C

x+1—x x+1 _ i 1
OF() = =l o= (i~ ) =1 G- 5) ax

=In|x|-Ln|x+1]+C

Luego, F(x) =Ln|x| —Ln|x+ 1|+ C

DF() = [Edx= [EI M ax = (200G = [ (224 Dy = [ (14 ) ax
=x+4ln|lx-3|+C

Luego, F(x) =x+4Ln|x - 3|+ C

_ [ x4 —1r2x+8 2x+3+45 2x+3 _ 1
g) F(x) - f2x+3d f2x+3dx f 2x+3 dx = f(2x+3 2::+3 dx= f(l + 2x+3) dx
=3 a3 i b inioe 30+ e Sinten 4314

Luego, F(x) = %x +2Ln|2x +3/+C

2199 2+9 9 9
W FG)=f2 rorid = J|::|c2+9 dx=] (%_ x2+9) dx = (1 - xz+9) =[dx- 9-’. i
=x—09l1 s
=x 93ArcTan(3) +C

Luego, F(x) = x — 3 ArcTan (;—‘) + €.
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5.6. INTEGRACION POR METODO DE SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE

Se trata de hacer un cambio de variable para transformar la integral dada en otra integral
equivalente que se encuentre en la tabla basica de integrales, luego de integrar se regresa ala
variable original devolviendo el cambio de variable. Aqui se usa una nueva variable,
generalmente u y su diferencial du.

El cambio de variable se realiza en cada factor que aparece en el integrandc. Puede ser
necesaria la combinacion con otros métodos de integracidn.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 1. Se presenta integrales resueltas usando método de Cambio de variable.

a)F(x) = [xvx +3dx CViu=vx+3 > u?=x+3 > x=u>—-3 » dx=2udu

5
Reemplazandoen F = [(u? — 3)u(Rudu) =2f(u* —3u?)du=2 (u— - 3%) +C
_ 2’ 2
=——-2u“+C
5
Volviendo a variable original: F(x) = 2 'x+ —2vx + + C
— [¥x—4 = 2 _ — 72 =
b)F(x)—-dex CViu=vx—-4 > ul=x—4>x=u?+4 > dx=2udu
u244—4 uZ44
u+4 du=2 f (u2+4 uz+4) du

)du -2 [du— 8f2 du=2u+8= Arctan()+6‘ 2u+4ArcTan()+

—Zf(

c

Volviendo a variable original: F(x) = 2vx — 4 + 4ArcTan ( ,xz—4) +C

¢) F(x) = f—dx CV:u=vx—-5-3ul=x—-5>x=u2+5 > dx =2udu

Reemplazando en F = f *5 (2u du) =2 [(u? + 5)du =2 ( : + Su) +C= zTu3 +10u+C

Volviendo a variable original: F(x) = éw/x 5 + 10vx—-54+C
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CViu=vVx-2o>ul=x-2>o5x=u?+2 > dx=2udu

3
Reemplazandoen F = [ @ Rudu) =2 [(u* + 4u? + 4)du=2 ("?5 + 4—:— + 4-u) +C

=§u5+gu3+8u+c

Volviendo a variable original: F(x) = %\/x - 25 + gw/x - 2q +8vx—-2+C

2
= Viu=¥xr > ud=x > x=u3 > dx = 3u?du

e) F(x) = f
Reemplazando en F = [ (3u?du) =3 [ (u* +wydu) =3 (4 + %) + ¢

_3.5,3 2
—su +2u +C

Volviendo a variable original: F(x) = % Vr + % Y +C

f) Fx )—fH‘rd (Vu=V¥x o> ud=x 5> x=1® = dx=3u’du y Vx =u??

7/2
Reemplazandoen F = j' = dx = [ —— . (3 u2du) =3 [(u +u®?)du = 3(—+';T +C
32,6 17/2

U tou +C
; : £ 332  63-7/2
Volviendo a variable original: F(x) = oy ¥V + = V=" +¢C
g) F(x) = f32x+ dx CV:u=g\/2x+1—>u3=2x+1—>x——1—)dx-5ud

Reemplazandoen F = [+—— f e 2dm—-—j'(u u)du=_(“_5_.“_z +C

X
342x+

_3.5_ 32
20 ¢ g Y +C

5
Volviendo a variable original: F(x) = = ¥2x +1 —3VZx¥1 +C

h) F(x) = [VI+xx%dx CViu=1l+x-o>x=u—1-> dx=du
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Reemplazandoen F = [ vu(u — 1)? du = [ u®S(? — 2u + 1)du

3, 4 5
=3 f(u?5 — u15+u°5)du———2—+—+C— u35—3u25+ “uBS+C

; ; - 2 3,5 a4 25 2 1,5
Volviendo a variable original: F(x) = ;\/1 +x - E\/l +x + 5\/1 +x +C

)F(x) = f drasen’z CViu=Arcsenx >x=Senu—> dx=Cosudu

Reemplazandoen F = fu—ZCos udu={ s Cosudu= fu—z Cosudu
v1-Sen’u vCos?u Cosu
3
=fu2du=u?+C =§u3+C

Volviendo a variable original F(x) = iArcsen:"‘x +C

Ejercicios. Calcular las siguientes integrales:

a)F(x)=f‘/%dx b) F(x)=[ xvx —1dx
1+x Cosx
i DFE) =[ fsms @
e?X 1 1
e)F(x)=fﬁdx 0F(x)=fx\/ﬂ__2dx;x=;

5.7. METODO DE COMPLETAR CUADRADOS EN EL DENOMINADOR

Este método centra su interés en completar cuadrados en el denominador del integrando con
la finalidad de transformar la integral dada en otra integral equivalente que se encuentre en
la tabla bésica de integrales, en las que aparecen los términos u? y a?; luego de integrar se
regresa a la variable original devolviendo el cambio de variable. También se usa la nueva
variable u, su diferencial du y una constante a. Este método se combina con cambio de
variable simple.

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 1. Se muestra integrales resueltas usando método Completar cuadrados en el
denominador.

1
dx=fmdx CViu=x+2 > du=dx

a)F(x)=J

1 1
dx= |
x2+4x45 (x+2)%2+1
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Luego, F = [ dx={ ﬁdu = Arctan(u) + C

(x+2)2+12

Volviendo a variable original: F(x) = Arctan(x+2) +C

1 1 1
b)F(x)=fxz_6x+5dx=-fm;dx= fmdx CViu=x—3 > du=dx
_ 1
LuegoF fw—z?dx—fm Z(Z)Ln m)+c —Ln(— +C
x—3—2
Volviendo a variable original: F(x) = -Ln (Z i +C= —L —J]+C
QF@) = =t = g
4x2+4x+10 4x2+4x+1+9 (2x+1)2+32

CV:iu=2x+1-> du=2dx->dx=%

Luego, F = [ =fu2;E =2 [ ——du --Arctan( ) +C ——Arctan( ) +C

(2x +1)=’-+32 +32 2 29 u?432 23

2x+1 +C

Volviendo a variable original: F(x) = %Arctan (

5 P s Tl o [ e
d)F(x)—fmdx—fmdx-fmdx CViu=x—-4- du=dx

N S S A N - 21 32
Luego,F—fmdx—fwdu In(u+Vu2+3%)+C

Volviendo a variable original: F(x) = Ln(x — 4+ Vx%Z —8x + 25) + C

1 1
e)F(x)=f2x_x2_1odx——fmdx fmdx CViu=x—1-> du=dx

Luego, F = — [ —~—dx=— [ —du= -%Arctan(g) +C

(x—-1)2+32 uZ+432

Volviendo a variable original: F(x) = — %Arctan (%1) +C

= ot gy
f) Fx) = f 3+4x— 4x2 dx = f 4-1+4x—4x2 dx f 22— (1-2x)? dx

CViu=1-2x> du_—2dx—>dx—-—"2—“
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= (—1  ge_rLt \_e)_ 1r 1 ., _ 11 (_z‘”‘)
Luego, F = f22—(1—2x)2dx_-r22—u2( 2)_ 2 zz—uzdu_ zz(z)Ln 2—u +C

=—2m (2 +c

2-u

Volviendo a variable original: F(x) = —%Ln (ﬁ) +C= —%Ln (ﬂ) +C

1 1 1
DFW) = | == | e ¥ = | e

du

CViu=1-2x—> du=—-2dx > dx=—?

1 1 du 1 1 1 )]
Luego, F = f—f—zz—(l-zx)z dx = f_'—zz—uz (— ?) =— Ej_’—zz—uz du= —EArcsen (E) +C

Volviendo a variable original: F(x) = — %Arcsen (1_221) +C

5.8. METODO DE INTEGRACION POR PARTES
Se aplica la denominada férmula de integracién por parte (FIPP): fu:dv=u-v— [v-du

Dicha férmula se obtiene tras aplicar el diferencial al producto de dos funciones y luego, la
integracién adecuada. En efecto:

Diferenciando: d(u-v) =u-dv+v-du
Despejando: u-dv=d(u-'v)—v-du
Integrando: [u-dv=[du-v)—[v-du
Finalmente: fu-dv=u-v— [v-du

OBSERVACION. Este método se usa cuando en el integrando hay factores indicados,
funciones trigonométricas inversas o logaritmos.

En la separacién de factores, el dv tiene que contener el diferencial de la integral dada y debe
ser el mas complicado pero factible de ser integrado.

PROCESO. Consiste en partir de la integral dada, dos factores identificados a manera de un
cambio de variable con u y dv (diferencial de v). Inmediatamente al integrar se halla v, asf
como el diferencial de u, du; luego se procede a usar la FIPP.

Ejemplo 1. Se presenta integrales resueltas usando el método de integracion por partes.
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a)F(x) =[x e* dx CV:(Du=x—->du=dx.
u dv

(i) dv =e%%dx » [dv = [e®*dx > v =-;-e3"

=F(x) =[x ¥ dx=(x) @e“") - f%es"dx =%xea" —%fes"dx =%xea" -%%e“" +C
u dv

Es decir, F(x) = %xea" - ieﬂ" +C

b)F(x) = [xCos(2x)dx  CV:(Du=x—>du=dx.
u dv

(ii) dv = Cos(2x)dx — [dv = [ Cos(2x)dx - v = %Sen(Zx)

=F@) =] x Cos(2x) dx = (x) (%Sen(Zx)) - %Sen(Zx)dx =%x Sen(2x) — -:;fSen(Zx)dx
u dv

= %x Sen(2x) — % (— % Cos(Zx)) +C= %x Sen(2x) + %Cos(Zx) +C

Es decir, F(x) = %x Sen(2x) + % Cos(2x) + C

i e it
Q) F(x)=[Lnx dx CV: (i) u=Lnx—>du=_dx.

u dv

(idv=dx »>v=x

=F@) =fInxdci=xIlnx—[xidr=xInx—[dx=xInx—x+C
% dv *

Esdecir, F(x) =xIlnx—x+C

d) F(x) = [x Secx-Tanxdx CV:(Du=x—>du=dx.
u dv

(ii)dv =Secx-tanxdx > v =Secx

= F(x) =f£§ecx-Tanxd§=-xSecx—fSecxdx=xSecx—Ln[Secx+Tanx] +C
u dv

Es decir, F(x) = x Sec x — Ln[Sec x + Tanx] + €
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e)F(x)=_[:£i e %*dx CV:(Yu=x%—>du=2xdx.
u dv

(i) dv = e"%*dx - v= —%e‘z"

= (v2 p—2% e — o2 Lo-2x _ (=1 ,—2x —_1. 2, -2x —2x
= F(x) f%e dx=—x? ~e J5e % 2xdx=—x%e"? + [xe™* dx

dv
— 1 2,-2x -2x ; = =
F(x) = —3x% +[x e ¥dx  CVi(Ju=x->du=dx.
u dv
(dv=edx —» v=—le%*

—_1 2 -2x —2x g, _ 1.2, -2x C1-2x g1 -2x

=F(x) = —;x% +[x e~ dx= Sxle* +x-—e j'ze dx
u dv

—_1 2, -2x_1, —2x 1 —2x4.__1,2,-2x_ 1, ,-2x_ 11 -2«
=—-x’e Sxe ¥+ [em¥dx =—2x%e SxXe 526 +C
Es decir, F(x) = —%xze‘z-1C - gx e~ —%e'z" +C

i X . 3 — pX — X
f) F(x) = [ e* Co.s;:dx CV: () u=e* >du=e*dx.

u

(ii) dv=Cosxdx »>v=3Senx

=F(x) =fg; (.‘os::dx=e"3enx—fSenx(exdx)=e’Senx—fe‘Senxdx

d
= F(x) =e*Senx — [e* Sen x dx CV: (Yu = e* - du = e*dx.
‘-1': dv

(ii) dv =Senxdx ->v=—Cosx

o s — X Y- & S _ x
= F(x) = e* Senx f‘i;' Ser:i;cdx—e Sen x — e*(—Cos x) + [(—Cos x)e*dx

Es decir, [ e*Cos x dx = e* Sen x + e*Cos x — [ e*Cos x dx

De donde, 2 [ e*Cos x dx = e* Sen x + e*Cos x

Finalmente, [ e*Cos x dx = %(Sen x+Cosx)+C

QFx)=[ Arct:m % %&c CV: () u = Arctan x > du = 1+1x2 dx .
v

(i) dv=dx sv=x
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1

1
14x2

= F(x) = [Arctanx dx=xArctanx — [xdx=xArctanx — [ —xdx
u

dv

14+x

CV:u=1+x2 —)du=2xdx—)xdx=d?u

1
1+x2

F =xArctanx — [ xdx:xArctanx—fﬁ‘i—":xArctanx—%f:—‘du

=xArctanx—%Lnu+ C

Volviendo a la variable original: F(x) = x Arctan x — %Ln A+x)+C

h) F(x)=f%=f!.n(x+1) pdx
u N ——

dv

CV:(D)u=ILn(x+1)>du= ;:_—1dx.

(i) dv = ==dx=(x + 1) M2dx >v=2Vx +1

1
vx+

=>F(x)=_an(x+1) J%dx=bn(x+1)2\[x+1_-r2\/x+1x_11dx

u dv

=2Vx+1lnx+1)-2f(x+1)"V2dx
=2Vx+1ln(x+1)-2@QWx+1+C
Esdecir, F(x) =2vx+1Lln(x+1) - 4/x+1+C

Q) F(x) = [ Ln*x dx=[Lnx Lnxdx CV:(i)u=Lnx—)du=%dx.
u dv

(i dv=Inxdx bv=xInx—x

=F(x) =[Inx Lnxdx=Lnx(anx—x)—f(anx—x)idx
u dv

=Inx(xinx—x)— [(Inx—1)dx=Lnx(xIlnx—x)—xLnx+x+x+C

Es decir, F(x) = xIn?x —2xInx+2x+C

EJERCICIO. Resuelva la integral F(x) = [ e**Sen(bx)dx

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

5.9. INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Este proceso centra su interés en sustituir en el integrando de una integral dada, factores de

la forma vx2 + a2, Vx2 — a2 o Va? + x?% por funciones trigonométricas mediante un cambio
de variable, con el objetivo de transformarlo en otra equivalente que se encuentre en la tabla
basica de integrales.

Si aparece VxZ + aZ el cambio de CV: x = a Tan t resultaservxZ +aZ = aSect
Si aparece Vx2 — a2 el cambio de CV: x = a Sec t resultaser Vx2+ a2 =atant

Si aparece Va2 — x2 el cambio de CV: x = Sen t resultaser Va2 —x2 = aCos t

Nota: Observe cuidadosamente los arreglos que se hacen en cada ejercicio.

Ejemplo 1. Se da a conocer integrales resueltas usando Sustitucion trigonométrica.

1 1
) F@) = [ pemix=] g dx

ElICV:x =5Sent > dx=5Costdt > V52 —x2 =5Cos t

_ 1 _ SCostdt  _1r 1 _1 _1 _
=F(x) = f—m@__xzdx _f(ssent)(smst) =<[——dt=2[Csctdt=ZLn[Csct—Cott] +C
Volviendo a la variable original: Sen t = g; Csct = % Cott = Szx_xz

5
x
t
52 _ 42

52Z_x2
x

Finalmente, F(x) = éLn (% — +C

3 3
W F) = eim = Gy

EICV:x =2Tant — dx = 2 Sec’tdt > Vx? +22=28ect

_ x3 _ r(2Tant)? 2 _ r8Tant 2 o Tan?t
== I(Vx2+22)3 o _'r (2 Sect)? (E3ec™t dt)—f 8 Sec3t (2iSec"tudt) _Zf Sect oF

Sent

= 2 [(Tan?ttant Cos t)dt =2 [ (Sec?t — 1) Costdt=2 [(Sec’t Sent — Sent) dt
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=2[(_;Sent —Sent)dt =2 [(Sect Tant)dt — 2 [ Sen t dt

Luego, F =2Sect+2Cost+C

. . i _ X _ Vx%422 2
Volviendo a la variable original: Tant = P Sect = = Cost= v

T

x
t
2
=F=2Sect+2Cost+C=F(x)=2 x;z +24—#+C

4

i el BT
Finalmente, F(x) = vx2 + 22 + Wom ey

¢) F(x) =Imdx=f—1sdx

(v‘ez—xi)
ElICV:x =eSent > dx=eCostdt > Vet —x2=eCost

1

=F= "l(rzCost)-'-‘I

(eCostdt)= [ ——=(eCostdt)==[——dt== [ Sec’t dt

(e Cos t)? e2” Cos?t
i 4

=F==5Tant+C
e

Volviendo a la variable original: Sen t = % Tant=

VeZ—x2
e
x
f
1 x
Finalmente, F(x) = P B o +C
Ejercicios. Resolver las siguientes integrales:
1 1
a)F(x)=fmdx b) F(x)=fmdx

AOF(x)=/ '1;"2 dx
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5.10. INTEGRALES QUE CONTIENEN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 1. Se muestra integrales resueltas usando identidades trigonométricas.

AFx)=[

dx = f.S‘ecz(x/Z) dx

1+Cosxdx_ IZCosz(x/Z)
CV:u=§ - du=%dx — dx=2du
=F= ij'Secz(x/Z) dx =Tanu+C

Volviendo a la variable original: F(x) = Tan (x/2) + C

b) F(x) = f1iec::x CViu=1+Cosx > du=—-Senxdx > —du =Senxdx

>F=[-(-du)=—[ ~du=—Inu+C

Volviendo a la variable original: F(x) = —Ln(1 + Cos x) + C.

) F(x) = [30ED gy - [ZenCos) 30— 5 [Senx dx=—2Cosx + C

Cosx Cos(x)

POTENCIAS PARES DE SENO 0 COSENO. Se aplica el seno o coseno del Angulo mitad.

, 1-Cos(2x) b) Coea = 1+Cos(2x)

2
a) Sen‘x = - 5

Ejemplo 2. Véase la solucién de las integrales:
2 1, Cos(2x) 1 1 1
a) F(x) = [Cos?*xdx =] (5 + T) dx = EI(l + Cos(2x) dx=; (x + ESen(Zx)) +C

Es decir, F(x) = %x + %Sen(Zx) +C

2 ]
b) F(x) = J- Sendx dx = J- G + Casz(Zx)) dx = J-1 2 Cos(z:::)+c.‘osz(2x) dx

= x—— os(Zx}dx + -] Cos<(2x x——x—— en(Zx)+-) ——
=2 [ dx -3 [ 2Cos(2x)dx + 2 f Cos?(2x)d ~Sen(2x) + < [ 2 gy

=1.,._1 Hleal e e oo g L
=X 4Sen(ZJc) +4(2x+BSen(4x)) +C——4x 4S.'m(Zx)+811:+328en(4-x) +C

Es decir, F(x) = %x - %Sen(Zx) + %Sen(tlx) +C
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POTENCIAS IMPARES DE SENO O COSENO. Se busca usar la férmula Sen?x + Cos?x = 1

Ejemplo 3. Véase la solucién de las integrales:
a) F(x) = [Sen3x dx = [ Sen?x Sen x dx = [(1 — Cos?x) Sen x dx
= [Senx dx — [ Cos?x Sen x dx CViu=Cosx — du=—Senxdx

=—Cos x — [u?(—du) = —Cos x + [u?du=—Cos x + %u3 +C

Es decir, F(x) = —Cos x + %Cas3x +C

b) F(x) = [ Cos*x dx = [ Cos®x Cos x dx = [(1 — Sen®x) Cos x dx
= [ Cos x dx — [ Sen?x Cos x dx CV:u=Senx > du=Cosxdx
=Senx — [u?du= Senx—§u3+(.‘

Es decir, F(x) = Sen x — %Serﬂx +C

¢) F(x) = [ Cos®x dx = [ Cos*x Cos x dx = [(1 — Sen®x)? Cos x dx

= [(1 — 2 Sen?x + Sen*x)? Cos x dx

=[Cos x dx — 2 [ Sen?x Cos x dx + [ Sen*x Cos x dx
CV:u=Senx — du=Cosxdx

=Senx — 2 [u?du+ [utdu= Sen::c—§u3 +%u5+C

Es decir, F(x) = Senx — ;Sen3x + %Sen5x +C

SENO Y COSENO CON EXPONENTE PAR E IMPAR O VICEVERSA

El exponente impar se transforma en uno par y otro impar, luego se resuelve. En algunos
casos puede hacerse esto con cambio de variable para seno o para coseno.

Ejemplo 4. Véase la solucién de las siguientes integrales:
a) F(x) = [ Sen*x Cos x dx

CV:iu=Senx — du=_Cosxdx
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F(x) = fSen“xCosxdx=fu‘du=§u5 +C

Es decir, F(x) = §Sen5x +C

b) F(x) = [ Cos®x Sen®x dx = [ Cos®x Sen?x Sen x dx = [ Cos?x (1 — Cos?*x)Sen x dx
= [ Cos?x Senx dx — [ Cos*x Senx dx

CViu=Cosx - du=-Senxdx - —du=>Senxdx
= [u?(—du) — [u*(—du) = — [uldu + [utdu= —%u-" + %us +C

Es decir, F(x) = —%Cos:"x + %Cossx +C

O F(x) = J-Senaxdx _ jSenszenxdx=fSl-Coszx!Senxdx

Cosx Cos x Cos x

CViu=Cosx - du=-Senxdx=—du=Senxdx

_  (1—Cos*x) _ ) _ - i g
= [y Senxdx=[——(—du)=—[du+ [udu=—Ln(w) +5u’ +C

Es decir, F(x) = —Ln(Cos x) + %Coszx +C

d) F(x) = [ Senx Cos?x dx = [ Sen x Sen*x Cos?x dx = [(1 — Cos?x)? Cos?x Sen x dx
= [(1 — 2Cos%x + Cos*x) Cos?x Sen x dx
=[ Cos?x Sen x dx — 2 [ Cos*x Sen x dx + [ Cos®x Sen x dx
CViu=Cosx > du=-Senxdx »> —du=Senxdx
= [u?(—du) — 2 [ u*(—du) + [ub(—du) = — [uPdu + 2 [ u*du — [uSdu

13,2 5 17
=—=uw+-u—-u' +C€
3 +s 7 "

Es decir, F(x) = — %Cos3x + %Cossx - % Cos’x+C

PRODUCTOS DEL TIPO: Sen(ax) - Cos(bx) CON a, b nimeros enteros

Se busca usar las siguientes identidades:
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Sen A+ Cos B =~[Sen(A + B) + Sen(A — B)]
CosA-SenB = % [Sen(A + B) — Sen(4A — B)]
Cos A Cos B =%[COS(A + B) + Cos(4 — B)]
Sen A+ Sen B = —>[Cos(A + B) — Cos(A — B)]
Ejemplo 5. Véase la solucién de las siguientes integrales:
a) F(x) = [ Sen(5x) Cos(3x) dx = % J[Sen(8x) + Cos(2x)] dx
= % (— % Cos(8x) — % C as(Zx)) +C

Es decir, F(x) = — %Cas(sx) - %Cas(Zx) +C

b) F(x) = [ Cos(3x) Sen(2x) dx = -:—f[Sen(5x) — Senx] dx
=-:-(-§Cos(5x) + Cos x) +C

Es decir, F(x) = — :—OCos(Sx) + %Cos x+C

¢) F(x) = [ Cos(6x) Cos(2x) dx = %f[Cos(Bx) + Cos(4x)] dx
= % (%Sen(Bx) + ESen(4x)) +C

Es decir, F(x) = %Sen(Bx) + %Sen(4x) +C

d) F(x) = [ Sen(9x) Sen(5x) dx = —3 [[Cos(14x) — Cos(4x)] dx

1/1 1
—3 (& sen(14x) — 1 Sen(4x)) + €

Es decir, F(x) = — 21—8Sen(14x) + %Sen(4x) +C

5.11. INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES
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OBSERVACION. Cuando se tiene gue integrar una fraccion racional, es decir, un cociente de
NG

dos polinomios de la forma r(x) = Dy

debe tomarse en cuenta lo siguiente:

a) Si en el cociente, el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador,
entonces dicha fraccién se divide hasta que el grado del numerador sea inmediatamente
menor que el del denominador. Se usa la division mixta.

b) Si en el cociente, el grade del numerador es menor que el grado del denominador entonces
la integral se resuelve usando alguno de los cuatro casos de separacién en fracciones simples
que se mostraran en este texto.

CASO 0. Cuando el integrando se tiene que dividir, es decir, cuando el numerador es mayor
o igual que el denominador.

Ejemplio 1. Se muestra integrales resueltas cuando se tiene que dividir, Caso 0.

2 2
a)F(x)=/[ ﬁdx Dividiendo se tiene T =x—-1+ m

2 1 1 2
= F(x) =fﬁdx=_f(x—1+m)dx=f(x—1)dx+fmdx=x?—x+Ln(x+1)+C

2
Luego, F(x) = % —x+In(x+1)+C

x3—x+3 T : x3—x+3 2x+1
b) F(x) = | 5——dx Dividiendo se tiene S—— =x—1+—7——
x“+x—-2 x4+x— x“+x—2

= F) = [528x =f (x - 1+ 228 Y dx = [(x - Debx + [ 2L

+x—2 24x-2
—x+J :’:12 cv: u=x+x—2 - du=(2x+1)dx

2 2
F=x?—x+f%du=x?—x+Ln(u)+C

2
Volviendo a la variable original: F(x) = x? —x+In(x?+x-2)+C
OF(x) =[— Dividiendo se tiene - = 1 — 241
x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1
2x+1 2x+1 2x+1
= F() = [ Frmde=f (1- 220 Y dx= [ dx - [ dn=x - [ 22 ax

CV: u=x%+x+1 > du=(2x+ Ddx

F=x—fidu=x+Ln(u)+C
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Volviendo a la variable original: Fx)=x—In(x*+x+1+C
dDFx) = x dx Dividiendo se tiene =x+3+ B et Se resolvera mas
(x-1)* (x 1)3 (x-1)3 °

adelante en el caso 2.

CASO 1. Cuando el denominador contiene factores de primer grado en el que ninguno se
repite.

Proceso. Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

Px) _A B pix) _ 4 B
) x(x—b) T x iy x—b b) (x—a)(x-b) T x-a + —b
— e A, B . € P A L L
C) x{x—b)(x—c) x + b + x—c ) {x—a)(x—b)(x—c) x—a * —b +

y asf sucesivamente.

Ejemplo 2. Se presenta integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 1.

a) F(x) = [ 223 gy = 223 Caso 1

x2 +x x(x+1)

A fracciones simples:

5x-3 _ A B _ AQ@+1)+Bx _ (A+B)x+d {A =3

2(x+1) x| 2+l x(x+l) | x(x+1) B=2
Luego, F(x) = :(;r:) f(x+—)dx 3f dx + Zf—dx 3lnx—2In(x+1)+C

Esdecir, F(x) =3Inx—2Lln(x+ 1)+ C

2x—19 2x—19
b) F(x) —-J-mdx —fmdx Caso1
i i ] 2x-19 _ A B A(Bx—-1)+B(2x+3) _(3A+2B)x+(3B—-4) A=4
A fracciones simples: == = s+ o = oG (2x+3)(3%-1) {B =_5§

2x—19 _ 4
(2x+3)(3x—1) dx=[ (2x+3 + 3x—1

Luego, F(x) = | )dx 4f—dx—5j'?1_1dx

2x+3

=4- In(2x+3)—5;In(3x— 1) +C

Es decir, F(x) = 2 Ln(2x + 3) — gLn(3x -1+C

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

8x2-13x-1
) F(x) = fx(x Ty dx Caso1
A fracciones simples: 2—3%=L _ A4 B € AGI-DiBxEiLICx&D) BA—= 13
PIeS e Dern  x a1k x(x-1)(x+1) P - IO

_ [ 8x2—13x-1 , _of1 3 10 — (Ll _ar 1 o
Luego, F(x) = "rx(x—l)(x+1) = 'r (x x-1 * x+1) Eap= fx ok "rx—l ax +:10 I x+1 E

=Inx—3n(x—1)+10ln(x+1)+C

Esdecir, F(x) =Inx—3Ln(x— 1)+ 10ln{x + 1)+ C

5x3

d) F(x) = [ Caso 1
A fracciones simples: e B +3 — t 5= AP =R B O ) g i :;
P x(x-1)(x+1) x —1 +1 x(x—1)(x+1) p : 1

Luego,F(x)=f5xz—_3dx f( +—+—)dx 3f dx+f dx+_f—dx

x(x—1)(x+1) x+1 x+1
=3nx+Iln(x—1D+In(x+1)+C

Esdecir, F(x) =3lnx+Ln(x— 1D+ ILn{x+1)+C

CASO 2. Cuando el denominador contiene factores de primer grado en el que alguno se
repite.

Proceso: Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

px) __A  _ B ) BB C
a) (x-0)? ~ x-a (x—b)? b) x2(x—b) x * x2 * -b
)ﬂ =A, B & ) ) N B & 2
x(x—b2  x  x-b (x—b)? (x-a)2(x-b)2  x—a (x-a)2 x-b (x-b)?

c D
(x—b)? + (x-b)?

@) _4, 8
€) x(x—b)* ~ x ¥ x—b ¥

y asf sucesivamente.

Ejemplo 3. Se da integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 2.

Z2x+1 2x+1
a)F(x)=/[ = x;;ﬂ x = (x’i)z dx Caso 2

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

2x+1 _ A B _ A(x—1)+B _ Ax+(B—A) {A=2

T x-1 B=3

A fracciones simples: x-1)? L e (x—1)2

2x+1

Luego, F(x) = f(x_l)zdx=f(ﬁ+(x_3—1)z)dx =2fx—i1dx+3f(x—1)'2dx

= 2In(x-D+3E 4 c=2In(x-1) -2+ C

Esdecir, F(x) =2Ln{x—1) — :Tl+ c

14x+9
b)F(x)={[ (2;1)2 Caso 2

. ’ L 14x+9 A B A(2x+1)+B _ 2Ax+(A+E) A=7
A fracciones simples: (2x+1)2 ~ 2x+1  (2x+1)2  (2x+1)2  (x+1)? {B =2

14x+9 1 -

Luego, F(x) = [ = 11)2 dx=F(x)={ ==t (2x+1)2) dx =7fmdx +2[(2x + 1) 2%dx
=73 Ln(2x+1)+(2)IM +C=lin@x+1)-—_—+cC.
) F(x) = fx (’;"'1)2 Caso 2

g ; . x¥1 _ A, B € _ Alx—1)2+Bx(x-1)+Cx A=1
A fracciones simples: — oz T T e 1) C=-_—21

Luego,F(x)=J'idx=_f(l Lo g & )dx=f£dx—fx+1dx+2f(x—1)‘zdx

x(x-1)2 x x-1 (x-1)2

—1y—=1
= Lnx—Ln(x—1)+2%+C=Lnx_[,n(x_1)_’:_1+c

Esdecir, F(x) =Lnx—Ln(x — 1) — ﬁ +C

3x%45x
dF(x)=[————— T dx Caso 2
A fracciones simples: R o= Al PP HBG- Dt DHC(x-1) = g i i
! TPIeS: e D+1)2 ~ x-1 ' x#1 ' D2 (x—1) (x+1)2 F _ i

3x2+5x
LlIEgO, F(x) - J.(x 1)(x+1)2 J.(z g x+1 (x+1)2) dx

—zf—dx+f —dx + [(x +1)2dx
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-1
= 2l'-r"l(x—l)+1f-ﬂ(x+1)+%+C‘=2Ln(x—1)+L,n(x+1)—x—11+c

Es decir, F(x) = 2kn(x — 1) + Ln(x + 1) — ﬁ +C

&

e Fx) =] (xf1)3 dx Caso 2.

i oo . xt 6x?—Bx+3
Dividiendo se tiene it +3+ =

6x —8x+3 Eoe e
= F) = [ mar={ (x+3+ 555 dr = [+ Byax + [ £ 5 ar
A fracciones simples: $5.-8%+3 _ 4 B, € g = 2
ples: (x—-1)3 x-1 ' (x-1)2 @ (x-1)? =
c=1

Luego, F(x) = [ (x + 3)dx + fﬂx-_js)r:a dox
- —+3x+f(—+(x ) d

=x?z+3x+ﬁfﬁdx+4f(x—1)‘2dx+j(x—1)-3d,x

4(x—1)— (x—1)—2
-2

=—+3x+6Ln(x 1)+ +C

=—+3x+6Ln(x—1)——— i 4¢C

x-1 2(x—1)2%

Es decir, F(x) = — + 3x+6ln(x—1)— ﬁ - Z(xii)z

+C

CASO 3. Cuando el denominador contiene factores de segundo grado en el que ninguno se
repite.

Proceso: Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

p(x) _é Bx+C p(x) — i Bx+C
) x(x2+@) x  x%+a’ a>0 ) (x—a)(x2+b) x—a x%+b’ b>0
) p(x) _ Ax1B + Cx+D’ a>0,b>0

(x2+a)(x2+b)  x%+a = x%+b
y asf sucesivamente.

Ejemplo 4. Se muestra integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 3.
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_ 3 (x+2)?
a) Demostrar que F(x) = f poc 8 = In\ ) + Arctan ( V,_) +C
; ; . 1 _ A Bx+C _ A(x%2-2x+4)+(Bx+C)(x+2)
A fracciones simples: 2348 (x42)(x2-2x+4)  x+2 £ x2-2x+4 (x+2)(x2—2x+4) =
A=1/12
B=-1/12
=3
1/12 ~Z4l
—— 12 3
Luego, F(x) = -r (x+2)(x2—2x+4) f x+2 '+ f x2-Zx+4 o
x+2 %+ 12-r (xz 2x+4-)
1 3
=™ [-r z 2x+4) x—J x2-2x+4 dx]
1 1 2(x-1) 3
- 12-r x+z [ / (xz 2x+4) x2—2x+4 dx]
(x+2)? v"
L — 2x+4) 7 Arctan ( v’_) +C

Es decir, F(x) = [ —

S . R W 21
3+s T 24 Ln 2—2x+4) + 12 AtgEml ( V3 ) +E

CASO 4. Cuando el denominador contiene factores de segundo grado en el que alguno se
repite.

Proceso: Se factoriza el denominador y se separa en fracciones simples del modo siguiente:

) p(x} __ A Bx+C Dx+E

= a>0
x(x2+a)? x| x%+a | (x2+a)?’

__px) A | BxiC |, DxiE
) (x-a)(x2+b)2 ~ x—a ' xZ+b t (x2+b)2’ b>0
) p(x) _ Ax+B Cx+D Ex+F Gx+H a>0,b>0

(2+a)2(x2+8)2  x+a  (x2+a)2 | xZ+b  (x2+b)2’

y asf sucesivamente.

Ejemplo 5. Se da a conocer integrales resueltas usando Fracciones parciales, Caso 4.

a) F(x) J- x +3x

(x 2+1)2
. . _X%43x _ Ax+B | Cx+D _ (Ax+B)(x®+1)+Cx+D A=3 B=0
A fracciones simples: i — xrer T g 12 { C=2 D=0
x343x _ 1x+0 2x+0
Luego, F(x) = f (x2+1)2 dx = f (x2+1 (xz+1)z) dx
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(x +1) +1)

+C

=;fxz+1dx+f(x +1)'2(2x dx)=—Ln(x RO | .

=—Ln(x +1) - +€

2+1

Ejercicios. Resolver:

4x43
a) F(x) f x3+:x2+3x b) F(x) 'r x3 xz
x24+x+10 x5
) () = Grrmypzrn & d) () = | Gara

5.12. PROBLEMAS DE APLICACION DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

En ciertos hechos o sucesos de la realidad, resulta mas simple determinar su razén de
cambio; con lo cual aparecen modelos como los siguientes: Rapidez de crecimiento de una
poblacién, rapidez con la que se desarrolla un comercio, rapidez con que cicatriza una herida,
razon de cambio con la que se desarrolla una epidemia, etc.

Si en una funcién se conoce la rapidez o la razén de cambio (es decir se conoce la derivada)
¥ = f(x) y asimismo se tiene conocimiento del valor de la variable dependiente para cierto
valor fijo de la variable independiente f(x,) = y,, entonces a menudo se puede encontrar la
funcién original usando la integracion. Esto sera expuesto por medio de ejemplos directos:

Ejemplo 1. (FUNCION DE UTILIDAD) Si la utilidad marginal por producir “x” unidades de
un producto se calcula mediante el modelo P’'(x) = 50 — 0,04x con P(0) = 0; donde P(x) es
la utilidad en délares. Encuentre la funcién de utilidad P(x) y luego, la utilidad sobre la
produceién de 100 unidades.

Recordemos que la utilidad marginal es /a derivada de /a funcién de utilidad, y que la utilidad
de vender cero unidades reporta cero délares; por lo tanto el problema consiste en encontrar
la funcién P(x) sabiendo que P'(x) = 50 — 0,04x con P(0) =0

Iniciamos la integracién: P'(x) =50 — 0,04x

d.P(x)

= =50-0,04x — dP(x) = (50 — 0,04x)dx

Equivalentemente:
Integrando ambos lados: fdP(x) = [(50 — 0,04x)dx
De donde, P(x) = 50x — 0,02x% 4+ C

Usando la condicién P(0) = 0 para hallar el valor de C: PO)=C > C=0
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Es decir, la funcién de utilidad queda expresada por P(x) = 50x — 0,02x2

Ahora podemos calcular la utilidad P para cualquier valor de la variable independiente “x”.
Nos piden P(100) = 50(100) - 0,02(100)? = 4800.

Esto significa que para una venta (produccién) de 100 unidades del producto, se espera

recibir 4800 ddlares de utilidad.

Ejemplo 2. (HERIDA QUE CICATRIZA) Si el area de una herida que cicatriza cambia con una
rapidez que se calcula usando el modelo A’(t) = —4t~2 con 1 < t < 10; donde ¢ es el tiempo
dado en dias y A(1) = 2 en centimetros cuadrados. ;Cudl seri el 4rea de la herida después de
2; 6y 10 dfas?

Solucion.

La herida cicatriza con una rapidez dada por la derivada del 4rea A; el 4rea para el primer dia
t = 1 sera de 2 cm?; por ende, el problema consiste en encontrar la funcién A(t) sabiendo que
A'(t) = —4t3 conA(1) =2

Iniciamos la integracién desde A’() = —4t~3
7

Equivalentemente: i—t =—4t73 dA = —4t~3dt

-2
Integrando ambos lados: JdA=—[4t3dt - A(t) = —4t_—2 +C > A =2t"%2+C

Usando la condicién A(1) = 2 para hallar el valor de C: A =24+C > C=0
Es decir, la funcién de utilidad queda expresada por A(t) = 2t~2

Ahora se puede calcular la utilidad P para cualquier valor de la variable independiente “t”.
Nos piden:

A()=2(2)"2=05cm? A(6)=2(6)"2=0,05cm? A(10) = 2(10)~2 = 0,02 cm?

Esto significa que en tanto transcurren los dias, el area de la herida disminuye.

Ejemplo 3. (CONTAMINACION) Un barco tanque se encuentra encallado en un arrecife
dejando escapar aceite, el cual produce una mancha que se extiende con una rapidez

dR 60
1 i o = &
cuantificada mediante la férmula i cont =0

Donde R es el radio en pies de la mancha circular después de £ minutos. Calcule el radio de la
mancha luego de 7, 10 y 15 minutos, teniendo en cuenta que el radio es cero para cuando el
tiempo es cero.

Solucion.
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La rapidez de crecimiento del radio de la mancha esta dada por la derivada de la funcién
radio R'(t), asimismo, el radio es cero para cuando t=0; en consecuencia, el problema

consiste en encontrar la funcién R(t) sabiendo que % = %
Iniciamos la integracién: ar _ 80

) dt = Jt+9
Equivalentemente: dR = 60(t +9)~ Y24t

Integrando ambos lados: [ dR = [ 60(t + 9)"3dt — R(®) = 16—/02 t+9Y2+C

Usando la condicién R(0) = 0 para hallar el valor de C: R(0) = 120(3)+ C — € = —-360
Es decir, la funcién de utilidad queda expresada por R(t) = 120(t + 9)/2 — 360

Ahora se puede calcular el radio R para cualquier tiempo “t” transcurrido. Particularmente
piden:

R(7) = 120(7 + 9)*/2 — 360=120 pies de radio.
R(10) = 120(10 + 9)'/2 — 360 = 163,067 pies de radio.
R(15) = 120(15 + 9)1/2 — 360 = 240 pies de radio.

Esto significa que el radio de la mancha de aceite va creciendo a medida que el tiempo pasa.

Ejemplo 4. (GEOMETRICO) Encuentre la ecuacién de la curva que pasa por el punto (2;5)

. . . . d
si la pendiente para cualquier valor de x se obtiene de d—z =2x.
Solucion.

Interesa encontrar la funcién y = f(x) tal que % = 2x,yquey = 5cuandox = 2

Reescribiendo la pendiente dada: % = 2x - dy = 2x dx

2
Integrando ambos lados: Jdy = [2xdx - y= 2% +C
De donde se obtiene y = x2 + C 0 - f@X)=x*+C

Usando la condicién y = 5 parax = 2 (o que f{2) = 5) se halla el valor de C:
f(2)=5 - 2?2 +C=5 > c=1.
Entonces la funcién finalmente es f(x) = x% + 1

Cuya grafica resulta de este modo:
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Figura 5.1

Ejemplo 5. (FUNCION DE INGRESO PARA DOS ARTICULOS) Una compaiifa editorial vende
un libro de célculo a 20 délares y cierta novela a 4. Después de “t” meses, las ventas del
primero estin aumentando con una rapidez que se calcula mediante C'(t) = e® (en libros por
mes) y las de la novela, con una rapidez de N'(t) = t'/2 (en libros por mes). [nicialmente, el
ingreso combinado proveniente de las ventas de ambos libros es de $6 000. Halle el ingreso
total por la venta de estos libros a los “t” meses, especificamente parat = 4 mesesy parat =
9 meses.

Solucion.

El ingreso total sera planteado por R(t) = 20C(t) + 4N(t), siende C(f) la funcién que dara
los ingresos por la venta de los libros de calculo y N(t), por la venta de las novelas, en el
tiempo “t”.

De aqui se obtiene que R'(t) = 20 C'(t) + 4N'(t) = 20 et + 4 tY/2,

También 55 =20€° +4tY2 - dR = (20 ¢* + 4tY/%)dt

Integrando: [dR=[(20€ +4tY2)dt —  R()=20e*+3t32+C

Usamos la siguiente condicién: por la venta combinada se obtiene $6 000 para cuando el
tiempo es cero (puesto que este es el momento en que se comienza ¢l estudio), es decir,
R(0) = 6000.

R(0) =206 +2 (02 +C=20+C > 6000=20+C > €=5980
Finalmente, la funcién de ingreso es dada por R(¢) = 20 e + g t3/2 + 5980

Especificamente, se pide R(4) = 20 e* +§ (4)3/2 + 5980 = 7093,29 délares.
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Lo cual significa que a los cuatro meses, la editorial tiene un ingreso de 7093,296 ddlares.
También piden R(9) = 20 ° +§ (9)%/2 + 5980 = 168113,68 délares.

Se entiende que a los nueve meses, la editorial tiene ingresos de 168113,678 ddlares.

OBSERVACION. Este tipo de ejercicios de aplicacién puede darse para otros métodos de
integracion, los que exponemos a continuacién.

5.13. APLICACIONES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES EXPONENCIALES O LOGARfTMICAS
INTERES COMPUESTO CONTINUO.

Siendo A =Cantidad en el tiempo t; P=Capital inicial; » =Tasa anual; t = Tiempo en afios;
entonces:

a) El interés simple se calcula a partir de la formula A = P + Prt

n\nt
b) El interés compuesto sera dadopor A = P (1 + ;)

c) El interés compuesto continuo ser4 A(t) = Pe™

Ejemplo 1. Se invierte $100 a un interés de 6%, que se compone en forma continua. ;Qué
cantidad habra en la cuenta luego de 2 afios?

Solucién. Como es interés compuesto continuo, se emplea A(t) = Pe™
Siendo P = 100; 7 = 0,06; t = 2, se tiene A(2) = 100e(®%9)(?) = 112,7497 dblares.

Significa que al cabo de 2 afios habra 112,7497 délares en la cuenta.

LEY DEL CRECIMIENTO EXPONENCIAL.

En general, si una cantidad @ cambia a una razén proporcional a la cantidad que presente
en un tiempo “t" y @{0) = @y, se llega al modelo descrito a través de % =rQ,con @Q(0) =

Qo; luego, integrando, se obtiene como solucién Q(t) = Qge™.

de _ Lag —
En efecto,E =rQ — g dQ = rdt

Integrando: ldQ= rdt > InQ=rt+LnC > InQ—LILnC=rt —>In Y =rt
Q c
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> eln@/0) — g1t _, %: et - Q(t) = Ce™

Usando la condicién G(0) = @, para hallar C: QO)=C > Q,=C
Finalmente, Q(t) = Qpe™

Aqui @, es la cantidad inicial (cuando t = 0).

r = Constante de proporcionalidad.

t = Tiempo.

Q = Cantidad en el tiempo “t”.

CRECIMIENTO DE POBLACION. La poblacién mundial se incrementa a una razén siempre
creciente. Lo que puede ser aproximado en ciertos periodos mediante la ley de crecimiento
exponencial. Los datos calculados sirven para ciertos pericdos, los cuales pueden modificarse
mediante politicas a fin de evitar problemas como, por ejemplo, la superpoblacién. Son
estimaciones que obedecen a datos tomados para realizar los estudios.

Ejemplo Z. 1.a India tenia una poblacién de 500 millones de habitantes en 1966 (t =0) y
un indice de natalidad de 3% por afio (se supone que se compone de forma continua). Si Q es
la poblacién en millones “t” afios después de 1966, y continiia el mismo indice de natalidad,

entonces: Si ‘;—3 = 0,03Q , con Q(0) = 500, estime la poblacién de la India para los afios 1986
(t = 20), 1996 (¢ = 30) y 2006 (t = 40).

Solucion.

En primer lugar, debemos hallar @ = @(t) por integracién:

Reescribiendo 52 = 0,03¢ — -dQ =0,03de
Integrando ambos lados: [ %dQ =[0,03dt > InQ=0,03t+LnC

- InQ—LnC =003t —>Ln (g) = 0,03t — eM(YO) = 003t _, & c003t
o Q(t) = Ced03t

Usamos la condicidn inicial Q(0) = @ypara hallar €l valor de C: Q(0) = @y = C, de donde se
tiene Q(t) = Qg e®03,

Usando esta Ley de crecimiento exponencial, se obtiene la funcién que permitir calcular las
diferentes poblaciones pedidas: Q(t) = 500 %03t

Para 1986 se tiene t = 20: Q(20) = 500 e%3(29) = 911 millones de habitantes.
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Para 1996 se tiene t = 30: Q(30) = 500 ¢%93(39) = 1229,8 millones de habitantes.

Para 2006 se tiene t = 40: Q(40) = 500 e%3(#%) = 1660 millones de habitantes.

DESINTEGRACION RADIACTIVA Y CARBONO 14.

COMENTARIO. Willard Libby (Premio Nobel en 1946) descubrié que mientras vive una
planta o un animal, el carbono 14 radiactivo se mantiene a un nivel constante en sus tejidos.
Sin embargo, una vez que muere, este disminuye por desintegracion a una razdén

. . . - so A
propercional a la cantidad presente. Por cuanto se tiene la siguiente relacion: d—f =71Q, con

Q(0) = Qq; con ello se obtiene otro ejemple de crecimiento exponencial. La rapidez de
desintegracion del carbono 14 radiactivo es de {,0001238; lo cual significa que r =
—0,0001238, puesto que la desintegracién es un crecimiento negativo.

Ejemplo 3. En un sitio arqueolégico de Africa, se encontré un fragmento de hueso humano.
Se estima que hay un 10 % de la cantidad original de carbono 14 radiactivo; calcule la edad
del hueso.

Solucion.

Con los datos presentados, se tendré% = —0,0001238Q, con Q(0) = Q,

En forma similar al ejercicio anterior, al integrar se tendr4 la funcién Q(t) = Q, e~%0001238¢

Piden lo siguiente: cudnto vale £ si Q(t) = 0,1 @, de la cantidad inicial, entonces, 0,1 Q; =
Q, 00001238t

Despejando ¢: t = ——2)_ = 18599,23 ~ 18600 afios de antigiiedad.
MODELO DE APRENDIZAJE

En ciertas habilidades de aprendizaje, como digitar un teclado o nadar, con frecuencia se
utiliza un modelo matemaético que supone la existencia de una habilidad maxima alcanzable,
digamos M, y la rapidez de mejoramiento en la que dicha habilidad es proporcional a la
diferencia entre ese mejoramiento “y” y el valor alcanzable “M”. En términos matematicos:

% = k(M — y), con ¥(0) = 0.

Este problema se resuelve de forma similar a como se calculé la ley de crecimiento
exponencial, obteniéndose y = M(1 — e~*%)

ay _ — 1 gv=—
En efecto, === k(M —y) — y_Mdy— kdt
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Integrando: fy_LMdy =—[kdt > In(y—M)=—kt+InC > Ln(y—M)—LnC=—kt

—>1Ln (%) = —kt

y-M -
el et XMkt |,y M=Ce* 5 y(t) =M +Ce

- c

Usando la condicién y(0) = 0 para obtener la constante C:
y0O)=M+C > 0=M+C > C=-M

La solucién final serd y(t) =M —Me™ o y(t) = M(1 — e¥)

Nota. Se ha obtenido la funcién y = y(t) por integracién; no obstante, para calcular la
rapidez, también puede derivarse dicha funcién.

Ejemplo 4 La distancia “y” (en pies) que un joven aprendiz de natacién es capaz de nadar
en un minuto, después de “t” horas de practica, se determina aproximadamente con la
férmula y(t) = 50(1 — e~ %%4%), Calcular la rapidez de mejoramiento después de 10, 25 y 40
horas de practica.

Solucion.
Para hallar la rapidez, derivamos con respectoat:  y(t) = 50(1 — e~004%),
Larapidezes y'(t) = 2e 004
Piden lo siguiente:
y'(10) = 2¢~%04(10) =1 34 pijes de nado por hora de prictica.
y'(25) = 2e~%04(25) =0,73 pies de nado por hora de prictica.

y'(40) = 2¢~0:04(49) =0 4 pies de nado por hora de practica.

Observemos: A medida que el tiempo pasa, la rapidez de aprendizaje disminuye.

EXPOSICION DE LOS FENOMENOS DE CRECIMIENTO EXPONENCIAL.

A continuacién, se expone varios modelos de crecimiento bastante frecuentes en las
aplicaciones en diversos campos de la ciencia, estos se dividen basicamente en dos grupos:
crecimiento limitado y crecimiento ilimitado.
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a. MODELO DE CRECIMIENTO ILIMITADO.

Descripcion: Una cantidad “y” cambia (aumenta) con una razén proporcional a la cantidad
presente en un instante £.

La rapidez es dado por el modelo % =ay,a>0,t>0
La condicién inicial es y(0) = C
Integrando se obtiene la funcién de crecimiento ilimitado:  y(t) = Ce®

Usos: Crecimiento de poblacién a corto plazo, crecimiento de dinero, consumo de recursos
a corto plazo, curvas de precio — demanda.

05t

La grifica del modelo y(t) = 50e">" es como sigue:

700
600

500 /
400

300 /

200 /

00— ——

0 1 1 1 ] 1

Figura 5.2
b. MODELO DE DESINTEGRACION.

w,__n

Descripcion: Una cantidad “y” cambia (disminuye) con una razén proporcional a la
cantidad presente en un instante £.

La rapidez es dada por el modelo % =—ay,a>0,t>0

La condicion es dada por: ¥(0) = C
Integrando, se obtiene la funcién de desintegracién y(t) = Ce™*

Usos: Desintegracidén radiactiva, absorcién de la luz en el agua, presién atmosférica, curvas
de precio - demanda.

La grafica del modelo: y(t) = 100e~%%5 aparece en la Figura 5.3.
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120
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Figura 5.3

¢. MODELO DE CRECIMIENTO LIMITADO.

Descripcion: Se tiene una habilidad maxima alcanzable M y la rapidez de mejoramiento en

w_.

la habilidad es proporcional a la diferencia entre ese mejoramiento “y” y el valor alcanzable
M.

La rapidez es dado por el modelo % =a(M—y),t>0
La condicién inicial es y(0) = 0
Integrando, se obtiene la funcién de crecimiento limitadoy(t) = M(1 — e™%)

Usos: Aprendizaje, venta de productos de moda pasajera, depreciacion de vehiculos y
equipos.

A continuacién se grafica del modelo y(t) = 100(1 — e~%6%).

120

100

60 /
40 /
20

Figura 5.4
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d. CRECIMIENTO LIMITADO - CURVA LOGISTICA.
La rapidez es dada por ¢l modelo i—: =aky(M —y),t > 0.

La condicion inicial es y(0) = M

M
1+Ce—at

Integrando, se obtiene la funcion de crecimiento limitado y(t) =

Usos. Aprendizaje, crecimiento de poblacién a largo plazo, epidemias, venta de nuevos
productos.

100

m es asl:

La grafica del modelo y(t) =

120

100

60 /
40 /

20 e./
0" T

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 5.5
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5.14. LISTADO DE EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resuélvase por el método de sustitucidn:

a) F(x) = [x3/(3x%2 + 1)3dx b) F(x) = fx:ﬁdx
xeV*243 x2-

AQFx)=] e d)F(x)=fv,%dx

€) F(x) = [(x + 1)V2 — xdx DF(x)=f(1+i)3;—ﬂ:

d) Problema. La distancia § (en kilémetros) entre dos automdviles en el instante “¢” (en

1-¢~E . .
7 ) Calcular la distancia 5(t) entre los

automéviles, después de media hora, si inicialmente se encuentran en el mismo punto.

horas) varia con una rapidez dada por % =50 (

2. Resuélvase usando integracién por partes:

a) F(x) = [(2x — 3)5(7 — 4x)dx b) F(x) = [ xe5*dx

¢) F(x) = [ x2%dx d) F(x) = [ x Sen x dx

e) F(x) = [ Arccos x dx f) F(x) = [ e%*Sen(2x) dx
g) F(x) = [ ——dx

h) Problema. La funcién P(t) modela el porcentaje de la poblacién que ha probade un

producto nuevo en los “t” primeros meses después de que se lanzé al mercado. La funcién
Ln(t+1)
(t+1)2
con t = 0. Suponiendo que P({0) = 0, hallar el porcentaje de la poblacién que consumié el
producto durante su primer mes en el mercado; luego, en los seis primeros meses; y,

finalmente, en el primer afio.

P(t) para cierto alimento dietético varia con una rapidez que se calcula de % =100

3. Calcilese la integral indefinida por sustitucién trigonomeétrica:

a) F(x) = fﬁdx b) F(x) = [ V16 — 4xZdx

O F(x) = [ i dx d) F(x) = [ Z=dx
e)F(x) = f‘[ﬁdx 0 F(x) = [ x?Vx2 — 4dx
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4. Calctlese cada integral indefinida por fracciones simples:

dx b) F(x) J-x x+3 C) F(x) Jn2x +x+8

x2+x— z (.1¢:2+4)z

a)F(x)=J

x2+x 2

xt+axd-x245x+1

d) F(x) = f16x1_1dx e)F(x) = [F————dx

xS +xt+xd—xZ-2

5. Calcilese las siguientes integrales. Use el método que mas se adeciie.

b) F(x) 'r 1- Tan(e")
) F(x) = [ Sen?(2x)dx d) F(x) = [ Cos® (\/J_C)%
P00 {225 SRy

6. PROBLEMAS DE APLICACION. Resolver los siguientes problemas:

a) (CRECIMIENTO POBLACIONAL) Encuentre el tiempo en que se duplica la poblacién de
cierta ciudad si crece en forma continua a razén de 3,2% por afio {se entiende que se
compone de forma continua).

b) Calcule la edad de un hueso que se encontré en un lugar arqueolégico si alin posee el 50%
de la cantidad original de carbono 14 radiactivo.

¢) (ECOLOGIA) Para masas de agua relativamente limpias, la intensidad de la luz se reduce
segiin la férmula Z—; = —kL con L(0) = Ly, donde L es la intensidad de la luz a “x” pies por
debajo de la superficie del agua. Para el mar de los Sargazos de las Indias Occidentales, k =

0,00942. Calcule L en términos de “x”, asi como la profundidad a la cual se reducela luz a la
mitad, respecto a la superficie.

d) (INSCRIPCION ESCOLAR) La rapidez de incremento proyectada en la inscripcién de una
nueva universidad se estima mediante la férmula % =5000(t +1)"%2 con ¢t > 0, donde

E(t) es la inscripcién proyectada en “t” afios. Si cuando t = 0 la inscripcién es de 2 000,
calcular la inscripcién que debe proyectarse para 10, 15 y 20 afios en adelante.

e) (LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON) Representamos por “y” la temperatura (en
grados) de un objeto en una habitacién cuya temperatura se mantiene constante a 60°. Si se
enfria el objeto de 100° a 90° en 10 minutos, ;cuanto tiempo mas tardara en descender su
temperatura a 80°7 Respuesta. 24,09 minutos.

f) La presion atmosférica P (medida en milimetros de mercurio) disminuye
exponencialmente cuando la altura “x” (medida en metros) aumenta. Si la presion es de 760
milimetros de mercuric al nivel del mar (x = 0) y 672,71 milimetros de mercurio a una
altitud de 1 000 metros, calcular la presién a una altura de 2 000, 3 000 y 5 000 metros.
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6.1.  GENESIS DE LA INTEGRAL DEFINIDA. LA INTEGRAL DEFINIDA

Recordar que la integral indefinida da como resultado, en general, una familia de funciones de
la forma y = F(x) +C (cada constante de integracién C corresponde a una funcién
particular).

La integral definida dara como resultado un valor real; el cual se obtiene evaluando en la
primitiva los valores limites de integracion, tal como sera sustentado por el segundo teorema
fundamental del cilculo integral.

Antes de dar la definicién exacta, a manera de introduccién, veamos un problema para
calcular el 4rea bajo una curva.

a) Primero de forma aproximada, haciendo particiones en el intervalo dominio.
b) Luego de forma exacta, afinando la particién y aplicando limites.

PROBLEMA. Hallar el 4rea comprendida entre la curva dada por la funcién real y = x?, la
rectax =3yelejeX

a) Solucién aproximada.

i) Dividimos el intervalo I = [0; 3] en seis subintervalos de tamafio % unidad de longitud.

ii) Sobre cada intervalo de base % se construye un rectangulo de altura, dada por la ordenada

de y = x? tomada en el punto medio de la base. (Ver Figura 6.1).

10

]

Figura 6.1

iii) El 4rea de los seis rectangulos que aproxima el 4rea de la regién sera la siguiente:
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a=30) +0) +10) 1@ +0) +G) <5 =T =TS wa
b) Solucién exacta.

i) Dividimos el intervalo I = [0; 3] en n intervalos mas pequefios, haciendo una particion que
sera dada por el conjunto de puntos P = {0 = xg, X1, X2, X3, ..., Xj—1, X, oo X1, X = 3}

ii) Los n intervalos seran [xg, x11, [x1. %21, [X2, 23], . [Xi—1, %] - [Xn—1-%n]
iii) Elegimos un intervalo tipico que sera identificado por [x;_4, x;]
iv) Las sumas que se presentan en seguida se conocen como las sumas de Riemann.
El area sobreestimada (irea con exceso) o suma superior seré la siguiente:
Ap = (xy — x0)xf + (o — x)xf 4+ (g — X )xF 4o 4+ (X — X1 )XE
Ay = X740 — x0)f (x) .
El drea subestimada (area con déficit) o suma inferior sera como sigue:
Ap = (2 — x0)x§ + (g — x)xf + o+ (g — xp_)af g + o+ (X — Xp_1)XE,
= Xiea (% — xi-0)f (xi-1) -

v) Considerando el intervalo [ = [0; b] y dividiéndolo en n subintervalos de igual magnitud,

.. b—0 b b
cada uno mldeT = luego (x; — x5)= (%2 — x1)=u.=(x, — xn_1)=;
b 2b 3b ib
Los puntos de subdivisién seran x5 = 0, x; = DX T Xy T e X = Xy = b

Al hacer uso de los puntos de subdivisién, el area sobreestimada se transforma en

£n=2(2)2 n (zb)z +g(2) 4.4k ( ) i + (b)?

n\n n\n
= _ b3 4pd o L S S S L 2 2 .2 2
An—n3|n3|n3|...| e |...+n 11.2_11.3(1 +2 +3 + + i<+ +n)
A —ﬁ.w—b_s.(ln3+ln2+ ) _+_+b_3
n ps3 6 n3 \3 2 6 6n2
= b3 b3 b3
Ap=—+—+—.

3 2n  6n2

Usando los puntos de subdivision, el area subestimada se transforma en

= 2P 422 s (S22

=Tt 2y A AT (2 4 22 ek (1= 1)2 4t (- D)D)

n? n3  n3 n3 n
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» P
—n2+—n)=———+—

1

— b} (n-1)(n-1+1)(2(n-1)+1) =b_3 _n@m-1)@Er-1) b3 (1 3 1

n
n3 6 n3 6 n? \3 2 6 3 2n e&n?

p3  p? . PR

=mn " 3  2p gn?

Aplicando limite cuando n — oo al 4rea subestimada, se obtiene el 4rea verdadera:

b: B b? b
A =Lim4, —le(———+—2)——
n-oo—" m-00\3 &n 3

Al aplicar el limite cuando n — o al irea sobreestimada, se obtiene el drea verdadera:
A = Lim A, =Li )
- n-»rg n _n-)Ig( + + 6112) 3

2 e v F 3 b3
Es decir, ambos limites coinciden y dan como resultado la misma area verdadera: A = T

En el problema planteado b = 3, entonces el drea exactaes A = %3 = 3?3 = 9 ynid?.

OBSERVACION. En el problema anterior observamos que aplicando limite cuando n - o a
las sumas de Riemann, se obtiene el verdadero valor del 4rea de la regién dada.

Calcular integrales definidas mediante este proceso es un trabajo tedioso para funciones mas
sofisticadas; no obstante, se puede realizar. Antes bien, sin pérdida de la generalidad, este
hecho permite plantear la definicién de la integral definida.

DEFINICION. Sea f:IcR—R una funcion real y continua en un intervalo I = [a;b],
entonces la INTEGRAL DEFINIDA de f desde “a” hasta “b” {0 desde x = a, hasta x = b) que se

denota por f: f(x)dx, se define como el limite siguiente:
b . e
Jo f(x)dx = lim 4, = lim 4,

Donde A, y 4,, son en general las sumas de Riemann superior e inferior, respectivamente,

ll ”n

para un intervalo I = [a; b] cualquiera. El valor
el valor “b”, limite superior de integracién.

es llamado limite inferior de integracién y

Nota, En realidad la integral definida es una suma infinita de allf el simbolo S - .

CONTINUIDAD - INTEGRABILIDAD.

TEOREMA. Si f: IcR— R es una funcion real y continua en un intervalo cerrado I = [a; b],
entonces f es integrable en 1.
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6.2. TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO
PRIMER TEQREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

Este teorema muestra la forma de derivar una funcidn, la cual esta definida mediante una
integral.

TEOREMA. Sea G una funcién definida por G(x) = [ : f(e)dt. Si f:[a; b)] >R es continua

sobre un intervalo I = [a; b] que contiene al valor “c”, entonces G es diferenciableen I y la

derivada es dadapor G'(x) = %(x) = % L7 F®de] = f&x).

Ejemplo 1. Se presenta a continuacién, derivadas de funciones definidas mediante
integrales:

a) G(x) = f:Sen tdt
La derivada es G'(x) = % [J7 Sentdt] = Senx.
b) 6(x) = [(u? — Ln(u) + 4) du = — [ (u? — Ln(u) + 4) du

La derivada es G'(x) = i [- f: (? — Ln(u) + 4) du] = —(x% — Ln(x) + 4)

OBSERVACION. Son consecuencia del primer teorema fundamental del calculo integral,
cuando alguno o ambos limites de integracién resultan funciones.

2)SiG() = [*Pf(0)dt = 6'(®) = fla@]- ¢'®)

b) $i6(x) = {52 f(B)dt = 6'(x) = flg()] - g'(0) — FIR(O] - K'(x)
Ejemplo 2. Se muestra derivadas de funciones definidas por integrales:

a) G(x) = ff Costdt

La derivadaes G'(x) = Cos(vx) - [vx]'= Cos(vx) - % = ﬁ Cos(vx)

b) G(x) =[5 VI— 2 dt

Laderivadaes G'(x) = 1 — (x3)% - [x3]' — 1 — (x2)2 - [x?]'
=v1—x6-(3x%) — V1 —x*- (2x) = 3x%V1 — x% — 2xV1 — x*
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966 = [0 (§) at

La derivada es: G'(x) = L1 +x2) —
_ 2x _ 4x
1+;vc2 (2x) - xz( —2x) = 1+.1c2 T T

SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

Este teorema muestra la forma de evaluar una integral en sus limites de integracion. Este
teorema es conocido como la regla de Barrow.

TEOREMA. Sea f:[a; b] »R una funcién real continua en el intervalo I = [a;b]. Si F es
diferenciable en I y si F'(x) = f(x) en I, entonces se tiene que f: f(x)dx =F(b) — F(a)

Siendo y = F(x) la antiderivada de y = f(x).

OBSERVACION. Primero se calcula la primitiva o integral indefinida para luego evaluar y
hallar el valor de la integral definida.

Ejemplo 3. Se da a conocer ejemplos de integrales definidas:

2
b) N = [(3x% — 9x + 7)dx = 3i——+7x]

4 2
¥ O (O BECRMEOE [(YEPR

6.3. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Q) [Pcdx=Cb-a)

b) [7 € fx)dx = C [ f(x)dx

O [, feddx = [ f()dx + [ fx)dx,  c€[a,b]
d) [ [F () + g@)]dx = [, f()dx + [; g(x)dx

&) [CIf () — g@ldx = [} fx)dx — [, gx)dx
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f) Sif(x) < g(x), vx € [g;b] = [ f(x)dx < [ g(x)dx
g)Sif(x) 20,vx € [gb]= [ f(x)dx 20
h) [ f(x)dx =0
o (b
D) J, Fdx =~ [ f(x)dx
j) §i f es una funcién par = ffa f(x)dx =2 foa F()dx
k) Si f es una funcién impar = ffa fx)dx=0
OBSERVACION. Las propiedades anteriores son ttiles en el calculo de integrales porque
permiten reducir el proceso de integracién o porque facilitan el cilculo en ejercicios y

problemas de integracidén. Se las usard en integrales del cilculo mas avanzados como, por
ejemplo, en integrales de linea, en series de Fourier o en integrales dobles.

Ejemplo 1. Se da diversos ejemplos de integral definida.
Q)N =[] 4dx = 4(7 - 2) = 20
b) N = J; 25¢5%dx = 25 [ e5%dx = Z[e5%]% = 5(e*° — 1)
c) Véaseque N = f_ss vx+3d x=f_13 vx+3 dx+f1‘s Vx+3dx
En efecto, en el lado izquierdo de la integral:
(Viu=+vVx+3 s ul=x+3 > x=u?-3 > dx=2udu
Six=—-3=>u=0 six=6=u=3
N =[S Vat3de=[ uudu)=2[ uldu=2 [§u3]2=2 [F3)* -3 (0)°]=18
En el lado derecho de la integral:
C(Viu=+vx+3 s> ul=x+3 > x=u2-3 > dx=2udu
Six=-3>2>u=0 six=1=2u=2
Six=1=2>u=2 six=6=>u=3

N =1 Vot 3det ] Va+3de=f]u@udw)+[] u @udu) =2 [ u? du)+2 [ u? du)

=2 Eu3]z+2 [§u3]z= 2 [§(2)3 —§(0)3] +2 E (3) —§(2)3] =22+2 (9 —~ §) =18
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DN = 5,02 + 20— Ddx = [= + 22 —x] =243 3[4 (=312 - (-3)
=9+9-3—(—9+9+3)=15-3 =12

N = [ (2x+1)de=[x*+x]¢=62+6—62—6=0

f) Se muestra que f:Sen xdx = —fngen x dx

En efecto, f:Senx dx =[-Cos x]§ = —Cos(n) + Cos(0) = —(-1) + 1=1+1=2

- j;: Senxdx =—[—Cos x|y =Cos(0) —Cos(m) =1 —-(-1)=1+1=2

64 5504

BN = [4,0* — xDdx =2 [ (x* — xB)du=2 [2a5 - 1] =2 [R022 - 8] - 508,

[1024

Aqui la funcién f(x) = x* — x? es par.
h)N = f_"”Sen(x) dx = 0. Porque aqui la funcién f(x) = Sen(x) es impar.

) N= f:ﬁ ?z Cos(x) dx = 2 f: ¥ Cos(x)dx = 2[Sen{n/2) — Sen(0)] = 2[1 — 0] = 2. Puesto
que aqui la funcién f(x) = Cos(x) es par.

OBSERVACION. Cuando una integral definida se consigue haciendo un cambio de variable,
puede resolverse de dos formas, como veremos, ambas daran el mismo resultado.

Primera forma. Desarrollando la integral indefinida y regresando a la variable original,
colocar los limites de integracion iniciales, evaluar y hallar el resultado.

Segunda forma. Desarrollando la integral definida incluyendo el cambio de variable en los
limites de integracion, evaluar y hallar el resultado.

Ejemplo 2. Se muestra las dos formas de hallar una integral definida.

5 i ”
a)N=f1\/2;:—_1dx CV:u=-2x—1—)x=%_)dx=T“

Primera forma. Desarrollando la integral indefinida y volviendo a la variable original para
evaluar.

N = J-(u+1) 1 du_ f( 1/2+u 1/2)du——u3/2 1/2

ul/2 2
Volviendo a la variable original y evaluando:

5
dx = [3 (22 - )2 + 3 (2x - 1)1/2]1 =

_ 5 x
N_flm
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Segunda forma. Incluir cambio de variable en los limites de integracién.

- [5_* gy = T — uti — Su
N—flmdx CViu=2x-1 > x="1 > dx="
Six=1->u=1; six=5—>u=9

® 17
1

= [ (utl) 1 dv 19172 ) . -1/2yge = [L3/2 4 L1 0/2
=N = [ m=de=)] = —ry =L@ tu /)dx—[ﬁu/ +2u/]

64. INTEGRAL DEFINIDA Y AREA DE REGIONES BAJO UNA CURVA

TEOREMA. Si f:I = R es una funcién real continua y no negativa en el intervalo I = [a; b],
entonces el area de la region limitada por y = f(x), el eje real X y las rectas verticales x = a,

x = b (Ver Figura 6.2) son dados por A(D) = f: f(x)dx
AY

y =1}

Figura 6.2

Ejemplo 1. Se presenta ejemplos del cilculo de areas de regiones planas. En algunos casos
se emplean las propiedades de la integral definida.

a) Se da el 4rea de la regién encerrada por la funcién y = V1 — x, desde x = —8 hastax = 0,
que esta por sobre el eje X.

Solucion. En la Figura 6.3, se grafica la regién D.

Figura 6.3
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El 4rea serd dada por A(D) = f: f(x)dx= f_°8\/1—xdx
C(Vu=vi-x > ul=1-x>x=1—-u? 5 dx=-2udu

Six=-8=>u=3 six=0u=1

=D)= f_OB\/1 —xdx= f; u(—2u du) =-2 f; u?du) =-2 [u;]: =—2 (5 - ?) = 53—2 unid?.

1 33

b) Area de la regi6n D limitada por la curvay = x2, el eje Xy lasrectas x = —3,x = 3.

A(D) = f_33 x2 dx, como y = x? es una funcién PAR,
3 3 %31 2 ;
AD) = [*jx* dx =2 x? dx=2[%] =2(3°-0%) = 18 unid?,

Es decir, el 4rea es de 18 unidades cuadradas. (Ver Figura 6.4).

12

10

Figura 6.4

OBSERVACION. Cuando la funcién tiene alguna parte negativa entre ella y el eje X, entonces
a esta parte del 4rea se la toma con signo cambiado.

Es decir, si se desea determinar el 4rea de la regién D = D, U D, U D5 representada en la
Figura 6.5, entonces esta sera dada por A(D) = A(Dy) — A(D,) + A(D3).
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y=f(x)

D1
D3

Figura 6.5

Ejemplo 2. Regitn D limitada por la curva y = {x, el eje de la “x” y las rectas x = —8, x =
8.

Solucidn.

Al observar la grafica se descubre que tiene parte de la region de integracion por debajo del
eje X, por cuanto el area se calcula de la siguiente manera:

A(D) = —A(D;) + A(Dp).

0 8
AD) = - [ Vxdx + [ Vxdx=— [0 23 dx + [ x/3 dx = — [3x:/3] a’t [3x:/3]u =

En consecuencia, el area es de 24 unidades cuadradas. (Ver Figura 6.6).

S SR 7S B

Figura 6.6
6.5. INTEGRAL DEFINIDA Y AREA ENTRE DOS CURVAS

DEFINICION 1 (AREA RESPECTO AL EJE X). Sea Dla region limitada por las graficas de dos
funciones continuas y = f(x), y = g(x), tales que para todo xe[a, b], f(x) = g(x) y las rectas
x = a,x = b, (Ver Figura 6.7) entonces:
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b
AQD) = f [FG0) — g())dx

A —

' —/ y=fx)
a D
4 Pt b i
.___/ \ 7 X
L — y=g()
Figura 6.7

DEFINICION 2 (AREA RESPECTO AL EJE Y). Sea D la regién limitada por las graficas de dos
funciones continuas x = F(y), x = G(y), tales que para todo ye[c;d], F(y¥) =2 G(¥) y las
rectas v = ¢, y = d, (Ver Figura 6.8) entonces:

AD) = [IIFO) - 60)]dy.

Y=RA
x=6(y) x=F(@)

o\

Figura 6.8
Ejemplo 1. Se muestra ejemplos donde se halla el rea entre dos curvas.
a) Regién D limitada por x = 3y — ¥2, x + y = 3. (Ve Figura 6.9).
Aqui, F() =3y —y%6(») =3 -y.

El drea sers A(D) = [['[F(y) — 6()ldy = [{[3y — ¥* - 3 + yldy = [ [4y -y — 31dy

= [Zy2 — y?a - 3y]: = gunidz.
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4.5

3.5

2.5

1.5

05

Q

Figura 6.9

b) Regi6n limitada por y = e* ylasrectas y = 1 + x, x = 2. (Ver Figura 6.10).
gl y y

El 4rea serd A(D) = [P[f (%) — g(x)]dx = [[e* — 1 — x]dx

2
=[ex—x —"—2] — ¢ — 5 = 2,398 unid?.
21p

Figura 6.10
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6.6. INTEGRAL DEFINIDA Y EL VOLUMEN POR SECCIONES PLANAS CONOCIDAS

EL VOLUMEN CON SECCIONES PLANAS A(x). (Ver Figura 6.11).

Sdlido

Figura 6.11

Sélido: S
Eje de proyeccién: X
Secci6n transversal: A(x)
Posicién de A(x): X

Proyeccién ortogonal del sélido S sobre el eje X: [a; b]
El volumen del sélido S es dado por V(S) = [ : A(x)dx

EL VOLUMEN CON SECCIONES PLANAS A(y). (Ver Figura 6.12).

Sélido S A®Y)

Figura 6.12
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Sélido: S

Eje de proyecci6n: ¥

Seccion transversal: A(y)

Posicion de A(y): y

Proyeccién ortogonal del sélido S sobre el eje X: [c; d]

El volumen del sélido S es dado por V(S) = f:A(y)dy

Ejemplo 1. Hallar el volumen de un tetraedro de tres caras ortogonales y tres aristas
ortogonales entre sf, cuyas longitudes sona, by c.

Solucion.

La seccién A(y) es el drea de un tridngulo. La base del tetraedro es B = %

Usando proporciones Ag) (C % i ,donde A(Y) = 2 (¢ —y)?

Observemos la Figura 6.13 a fin de precisar detalles.

AN X=R
............. i
c
10 VA W Yo y
a L 0
Base B
Figura 6.13

El volumen sera dado por V(§) = _f: A(y)dy = f: :’T; (c—yYdy =53 f (y — ¢)?dy

[ab (y—c):"] _ab (c=c)®*  ab (0-c)? ab (-c)3 abc

2¢2 2 3 22 3 2¢% 3 "6

Por lo tanto, V(S) = % unid? .

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Ejemplo 2. La base de un sélido es la regién limitada por una circunferencia que tiene un
radio de 7 cm. Encuentre el volumen del sélido si todas las secciones planas perpendiculares
a un didmetro fijo de la base son tridngulos equiléteros.

Solucion.

Las figuras que se muestran a continuacién permiten ubicar los detalles del desarrollo.

N Y=R

X T

r
y
\ X=R
—r 0 / r
60°

Figura 6.14

Y

Siendoelradior =7 > r=/x2 +y2 > 49 = Jx2 + y2 > y = V49 — x2
Laalturah = /4y2 —y2 > h=./3y2> h=+3y

Luego, A(x) = B?h = @ =+/3y% =v3(vV49 — x%)? =+/3(49 — x?). (Ver Figura 6.15).

Figura 6.15

El volumen sera V(S) = f: A(x)dx = J‘_’7 V3(49 — x)dx = 23 1-07(49 — 55y
= 2v3[49x - "?3]2 = 2v3[49(7) — 2] - 23 [19(0) - £] = 2v3 [49(7) - T ] = B2

3

Finalmente, V(§) = %zﬁ unid?
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Ejemplo 3. La base de un sdlido es un tridngulo equilatero de lado “a”, con un vértice
situado en el origen de coordenadas y una de las alturas en el eje X. Todas las secciones
planas del sdlido perpendiculares al eje X son cuadrados con un lado en la base del sélido.
Hallese el volumen del cuerpo asi generado. (Ver Figura 6.16).

Solucion.
3
h= %a
a
x { a
Sélido S - —
ido ! > 5
_ a
% h
Figura 6.16
A(x)
h  x=r
Figura 6.17
Usando proporciones: = = U—z—)i =l ,x= El =sl=%x
prop "R af2 V’_zia a 2 V3
.z 2 2 2 4 2 §
La seccién plana A(x) = I = (ﬁ x) —> A(x) = ;x*. (Ver Figura 6.17).
V3
V3 Vi —a
_ b _roaf4 o _Apoa 5. 4[x%]2
El volumen es dado por V(S) = [ A(x)dx = [2 (;x )dx == J& xtdx= = [?]o

4
3

V3 3 s
5] -3 B= G e
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Ejemplo 4. La base de un sélido es la regién limitada por una circunferencia de radio “r".
Todas las secciones planas perpendiculares a un diametro fijo de la base son triangulos
isbsceles rectos con un cateto en el plano de la base.

Solucidn.
h=2y
N

=R y =12 —x2
r —

y X=R
—r x T =

y
Figura 6.18

La seccién plana: A(x) = BTh = (zy)zﬂ = 2y? =2vrZ — x2 = 2(r? — x2). (Observar la Figura
6.18).

El volumen sera dado por V(5) = I;A(x)dx = ffrzo-z —x2)dx =4 j:(rz —x2)dx

=4 [rzx - ';—3]: =4|rir - 2—3] -4 [TZ(O) - 0?3] = §r3 unid?

Ejemplo 5. Una cufia se corta de un sélido con forma de cilindro circular recto con un radio
de “r’cm, con un planc que pasa por un didmetro de la base y tiene una inclinacién de 45°
respecto al plano de la base. Hallar el volumen de la cuiia. (Ver Figura 6.19).

Solucidn,
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M x=r

Tlmmmemmm ==

1 ]|

X

o y _A®) h=y

i PR y
B
Figura 6.19

A(x)

Figura 6.20

. 2
La seccién A(x) = 22 =22 ¥ _ 1 (77 —x2)" = 1 (+2 — x2). (Ir a Figura 6.20).
2 2 2 2 2 su

El volumen ser# dado por V(S) = [ A(x)dx = 5307 —x%)dx =2 [] 3 (r? — x¥)dx
377

- 0% =i =3 =] 032

Ejemplo 6. Encuentre el volumen de una esfera de radio “r”.

Solucion,
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=R

\

Figura 6.21

El radio es R = Vr2 — x2

2
La seccién A(x) = nR? =n(vr? —x2) =n(r? — x2). (Ver Figura 6.21).

El volumen serd dado por V(S) = f: A(X)dx = frr n(r? —x?)dx =2n f; (r?2 — x¥dx

=2 [rzx - x?g]: =2 [rz'r - 1;—3] -2 [r2 (0O)r — 03—3] = 43—”1'3 unid?.

Ejemplo 7. Se taladra una bola de billar de radio "a” haciendo pasar el eje del taladro por el
centro de la esfera hasta atravesarla completamente (Ver Figura 6.22). ;Qué volumen de la
esfera habra quedado si el diAmetro del hueco que se hizo es “a”?

—fh
||

Solucion.

had

a : \
| L AWD]  yg
e 0 x V3 i
Figura 6.22

El radio mayores R = y = Va2 — x2

5 a
El radio menoresr = 5

2
Por otrolado, I = vaz —rZ = .ﬂ-%:ﬁa
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2 2 Z
; — (B2 _ 2y — yR——] _“_]= (2_ z_“_)= (E - z)
La seccién A(x) = w(R* — r*) n[(\/a x%] T =rla*—x*—)=n(ia®—x

V3
El volumen sera dado por V(S) = [ : A(x)dx= | f,; i G a? — xz) dx
—a
z

V3

=2 [ Gt ) =2 frote -

corlBaz (Ba) (B Y £ L 03] =27 (23) o3 = 2 na® unid®
—21r[4a (2 a)—3(2 a) ]—211'[4a (0)—3(0) ]—21:( 3 )a = na unid®.

Ejempio 8. Un vaso para agua es un cilindro circular recto de radio “a” y altura “h”. Se
voltea hasta que el nivel del agua biseque la base y toque el borde. Hallar el volumen del agua
que queda en el vaso.

Solucion.
—a 0 X a_ .
1 1 1 ] -~
i xR
a x| .
J
y
a o
y =+ a? — x2
Figura 6.23
Usando proporciones % = %—) H= haTz_xz

_ yhva2—x2) — YaZ—xZhva2-x2) - L(

La secci6n plana: A(x) = % a? — x?). (Observar la Figura

2a 2a 2a
6.23).
El volumen ser4 dado por V(5) = f: A(x)dx = ffa% (a2 —x¥dx =2 % j'ua(az —x%)dx
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_h[ 2 xa]ﬂ_h[ 2 a3] h[ 2 03]_h(2 3)_2 2 . 13
—a[ax 7, =zl 3 aa(O) —[=259 —3ha unid® .

6.7. INTEGRAL DEFINIDA Y EL VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION
VOLUMEN DE UN SGLIDO DE REVOLUCION (METODO DE DISCOS)
VOLUMEN GENERADO POR UNA FUNCISN CONTINUA (CURVA)

a) QUE GIRA ALREDEDOR DEL EJE “X™:

V{s) = f brrrzdx = f bn'[y]zdx = fbn'[f(x)]zdx

La Figura 6.24 que se adjunta describe el caso.

Y a4 Y A
y=f)
N b » X a 7 X
Figura 6.24

b) QUE GIRA ALREDEDOR DEL EJE “Y”.

v(s) = f “rtdy = f nlxltdy = f “elF )Py

La Figura 6.25 que se adjunta describe el caso.

Y
N
I’ y = £(%) C ld ™

Vv
Vv

Figura 6.25
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VOLUMEN GENERADO POR DOS FUNCIONES QUE ROTAN ALREDEDOR DE UN EJE:

a) VOLUMEN DE UN CILINDRO CIRCULAR RECTO HUECO.

El radic mayor es R y el radio menor es r de modo que el volumen del cilindro hueco
{Volumen del cilindro mayor menos el volumen del cilindro menor) es dado por:

V(S) = tR%h — r2h — V(S) = nh(R2 —12)

Figura 6.26

b) SI LAS DOS FUNCIONES GIRAN ALREDEDOR DEL EJE “X”

El radio mayor es dado por la funcién que estd por arriba: y = f;(x) y el radio menor, por la
funcién que estd por debajo: y = fi(x); de modo que el volumen del “cilindro hueco”
{volumen del cilindro mayor menos el volumen del cilindro menor) es dado por:

(L2555 vs) = 2 mllReP - (AP

AY y = f2(®)

LY

P
[T

-
‘‘‘‘‘‘‘‘

L
o ~

_____

Figura 6.27

c) SI LAS DOS FUNCIONES GIRAN ALREDEDOR DEL EJE “Y”

El radio mayor se da por la funcién que esta a la derecha: x = F,(y) y el radic menor, por la
funcién que estd por la izquierda: x = F;(y); de modo que el volumen del “cilindro hueco”
{volumen del cilindro mayor menos el volumen del cilindro menor) es dado por:

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUNOZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

{R =F)

reRgy = VO = [ RO - (RGN

Figura 6.28

Ejemplo 1. Encontrar el volumen generado por rotacion alrededor del eje X de la parte de
la pardbolay = 4 — x2 que est4 por sobre X. (Ver Figura 6.29).

Solucion,

Figura 6.29
PardboladadaP:y =4 —x2.PnX,hacery=0=>x = +2.
Elradio es dadoporr =y = f(x) = 4 — x?
El volumen sera V(S) = [ n[y]?dx = [*[4 — x2)%dx = [*,[16 — 8x2 + x*]?dx

3,512
=2m foz[lﬁ — 8x% + x*?dx =21 [16x - % + Es_ = E2% ynid®,
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Ejemplo 2. La regién que se encuentra entre la curva y = x%; el eje X; lasrectas x = 2, x =
3 giran alrededor del eje Y. Encontrar el volumen del sélido asi obtenido. (Observar la Figura
6.30).

Solucion. El volumen se obtiene en dos etapas:
a)De0a8:R=3,r=2.
b)De8a27:R = 3,r = y1/3,

El volume sera V(§) = | : 7{[f5 ()% — [fL(x)]?}dx
V(s) = [y {131 - 21z + [ {[312 - [T }dx

V(s) = J': {9 — 4}dx + f:7 n{9 — y?/3}dx

V(S) = 5u Jy dx+m [ (9 - y*/*)dx = 5u[y)3+ n[9y — y*/3]. = = unid®,
30
25
20
x = yl/3
15
10
R=9
5
r=2
0
0 1 2 3 4
Figura 6.30
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OBSERVACIONES. Para el caso de s6lidos de revolucion que se obtienen al girar la region D
alrededor de un eje paralelo a los ejes coordenados.:

a) Si el giro de la region D se realiza alrededor de un eje paralelo al eje X, y = k, entonces el
volumen se da por V(§) = f: m{[f (x) — k]? — [g(x) — k]*}dx.

b) Siel giro de la region D se realiza alrededor de un eje paralelo al eje Y, x = h, entonces el
volumen se da por V(5) = [*n{[F(») — k]? - [G(y) — h]?}dy.

Ejemplo 1. La superficie limitada por la curva y = x? y la recta y = 4 genera varios sélidos
de revolucién. Se pide hallar el volumen cuando:

i) Gira alrededor del eje Y. ii) Gira alrededor del eje X.
iii) Gira alrededor de la recta x = 4 (Paralela al eje Y).
Solucion. (1) y (ii) se deja como ejercicio para el lector.

(iii) El giro alrededor del eje paralelo al eje Y; x = 4. (Ver Figura 6.31).

El volumen del s6lido generado serd V(S) = _fcd 7{[F(y) — h)? — [6(y) — h]*}dy

=y n{l0- 41 - [y? - 4"} dy =n [(8y"/2 - y)dy = [2y3/2 — %yz]: = unid?.

7 x = ylf?
6
5 y = 4
A
3
2
N
-2 4 o i 1 2 3 5
o | x=4
Figura 6.31

Ejemplo 2. Un sélido de revolucién se forma por la rotacién alrededor del eje X de la regién
limitada por la curvay = v2x + 4, el eje X, el eje Y, asi como larecta x = € (€ > 0). ;Con qué
valor de C el volumen serd de 12 r unid?? (Ver figura 6.32).

Solucion.
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El volumen es dado por V(S) = [, n[f(x)]%dx
Reemplazando datos: V(S) = J'_Czrr V2x + 4|2dx = nf_cz[w/Zx + 4|2dx = nf_cz(Zx + 4)dx
=n[x? + 4x]¢, = n[C? + 4C + 4]

Pero,como V(§) =12n > 12n=a[C?+4C+4] » C=+v12-2.

35

3 /

25 /

15
1
0.5
0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 6.32

VOLUMEN DE SOLIDOS DE REVOLUCION POR EL METODO DE CASCARONES.

a) Cuando el giro de la regién D se realiza alrededor del eje Y, el volumen es dado por

V(S) =2n f:xf(x) dx

b) Cuando el giro de la regién D se realiza alrededor del eje X, el volumen es dado por
d
V(S)=2n[ yF(y)dy

Ejemplo 1. Hallar el volumen del sélido que resulta tras hacer girar alrededor del eje Y, la

regién D encerrada en el primer cuadrante por la curva y = 3 + 2x — x2. (Observar la Figura
6.33).

Sofucion,
Pariboladada P:y =3 + 2x — x?
Parabola intersectadaconelejeX: PN X,enx=—-1,x = 3.

Parabola intersectada coneleje X: P N Y, eny=3.
El volumen es dado por V(S) = 2r [ : x f(x)dx

Reemplazando datos: V(S) = 2n f: x(3+2x —x¥dx=2m f: x(3x +2x%2 —x3) dx
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3
3 2 1 451 -

=2 [—xz +Zx3 - —x“] = — ynid3.
2 3 el PO

4.5

4

3.5

3

2.5

2

1.5

1

0.5

Figura 6.33

Ejemplo 2. Hallar el volumen del sélido que resulta de hacer girar la region encerrada por
lacurvax = /2y + 1,y = 2, x = 0, alrededor del eje X. (Observar la Figura 6.34).

Solucion.

2.5

1.5

0.5

Figura 6.34

DIONICIO MILTON CHAVEZ MUROZ




CALCULO DIFERENCIAL Y CALCULO INTEGRAL CON APLICACIONES

Lafuncibnes x =,/2y+1 o Fy)=2y+1.
El volumen es dado por V(S) = 2n fcd y F(y) dy

Reemplazando datos: V(S) = 2r foz y(ﬁ + 1) dx =2m f: (\/Ey” 24+ J’) dy

2
_ 242 5/2 1 2] _52n . 13
—Zivr[—5 yie+zy ]o__S unid®.

6.8. INTEGRAL DEFINIDA Y LA LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA

DEFINICION 1. (CON RESPECTO AL EJE X) Si la funcién y = f(x) tiene derivada continua
en el intervalo I = [a; b], entonces la LONGITUD DE ARCO de la curva representada por “f"

[ ]

entre “a” y “b” es dada por: §= f: 1+ [f'(x)]%dx

DEFINICION 2. (CON RESPECTO AL EJE Y) Si la funcién x = F(y) tiene derivada continua
en el intervalo I = [c; d], entonces la LONGITUD DE ARCO de la curva representada por “F”

entre “c” y “d” es dada por: $= fcdwll + [F'()]3dy

Ejemplo 1. (Para verificar la longitud de una circunferencia) Hallar la longitud de una
circunferencia de radio “r".

Solucion

La ecuacién de una circunferencia de radio “r” es dada por x? + y2 = r2,

De donde, y = +Vr2 — x2, tomando la parte positiva (parte de la circunferencia que se
encuentra por sobre el eje X) se tiene y = vr? — x2

Laderivadadeyes y' = \/,r.xﬁx

La longitud de la parte del primer cuadrante (cuarta parte de la circunferencia) es dada por

%:f:mdx=jg ’1 [ ] dx = rfo ‘/ﬂ_dx—r[Arcsen()]

Finalmente, la longitud de la circunferencia es dada por § = 2nr.

Ejemplo 2. Hallar la longitud del arco de la parte de la pardbola dada por P:y = 4x — x?
que se encuentra por encima del eje X. (Ver Figura 6.35).

Solucion.

La ecuacién de la parabola es y = 4x — x2,
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La derivada de la ecuacibn es y' = 4 — 2x.

La longitud pedida serd § = f: J1+[f(x)]2dx = f: V1+[4—2x]2dx

Haciendo cambio de variable: u =4 —2x > du=-2dx —» dx = —dz—"

Cambio en los limites:six =0 »u =4 ysix=4 2> u=—4.
Reemplazando: § = f:,/l + [4 — 2x]?%dx = —%fo_‘*\ll + u?du

Setiene § = 9,29 und.

4.5

35

25

1.5

0.5

Figura 6.35

Ejemplo 3. Hallar la longitud de arco de la curva dada por y3® = x? comprendida entre los
puntos (0;0) y (8;4). (Ir a la Figura 6.36).

Solucion

Figura 6.36
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: 3
Siy* =x?= x =y*? o F(y) = y** » F'(3) =3y

La longitud sera § = fcd J1+[FO)dy

Reempl 5=t 2172 gy = [ 2
plazando: S = f; 1+[2y ]dy—fo 1+ ydy

CV:u=1+2y > du=>du. También:Siy=0->u=1; siy=4 >u=10

4 Zwdy =2 (P ylizgy =22
= 1+4ya!y—9f1 ulPdu=g

; 2[w¥?]," = 2 [103/% - 1].° = 9,07 und.

Por lo tanto, la longitud de arca pedida es § = 9,07 unidades.

6.9. INTEGRAL DEFINIDA Y CENTRO DE GRAVEDAD DE UNA REGION PLANA

DEFINICION. El centro de gravedad es el punto que permite a una superficie plana
encontrarse en equilibrio.

PROCESQ. Hacemos usc del diferencial de drea dA y un centro de gravedad tentativo
C(h; k) para el estudio. El punto (h; k) es un centro de gravedad tentative mientras que (X; y)
es el verdadero centro de gravedad de la lamina ¢ superficie en cuestién.

a) Para cuando la ldmina D est4 limitada por la grafica de la funcién y = f(x) entre las rectas
x = ayx = b por sobre el eje X (ver Figura 6.37); el proceso es el siguiente:

A
Y

¥y =f(x)

Figura 6.37
El diferencial de irea es dA = y dx = f(x)dx
La coordenada horizontal: h=2x
y _1

La coordenada vertical: k= Py f(x)

El 4rea de laregion D es dada por A(D) = [ : dA
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El momento conrespectoalejeX: M, = { : kdda= | : E f (x)] Flx)dx
El momento con respecto alejeY: M, = f: hdA = f; x f(x)dx

Siendo A = A(D) el drea de laregién D, el centro de gravedad es dado por (%;¥) = (? ; %)

b) Para cuando la ldmina D estd limitada por la grafica de la funcién x = F(y) entre las rectas
¥ =cyy = d,aladerecha del eje Y, (ver Figura 6.38); el proceso es el siguiente:

x=F()

v

|
-

Figura 6.38

El diferencial de 4reaes dA = x dy = F(y)dy

La coordenada horizontal: & ’ZC = %F(y)

La coordenada vertical: k=y

El drea de laregién D es dada por A(D) = fcd dA

El momento con respecto al eje X: M, = fcd kdA= fcd y F(y)dy

El momento con respecte al eje Y: M, = fcd hdA = fcd EF (y)] F(y)dy

Siendo A = A(D) el rea de laregi6n D, el centro de gravedad es dado por (X;¥) = (? 2 ?)

OBSERVACIONES. Si la lamina D esta entre dos curvas, f(x) y g(x) [o F() ¥y G(¥) ]
entonces:

a) Con respecto al eje X, se tiene lo siguiente:

El diferencial de 4rea es dA = [f(x) — g(x)] dy
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La coordenada horizontal: h==x

= f(x)-zry(x)

La coordenada vertical:
El area de la regién D es dada por A(D) = _f: dA
El momento conrespectoalejeX: M, ={ : kda={ : [@] [f(x) — g(x)]dx

El momento con respecto alejeY: M, = f: hdA= f:x [f(x) — g(x)]dx

Siendo A el area de la regién D, el centro de gravedad es dado por (X;7) = (? - %)

b) Con respecto al eje Y se tiene lo siguiente:

El diferencial de 4reaes dA = [F(y) — G(¥)] dy

p = FOIH6G)

La coordenada horizontal: 2

La coordenada vertical: k=y

El drea de la regién D es dada por A(D) = _fcd dA
El momento conrespectoalejeX: M, = [ cd kda= | cdy[F(y) - G(y)ldy

El momento con respecto alejeY: M, = fcd hdA = f: [w] [F(y) — G()]dy

Ejemplo 1. Hallar el centro de gravedad de la ldmina limitada por la pardbola x = % y?, el
eje Y, asi como la recta y = 4. (Cbservar la Figura 6.39).

Solucion.
A
Y

4 " y=£(x)
(h;k i

Kk |==-=t :

E i X
h 4 g

Figura 6.39
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El diferencial de drea es dA = F(y)dy = % yidy

i s —X_FO)_11.2_1 2
La coordenada horizontal: h= S hm YRy

La coordenada vertical: k=y

El 4rea es dada por A(D) = _f dA = 2dy [y—] wmd2

El momento con respecto al eje X: M,, = j': kdA= f:y E yz] dy = %j: yidy= i ["74]: =16
El momento con respecto al eje Y: My, = [ : hdA = f: [FT(Y)] F(y)dy =I: E G yz)] G yz) dy

L0y y= 2, - B

Luego el centro de gravedad es dado por (%;¥) = (": ':") = (%; %) = (g; 3)

Ejemplo 2. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por las curvas dadas: x =
4y — y2,y = x. (Ir a la Figura 6.40).

Solucion.

4.5

35

2.5

1.5

0.5

Figura 6.40
El diferencial de 4reaes dA = [F(y) — 6(¥)] dy = [(4y — ¥?) — y] dy = [3y — y?] dy

FON+6(y) _ (4y-yH)+y _ (Sy —y?)

La coordenada horizontal: h= 2 5

La coordenada vertical: k=y

3
El 4rea de laregién D es dada por A(D) = fcd dA =-f03[3y —y%ldy =[zTy2 - Z?-i]o% unid?.
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El momento conrespectoalejeX: M, ={ cd kda= | cdy[F(y) - G(y)ldy
3 3 1 .1 27
= [} y[3y —y? dy = [][3y* - y*] dy =[y3 - ;y“]o =

El momento con respecto alejeY: M, = [ cd hdA={ cd [@] [FG) - G6(dy

3 3 5 3 108
=, [F Gy~ ¥[8y —y*ldy = ;[ 115y ~ 8y* +y9)ldy =3 [Ty* — 2* +3¥°] =F

i 7o) = (2. Mx) _ (27/4,108/5) _ (3 2%
En consecuencia, el centro de gravedad serd (¥; ¥) = ( YR ) = (9/2 S orz ) = (2 i )

6.10. INTEGRAL DEFINIDA Y AREA DE SUPERFICIES DE REVOLUCION

a) El &rea S de una superficie de revolucion generada al girar la grifica de la funcién y = f(x)
alrededor del eje X, desde x = a hasta x = b es dada por:

b
S= f 2r FO) 1+ [F'(x)])?dx

b) El area S de una superficie de revolucidn generada al girar la grafica de la funcién x = F(y)
alrededor del eje Y, desde y = c hasta y = d es dada por:

d
s= f 2P ()1 + [F O)dy

Nota: El area de la superficie no es total, iinicamente de la parte del s6lido, generada por la
curvay = f(x) oporx = F(y).

Ejemplo 1. Hallar el drea S de la superficie de revolucion generada por la grafica de y =
2vx, desde x = 0 hasta x = 8, al girar alrededor del eje X.

. . . r_ 1 Tay =L
Solucién. Siy = 2v/x ,suderivadaes y' = & o fl(x) = B

P

El 4rea de la superficie serd S = | ab 27 fO1 + [ (0)]2dx = f: 2n(2vx) (1 + (%) dx
8 2 8 g 208 .

=4m [ (x+ DY2dx = 4m [5 (x + 1)3/2]0 =-n(9%2 — 1) ==—n unid?,

Ejemplo 2. Calcular el drea S de la catenoide: Superficie generada por la rotacién de la

catenariay = a Cosh (E) alrededor del eje X, desde x = O hastax = a.

Solucion.
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Siy = a Cosh (%), entonces la derivada serd y' = a Senh (ﬁ) o f'(x) = a Senh (x)

a

El 4rea de la superficie serd § = [ : 21 £ ()1 + [ (x))2dx

= f; 2m [a Cos (E)] J 1+ [aC osh (E)]z dx =f: 2n [a Cos (E)] fl + [Sen (E)]z dx

= 2ar foa Cosh? (E) dx = 2an Ex + %Senh (%x)]: =a’n [1 + %Senh(Z)] :

Es decir, el 4rea de la superficie resulta § = a’n [1 + %Senh(Z)]

6.11. INTEGRAL DEFINIDA Y EL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION REAL

Otra de las aplicaciones de la integral definida es calcular el valor promedio de una funcién, el
cual se entiende como el promedio de la funcién para un niimero muy grande de valores a
tasar.

DEFINICION 1. Si f:IcR—R una funcién continua en un intervalo I = [a; b], entonces el

valor promedio de la funcién y = f(x) en ese intervalo es dado por f = bi—a 1) : f(x)dx

DEFINICION 2. Si F: IcR—R una funcién continua en un intervale [ = [c; d], entonces el
valor promedio de la funcién x = F(y) en ese intervalo es dado por F = ﬁ 1) cd F(y)dy

Ejemplo 1. Se muestra el valor promedio de la funcién f(x) = x — 3x2 en el intervalo I =
[-1; 2]. (Ver Figura 6.41).

— 2 2
Aplicando la formula f = ﬁf: f(x)dx = 2_(1_1) f_zl(x —3x¥)dx = % [x? — x3] = —g

Figura 6.41
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Ejemplo 2. Supdngase que en la parte central de un pequefio lago poco profundo, la
temperatura T (en grados Fahrenheit) desde las 8 am (¢t = 0) hasta las 6 pm (¢t = 10)
durante el mes de mayo, se determina aproximadamente en la forma como indica la Figura
6.42. Determine la temperatura media o promedio desde las 8 am hasta las 6 pm. Siendo
T(t) = —t? + 10t + 50.

Solucidn,

20

70

60

50

40

20

10

L]

Figura 6.42

. y = 1 b 1 0, .,
Aplicandola férmula T =— [, T(®)dt = TR Jy (—t? +10t + 50)dt

_l _E 2 10_@,.., ]
_m[ — + 5t +50t]0 =20~ 67°F

Esto significa que la temperatura desde las 8 am hasta las 6 pm ha side en promedio de 67°
Fahrenheit.

Nota. Observemos que a las 8 am (¢ = 0} la temperatura es de 50° Fahrenheit; queala 1
pm (t = 5) es de 75° F (lamayor); y alas 6 pm, de 50° F.

6.12, INTEGRAL DEFINIDAY EL TRABAJOC REALIZADO POR UNA FUERZA

Decimos, en general, que se ha realizado un trabajo cuando una fuerza ha movido un objeto.
El concepto de trabajo es importante, especialmente para los ingenieros al momento de
determinar la energia requerida para realizar diferentes tareas fisicas. Son ejemplos: saber la
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cantidad de trabajo realizado por una gria al levantar un determinado objeto, si se comprime
un resorte o cuando un vehiculo transporta una carga.

A continuacidn, se proporciona la definicién de trabajo efectuado por una fuerza constante:

DEFINICION 1. Si una fuerza constante F aplicada sobre un objeto permite que este se
mueva una distancia D, entonces el trabajo W realizado por dicha fuerza es dado por W =
FD.

Ahora, se da a conocer la definicién de trabajo realizado por una fuerza variable:

DEFINICION 2. Si un objeto se mueve a lo largo de una linea recta debido a la accién de una
fuerza F(x) que varia continuamente, entonces el trabajo realizade por dicha fuerza

conforme el objeto se mueve desde x = a hasta x = b viene dada por W = _f: F(x)dx

Ejemplo 1. Hallar el trabajo necesario para levantar un objeto de 180 libras a una altura de
5 pies.

Solucion. (Aplicamos definicion 1)
TrabajoW = FD = 180(5) = 900 pies-libras.

Ejemplo Z. Un resorte requiere una fuerza de 21 libras para ser estirado 1/3 pie,
excediendo su posicién de reposo. Calcule el trabajo requerido para estirar el resorte 1/3 pie
mas que su posicién de reposo y compare con €l que se efectiia para estirarlo otro 1/3 pie,
hasta alcanzar una extensién de 2/3 de pie respecto al reposo.

Solucion. (Aplicamos definicién 2)

En base a la ley de Hooke, determinamos la constante de rigidez del resorte: 21 =k (%) 0

i _.n

k = 63, entonces F(x) = 63x representa la fuerza necesaria para estirar el resorte “x” pies
mas de su posicién normal.

a) El trabajo realizado al estirar el resorte desde el reposo, x = 0, hasta la posicién x =§

queda expresada de esta forma:

1/3
TRABAJO = W = [ F(x)dx = [)/*(63x)dx = [63 ";]o =2 = 3,5 pies-libras.

Lo cual denota que para estirar el resorte 1/3 de pie mas all4 de su posicién de equilibrio, se
necesita 3,5 pies - libras de fuerza.

b) Si se estira el resorte otro 1/3 de pie desde la posicién x = %hasta x= E, se tendra lo

siguiente:
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2/3
1/3

2/3
(63x)dx = [63 %2]1/3 = 22—1 = 10,5 pies-libras.

TRABAJO = W = [ F(x)dx =

Esto significa que para estirar el resorte 2/3 de pie mas alld de su posicién de equilibrio, se
necesita 10,5 pies - libras de fuerza.

Observacion: Estirar el primer 1/3 de pie fue mas facil que el siguiente.

Ejemplo 3. Se levanta un cbjetc de 900 libras de peso por medio de un cable y una polea
que estd 10 pies por encima del objeto. El cable pesa dos libras por pie. Calcule el trabajo
requerido para levantar el objeto tres pies.

Figura 6.43

Solucion

Denotamos por “x” 1a distancia en que se levanta el objeto, el peso del cable sera
(Longitud)(Densidad) = (10 — x)(2) libras.

La fuerza total del objeto hacia abajo junto con el cable ha de ser F(x) = 900 + (10 — x)(2).

El trabajo realizado resulta TRABAJO = W= f: F(x)dx

W = [, [900 + 2(10 — x)]dx = [ [920 — 2x]dx = [920x — x2]3 =920(3) — 3% = 2751 pies -
libras.

Obsérvese que para levantar al objeto tres pies, se requiere (900)(3)=2700 pies-libras de
trabajo; los 51 restantes se utilizardn para levantar los 3 pies de cable.

Ejemplo 4. Un médulo espacial pesa 15 toneladas en la superficie terrestre. ;Cuanto
trabajo exige elevarlo a una altura de 800 millas? No se tomara en cuenta la resistencia del
aire ni el peso del combustible.

Solucion.

Como el peso de un cuerpo varia proporcionalmente, y en sentido inverso, al cuadrado de la
distancia al centro de la Tierra, la fuerza ejercida por la gravedad serd F(x) = :—z Dado que el
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moédulo pesa 15 toneladas en la superficie de la Tierra, cuyo radio es aproximadamente 4

k i
20002 k = 240 000 000.

000 millas, podemos hallar la constante de proporcionalidad 15 =

El médulo debe colocarse a 800 millas, esto significa que serd transportado desde x = 4000
hasta x = 4800 millas. El trabajo total realizado serd TRABAJO =W = f: F(x)dx

4800
W= f4800 it LA =[— —240000%0] =10 000 toneladas - millas.

4000 x2 x*  lagoo

Es decir, para colocar el médulo espacial cuyo peso es 15 toneladas, a 800 millas de distancia
por sobre la Tierra, se requiere de 10 000 toneladas-millas de fuerza.

Ejemplio 5. Un tanque esférico de 8 pies de radio esti lleno hasta la mitad de un aceite que
pesa 50 libras por pie ciibico. Calcular el trabajo requerido para bombear el aceite a través de
un orificio en la parte superior del tanque.

Solucion.
La fuerza dada por el peso del aceite ser4 Fuerza = 50zx?.

Llevando al problema a un sistema de coordenadas, para un circulo de radio 8 centrado en el
punto (0;8) se tiene la siguiente ecuacién: x% + (y —8)2 =82 — x? = 16y — y?

Entonces la fuerza quedari expresada asi: Fuerza = 502(16y-y?)

Por otro lado, el aceite debe elevarse a una distancia de {16-y) pies; en consecuencia, la
funcién que rige el trabajo realizado sera f(y) = 502(16y —y?)(16 —y) = 50a(256y —
32y% +y3).

. N

Finalmente, como el tanque esti lleno hasta la mitad, “v" varia de 0 a 8; por tanto, el trabajo
requerido para vaciarlo sera el siguiente:

11264

8 32 +8
w = [, 50m(256y — 32y + y*)dy = 50m[128y% - Zy3 + ”T]o = 50 (

pies-libras.

) ~ 589 782

6.13. INTEGRAL DEFINIDA EN OTRAS APLICACIONES
APLICACIONES A LA ADMINISTRACI6N Y ECONOMIA

Estas aplicaciones serdn mostradas directamente con ejemplos, puesto que aparecen a
menudo en el trabajo con derivadas de funciones reales que representan al costo, ingreso,
utilidad, oferta, demanda, etc.

PROBLEMA 1. Suponga que la funcién de costo marginal de una empresa manufacturera de
un cierto producto se calcula con la férmula €'(x) =2 — 0,2x, 0 < x < 8, donde el costo
marginal esta dado en miles de délares y la produccién es de “x" unidades por dia. ;Cuél es €l
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cambio total en el costo diario para pasar de un nivel de produccién de 2 a 6 unidades
diarias? Interpretar.

Solucion
NosdanC'(x)=2-02x,0<x <8

Reescribiendo para integrar: dZ—ix) =2—-02x —» dC(x)=(2-0,2x)

Piden € =C§=[dC(x) = [{(2—02x)dx = [2x—0,1x%]§ = 2(6) — 0,1(6)* — 2(2) +
0,1(2)2 =4.8.

Esto denota que los costos totales de una produccién que en un dia aumenta de 2 a 6
unidades es de 4 800 délares.

El intervalo I = [0; 8] da a entender que la funcién inicamente es vilida en ese intervalo.

PROBLEMA Z. Una fabrica grande cercana a un rio descarga en este contaminantes, con
una rapidez que el Departamento de Control de Calidad de Aguas calcula mediante la f6rmula

P'(t) =tvt? +1,con 0 < t < 5, donde P(t) es el numero total de toneladas de contaminante
descargado en el agua después de “t” afios en que la empresa viene funcionando. ;Qué
cantidad de contaminantes se habra descargado en el rfo durante los 3 primeros afios de
funcionamiento y cuinto entre el 2do. y el 4to. afio?

Solucion.
Nosdan P’(t) = tvtZ + 1,con0 < ¢t < 5.
Reescribiendo para integrar: dz—?) =tVtZ +1 = dP(t) = (tVtZ + 1)dt
a) Piden calcular la cantidad de contaminantes arrojados los tres primeros afios. Esto es:
P=P}=[7dP(t) = [J(tVTZ+ Ddt = [F(¢2 + 1)3/2]3 =23+ D¥2-2(0% +1)¥/2 =10,2
Ton.

En conclusion, durante los tres primeros afios la fibrica ha arrojado al rio 10,2 toneladas de
contaminantes.

Elintervalo I = [0; 5] significa que la funcién linicamente es valida en ese intervalo.

b) Respecto a la cantidad de contaminante que la empresa descarga entre el segundo y cuarto
afio de su funcionamiento, se calcula:

4
P=P}=[ldP(t) = [{veZ+ Ddt = [f(% + 1)3/2]2 = 2@+ -2@2+ 132 =
29,45 Ton.
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6.14. LISTA DE EJERCICIOS PROPUESTOS
TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO.

1. Hallar la derivada de las siguientes funciones:
a) G(x) = f:Costdt b) G(x) = ff(u—e“+2u2) du
2. Determinar la derivada de las siguientes funciones:

a)SiG(x) = ffl,ntdt b)SiG(x) = f;at\/1+t2 dt

Q) SiGx) = :?2 (tz) dt

3. Evaluar:

3 2
a)N = [, x*dx b)N = [e* dx
c)N=_|':Senxdx d)N=f:Lnxdx
N = J-5/21

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

1. Evaluar:
a)N =[] 4dx b)N = [J(3x* +x— 1) dx
ON = [ x(x? +1)% dx AN = [7|2x - 3| dx

e)N=f: (x——) dx

2. Evaluar:

/2

a)N = ['" Sen(2x) dx b)N = [/ (x + Cos x) dx

-‘;r/?.
N =[7"sec? (%) dx

AREA BAJO UNA CURVA.
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1. Dibuje la regién cuya area se indica mediante la integral definida propuesta. Después
calcule el valor de la integral mediante una formula geométrica.

aN=[" 5dx b)N = [T VrZ—xZdx )N = [7(2x +5) dx
2. Realizando las gréficas en cada caso:

a) Encuentre el 4rea de la regién D bajo la curva y = x* —2x3 + 2 entre x = -1, x = 2.
Respuesta: 5,1unid?.

b) Hallar el 4rea comprendida entre la pardbola y = x2 + 2x — 3 y el eje X.

c¢) Determine el drea que esti comprendida entre la curva y = x% —x + 2, las rectas x = —1,
x =2

d) Identificar el 4rea comprendida entre la paribola ctibica y = x® — x%2 — 6x y el eje X.
HALLAR EL AREA ENTRE DOS CURVAS.
1. Desarrolle segin se pide.

a) Hallar el drea comprendida entre la curva y = vx; larecta y =6 —x, y el eje X, en el
primer cuadrante.

b) Bosqueje la regi6n D limitada por y=x+6; y=x3; 2y +x = 0. Posteriormente
determine su drea.

c) Hallar el 4rea de la regién comprendida entre las graficas de las funciones y = |2x| y la
pardbolay = 2x% + x — 4.

2. Desarrolle segiin se pide:
3

a) Hallar el 4rea limitada por las gréficas de las curvas y = x%, y = x3.

b) Hallar el 4rea de la regién limitada por la curva cerrada x; + %2 =1

c) Hallese el 4rea limitada por las graficas delas curvas x = y(y -1}y —2); x = y(2-y)

3. Determinar el drea de la regién encerrada por las curvas representadas por las funciones
fF)=3+2x—x2yg(x)=x*—4x+3

INTEGRAL DEFINIDA Y EL VOLUMEN POR SECCIONES PLANAS CONOCIDAS.

1. Calcular el volumen de un sélido, cuya base tiene forma circular de radio 2 y sus secciones
transversales tiene forma cuadrada. La diagonal de cada cuadrado que forma la seccidn
transversal es perpendicular al eje X y se encuentra sobre el plano XY.

2. Encuentre el volumen del sélido, cuya base es un tridngulo rectingulo sobre el plano XY
con secciones transversales perpendiculares al eje X y con forma de tridngulo equiltero. Uno
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de los catetos del triangulo que forma la base mide 6 metros y es paralelo al eje Y; el otro
cateto mide 4 metros y es paralelo el eje X.

3. Sea D la regién del primer cuadrante limitada por las grificas de y = 2vx, la recta
horizontal y = 6 y el eje Y. Encuentre el volumen del sélido generado al tomar la regién D
como base para colocar semicirculos perpendiculares al eje X.

4. Resuelva el ejercicio anterior (N2 3), si se toma la regién D como base para colocar
tridngulos equilateros perpendiculares al eje X, haciendo contacto la hipotenusa de cada
triangulo equilitero con la base.

VOLUMENES DE REVOLUCION.
1. Resolver los siguientes ejercicios:

a) Encuentre el volumen del sélido generado por la rotacién de la regiéon D limitada por las
curvas dadas, en torno al eje indicado:

| o~

D y=>x=1,x=4,y = 0; giro alrededor del eje X.

X

(i) y = x2, x = 2, y = 0; giro alrededor del eje Y.
(iii) y =4conx =2 0,x =0,y = 0; giro alrededor de larectax = 2.
(iv) x = /2y, ¥ = 2,x = 0,y = 0; giro alrededor de larectay = 3.

b) La regién D acotada por las curvas y = 2 + Sen(x), y =0, x = 0, x = 2 se hace girar
alrededor del eje Y. Encuentre el volumen que resulta.

c) Calcular el area de la regién D que esta limitada por la funcién y = xvx +1 e y = 0. Si se
hace girar esta region alrededor del eje X; calcular el volumen del sélido asi generado.

2. La superficie limitada por las curvas y = Sen(x), y = Cos(x) entre x = z/4, x =5z/4
genera varios sélidos de revolucién. Calcular el volumen cuando gira alrededor de:

(i) El eje Y. (ii) Larectay = 0. (iii)Larectay =-2
3. La regi6n limitada por la pardbola y = x? y la recta y = x. Si se hace girar alrededor de:
(i) el eje X. Hallar el volumen del s6lido generado.

(ii) el eje Y. Hallar el volumen del s6lido generado.

LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA.

3
1. Determinar la longitud de la curva y = x? + ﬁ desde x = 1 hasta x = 3. Respuesta: § = %

unidades.

2. Resuelva los siguientes ejercicios:
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a) Encuentre la longitud del arco de la curva y = x3/2, entre los puntos (1; 1) y (4; 8).

b) Determine la longitud de arco de la curva y = ; (x2+1)32entrex =1,x = 4.

c) Identifique la longitud de arcode la curvay = x;:s

entrex =1, x = 4.

INTEGRAL DEFINIDA Y CENTRO DE GRAVEDAD DE UNA REGION PLANA. MOMENTOS.

1. Calcular el centro de gravedad de las laminas de densidad uniforme limitadas por las
graficas de las ecuaciones dadas a continuacién:

Ay =vxy=0;x=4

b)x=4-y%x=0

Qy=%y=m15xs4

d)y=%(x2 —10);y=0entrex =—-2yx =3

INTEGRAL DEFINIDA Y EL AREA DE SUPERFICIES DE REVOLUCI6N.

1. Calcular el area de la superficie de revolucién generada al hacer girar la curva plana dada
alrededor del eje X.

x3
a)y=?con05x53
b)y=vx—1con2<x<5
c)y=%3+%conlsx52

2. Determinar el area de la superficie de revolucién generada al hacer girar la curva plana
dada alrededor del eje Y.

a)y=3VYx+2con1<x<8
b)y=4—-xcon0<x<?2

3. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitadapory =x%2 —2x — 3; y = 6x —x% — 3
Respuesta. (%; ¥) = (2;1)

INTEGRAL DEFINIDA Y EL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION REAL.
1. Encuentre el valor promedio de la funcién planteada en el intervalo dado:
a) f(x)=¥Vx+2enx€[1; 8]

b) f(x) =Senx,enx € [—m; 7]
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Q) f(x) = -3 — 3t? + 2t + 70,en x € [0; 6]

2. Hallar el valor promedio de la funcién de velocidad planteada en el intervalo dado:
aAv(t)=3t*+2,en1<t<4

b)yv(t) =tY2,en2<t<9

c) v(t) = 1500e%%6¢ en0 <t <5

3. Desarrolle lo siguiente:

a) Calcule el valor medio de la funcién f(x) = 500 — 50x en el intervalo I = [0; 10]

b) Calcule el valor medio de la funcién f(t) = v1 +t enelintervalo I = [3;8]

4. Si la temperatura €(t) de un hébitat artificial varfa segin la férmula C(t) = t3 — 2t + 10,
0 <t < 2, (en grados Celsius) en un lapso de 2 horas, ;cudl es la temperatura promedio de
este periodo?

5. En las peores cuatre horas de un huracan, la velocidad del viento en millas por hora estd
dada por V() = 5t — t2 4+ 100, 0 < t < 4. ;Cual es la velocidad promedio del viento en dicho
periodo?

6. Si la temperatura a las t horas, en grados Fahrenheit se modela por T(t) = 60 + 5t — %tz,

0 <t < 10, hallar el miximo, minimo y el valor promedic de la temperatura en el periodo de
las 10 primeras horas.

7. Si un equipo se evaltia en V(£) = 6500 — 120t — 51t2 délares al cabo de ¢ afios, encontrar
su valor promedic durante el primer afio de uso. Asimismo en el tercer afio, y, luego, en los 10
primeros.

8. Suponga que el inventario de cierto articulo t meses después del primer mes del afio se
calcula aproximadamente con el modelo I(t} = 10 + 36t — 3tZ para 0 < t < 12. Hallar el
inventario promedio en el segundo trimestre del afio.

2108
t+1 '

9. Una poblacién estd disminuyendo de acuerdo con la férmula P(t) = donde ¢ es el

tiempo. Encuentre el tamafio promedio de la poblaciénentret = 1yt = 2.

INTEGRAL DEFINIDA Y EL. TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA.
1. Resolver los siguientes problemas para obtener Trabajo:

a) Calcular el trabajo realizado para elevar a 10 pies de altura, un saco de aziicar de 100
libras.
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b) Con una fuerza de 750 libras se comprime en 3 pulgadas un resorte, desde su longitud
natural de 15 pulgadas. Calcular el trabajo realizado al comprimir dicho resorte 3 pulgadas
mas. Respuesta: 3375 pulgadas-libras.

c¢) Se llena de agua un depésito rectangular con una base de 4 por 5 pies y una altura de 4 pies
(el agua pesa 62,4 libras por pie cibico). ;Cuanto trabajo se realiza al bombear afuera el agua
por encima del borde superior (i) si se vacia la mitad del depésito o (ii) si se vacia todo?

INTEGRAL DEFINIDA EN OTRAS APLICACIONES.

1. (Andlisis marginal) Las ecuaciones de costo, ingreso y utilidad marginal de una empresa
(en millares de délares) son: £°(1); R'(x) = 10 — 2x; P'(x) = R'(x) — C’(x), para 0 < x < 10,
donde x es el nimero de unidades producidas cada dia. Encuentre el cambio en (i) costo; (ii)
ingreso; y (iii) utilidad para pasar de un nivel de produccion de 2 a 4 unidades diarias.

2. (Valor de recuperacién) Una parte nueva de repuesto en un equipo industrial se deprecia
al principio rapidamente. Después, a medida que transcurre el tiempo, la rapidez de
depreciacion de su valor es mas lenta. Suponga que la rapidez (en délares por afio) con la cual
cambia el valor en libras de una nueva maquina moledora, se calcula aproximadamente con la
formula V() = f(t) =500(t —12), 0 <t <12, donde V(t) es el valor de la miquina
después de “t” afios. Calcule la pérdida total del valor de la maquina para los 5 primeros afios
y luego para los préximos 5. Escriba las integrales correspondientes y resuelva.

3. (Costo de mantenimiento) Los costos de mantenimiento de un departamento
generalmente aumentan a medida que el edificio es mas antiguo. Segln registros anteriores,
una empresa de servicios determina que la razén de incremento en los costos de
mantenimiento {en ddélares por afio) de un conjunto habitacional se calcula
aproximadamente con la férmula M’(x) = f(x) = 90x? 4+ 5000; donde x es la edad del
departamento en afios y M(x) es el costo total (acumulado) de mantenimiento por "x” afios.
Escriba una integral definida que dara los costos totales de mantenimiento desde 2 hasta 7

afios, después de haberse construido ese departamento y evaliie esa integral.

4. Las ecuaciones de costo marginal, ingreso marginal y utilidad marginal de una empresa, en
miles de délares diarios, son:
C'(x)=1

R®=10-2x (0<x<10
P'(x) =R'(x) — C'(x)
Donde x es el niimero de unidades producidas cada dia. Encuentre el cambio en:
a) Costo b) Ingreso ¢) Utilidad
A fin de traspasar el nivel de produccién de 2 a 4 unidades diarias.

5. Las ecuaciones de costo marginal, ingreso marginal y utilidad marginal de una empresa, en
miles de délares diarios, son:
C'(t) = 0,5t + 2
R'(t)=10-0,5t ;,0<t<20
P(t)=R'(t)-C'(t)
Donde ¢ es el nimero de unidades producidas cada dia. Encuentre el cambio en:
a) Costo b) Ingreso c¢) Utilidad

para elevar el nivel de produccién de 2 a 4 unidades diarias.
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CAPITULO VII

LA INTEGRAL IMPROPIA
CONTENIDO
7.1. La integral impropia. Convergencia y divergencia.
7.2. Integral impropia en intervalos infinitos.

7.3. Integral impropia para funciones discontinuas en los extremos de su intervalo de
integracién.

7.4. Integral impropia para funciones discontinuas en puntos internos de su intervalo de
integracion.

7.5. Otras aplicaciones de la integral impropia.

7.6. Lista de ejercicios propuestos.
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7.1. LAINTEGRAL IMPROPIA. CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA

Hasta aqui se ha estudiado la integral de Riemann de una funcién f acotada, la cual es
definida en un intervalo cerrado y acotado I = [a; b] con a y b ntimeros reales, tales que a <
b.

La integral impropia no cumple enteramente con los criterios de integracién de una integral
de Riemann.

En este capitulo, se intentara generalizar el concepto de integral definida para funciones que
no verifican alguna de las hipétesis citadas en las definiciones de una integral, es decir:

a) La integral de una funcién acotada, definida en un intervalo no acotado, por ejemplo:
fx) = ien el intervalo I = [1; +oo)

b) La integral de una funcién no acotada, definida en un intervalo no acotado, por
ejemplo: f(x) = i en el intervalo I = {0; +o0)

¢) La integral de una funcién no acotada, definida en un intervalo acotado, por ejemplo:
flx) = ien el intervalo I = (0; 1]

De calcularse estas integrales, se tendra dos resultados:

a) Que sea un numero real, por lo cual se dird que la integral es convergente. En este
caso se tiene como resultado un nimero real.

b) Que no sea un niimero real, por lo cual se dira que la integral es divergente. En este
caso se tiene como resultados, oo 0 —oo

Existe mas de una forma de clasificar este tipo de integrales. Aqui se ha usado un orden que
pasamos a detallar.

7.2.  LAINTEGRAL IMPROPIA EN INTERVALOS INFINITOS (NO ACOTADOS)

También dencminadas integrales impropias de primera clase. Estas se generalizan desde las
integrales de Riemann de la siguiente forma:

DEFINICION 1. Si f es acotada y continua en el intervalo infinito I = [a; +o0), entonces se

. +oo0 Lf b
tiene [ f(x)dx = ST [ f(x)dx.
La integral impropia anterior converge si el limite existe; de lo contrario, diverge.

DEFINICION 2. Si f es acotada y continua en el intervalo infinito I = {—oo; b], entonces se
tiene f_bw fedx = Hm f: f(x)dx.

a——oo

La integral impropia anterior converge si el limite existe; de lo contrario, diverge.
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DEFINICION 3. Si f es acotada y continua en el intervalo infinito I = (—o0; +), entonces
se tiene f_+: fdx = [ : fCdx + 14m | : f (x)dx, siendo ¢ cualquier niimero real.

a—+—oo b—+oo
La integral impropia anterior converge si ambos limites existen; de lo contrario, diverge.

Se acostumbra por comodidad tomar al valor de divisibn ¢ como cero, puesto que facilita
calculos.

Ejemplo 1. Obtener el volumen del sélido generado por la rama en el primer cuadrante de

lacurvay = i, cuando gira alrededor del eje X, y ala derecha de larecta x = 1.
Solucion.
Identificando elementos: y = i, fx) = i, a=1yb =+
El volumen sera dado por
—4-00 —4-c0

V(S) = f:ﬂ[f(x)]zdx = Tl'_r:m E]z dx = T[bl‘im —dx n.bl.im [—x'l]i’

Li 1 .
=m0 [—5+1] = 2(1) = munid®.

Ejemplos 2. Se muestra la resolucién de algunas integrales impropias:

L= [0 idr = M (130 - xyPax] = U [ 2] = [y L] =tho=2

a—9

Li Li
A el = A,

b L= [ e*dx= 1" [["e*dx]=

a-»—co [e? —e%] =e.

Ejemplo 3. Véase el cilculo de la siguiente integral: L = f o xz+ix+8 dx.
Solucion:
L= x2+4x+8dx L, fﬂ mdx +J:i¥&.f md"
aL_En L ArcTan (x-;-Z)L +DIJ_I|_13° L ArcTan (x+2)]
= aL_Hn 2 ArcTan (O:Z) = %ATCT an (aTH)]+bI:’i_'r_r.}° [ ArcTan (blz) - —A cTan ( 22)]
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=T _1 s 1 B
= 2ArcTcm( o) + 2A:rcTt:nrn(+<m) ===
3
Ejemplo 4. Hallar el irea comprendida entre la curva de Agnesi y = ey el eje de las
abscisas.
Solucion.
En la siguiente grafica se tiene:
N —R
”Jy
< 0 > X=R
Figura 7.1
El 4rea serd dada por A(D) = 2 f ydx = leZ f = zdx= le 2a? f 2+ ~dx
b b b
- 3L =\]" = 3[1 b 3L 0
= HE.} 2a [aArctan (a)]o = 15.112 2a [aArctan (a)]o + Ii.irarg 2a [a Arctan (a)]u
= 2a%Arctan () = 2a? % = na? unid?.

; e e _ 2lx| Ax]
Ejemplo 5. Calcular el drea de la regién limitada por las curvas y = FTT N Ak
Solfucion.

Tal como se muestra en la Figura 7.2, se tiene:
N\
T y=r
Figura 7.2
_ oo f 2x —4x b 6x
El 4rea serd dada por A(D) = 2 | ( = 1+x4)
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= le 2(3) f ———dx = le 6 [Arctan(x?)]5

1+(x2)2

= II,‘HE.} 6 [Arctan(b?) — Arctan(0)] = 6 Arctan (o) = 6% = 3w unid? .

Ejemplo 6. Hallar el volumen del sé6lido de revolucién, generado al hacer girar la regién
limitada por las curvas y = e*, x = 0 e y = 0 alrededor del eje real X=R.

Solucion.

Bosquejando la grafica (Figura 7.3), se tiene:

Y=R J = e
m M X=R
i — 1)

Figura 7.3

El volumen serad dada por V(S) = & f_oooyz dx=m f_ooo e?* dx = T Lim f; e**dx

, 2210 , e2(0)  g2a 1 T .
=m Lim [—] =m Lim ——]=n(—)=—umd3.
2 1y 2 2

a——oo a——oo 2 2

Ejercicio. ;Es posible asignar un nimero finito para representar la medida del area de la

region limitada por la curva y = prs L y el eje X? Respuesta: La integral es convergente y el

+e™X

’ T
area, A = -

7.3. INTEGRAL IMPROPIA PARA FUNCIONES DISCONTINUAS EN LOS EXTREMOS DE SU
INTERVALO DE INTEGRACION

Estas integrales tienen puntos de discontinuidad para valores aislados de “x” dentro de los
limites de integracién. Consideremos los tres casos siguientes:

a) Cuando la funcién no es continua en el extremo izquierdo x = a del intervalo I. Caso 1.

b) Cuando la funcién no es continua en el extremo derecho x = b del intervalo I. Caso 2.
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CASO 1. La funcién y = f(x) es continua en el intervalo I = [a; b], excepto en el extremo
izquierdo del intervalo x = a.Sia < b y sea el nimero & > 0, entonces:

DEFINICION 1. La integral impropia se puede expresar como f; fl)dx = El_gl 1) : L f)dx,
siempre que este limite exista. (Ver Figura 7.4).

A
Y

Figura 7.4

CASO 2. La funcién y = f(x) es continua en el intervalo I = [a; b] excepto en el extremo
derecho del intervalo x = b. Si a < b y sea el niimero € > 0, entonces:

DEFINICION 2. La integral impropia puede expresarse como | : f(x)dx = EHEI ) : “f F(x)dx,
siempre que este limite exista. (Ver Figura 7.5).

A
by

Figura 7.5

Ejemplo 1. Se muestra el desarrollo de la integral impropia: L = dx.

f4 1
0 vig—x2
Observamos que integrando la funcioén, esta se hace indeterminada para el extremo derecho
x = 4 enelintervalo I = [0; 4].

r_ 1 r A€ __1 ; 1€
L= -ro V16-x2 dx = EI_H} .ro ﬁdx = LEHEI [Arcsen (I)]o

= EH{)‘ [Arcsen (?) - Arsen(O)] = Arcsen(1) — Arcsen(0) = 12—' -0= g

En este caso la integral es convergente.

Ejemplo 2. Calcule la integral impropia L = flz ﬁdx.
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Solucion.

La funcién y = ﬁ no es continua en el extremo izquierdo del intervalo I = [1; 2], es decir, en

x=1

L= ff (ﬁ) dx =Lim f1+£( )dx L1m[—Ln(1 )2,

£—=0
= Lim[-Ln(1 - 2) + Ln(1— (1 +&))] =Lim [Ln (f)] =,

En este caso, la integral es divergente.

Ejemplo 3. Se muestra el desarrollo de la integral impropia L = fnl é dx.

Observamos que integrando la funcidn, esta se hace indeterminada para el extremo izquierdo
x = O en el intervalo I = [0; 1].

+£2

x~2dx = =111 U | ol
Ldx= Limf dx—%irgl[ x ]8_%%1[ 1+E]£—oo.

En este caso, la integral es divergente.

7.4. INTEGRAL IMPROPIA PARA FUNCIONES DISCONTINUAS EN PUNTOS INTERNOS DE
SU INTERVALO DE INTEGRACION

Cuando la funcién no es continua para un valor interno “x = ¢” dentro del intervalo I. Caso 3.

CASO 3. Sea ¢ un numero real comprendido entre a y b del intervalo I = [a; b]; yseay =
f(x), una funcién continua para todos los valores x € I = [a; b], excepto para x = c. Siendo
& > 0,&; > 0,con a < b, entonces:

DEFINICI6N 1. [} f(x)dx = Lim q [ fGdx + Lim [

ct+Es

f(x)dx, siempre que estos

limites existan.

Ejemplo 1. Se presenta e] desarrollo de la integral impropia L = f_zz iz dx
Observamos que integrando la funcién, eta se hace indeterminada parax = 0 € [-2,2].

L=, 5dx=Lim [°;* S dx +Lim [

£,0 £,-0 V0+E2

dx siendog; > 0,g, > 0

= E.méf E1—dx + lef —dx— le[— “103 + le[— 2
1—)
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—Lim[——— + Lim _—1— Lfm———]+Lfm— l]

£1—0 L& E;—0L 2 E;—0 Lgy g0 2 )

=4w+oo=c0,

En este caso, la integral es divergente.

Ejercicio. Caleular L = —————dx . (Ver Figura 7.6).

IO (x 2_a2)2/3

y = f(x)

V’N

a c-g C c+g b

Figura 7.6

Solucion. Integrando la funcidn, esta se hace indeterminada para x = ta; en el intervalo
I = [0; 3a], el punto de discontinuidad es x = a.

Rpta. L = 9a?/3,

7.5. OTRAS APLICACIONES DE LA INTEGRAL IMPROPIA

OBSERVACION 1. Notemos que estos ejemplos corresponden a integrales impropias que
tienen intervalo no acotado en un extremo.

Ejemplo 1. Un nuevo invento para el control de la diabetes consiste en un dispositivo que
se implanta en el paciente y que libera lentamente un suministro continuo de insulina en el
torrente sanguineo. Suponga que se disefia este dispositivo para que libere insulina con una

rapidez f(t) = %te""gt centimetros ciibicos por dia. Calcule la cantidad de insulina liberada

por la capsula implantada en el tiempo que dura.
Solucion.

Graficando este hecho en la Figura 7.7, se tendra:
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2+ y=f(x)

=R

A4

Figura 7.7

El 4rea de la regién representara la cantidad total de insulina que el dispositivo ha de liberar
durante su vida ttil.

Entonces, A(D) = f0+°° f(t)de = f; w%te“’-“"t dt = b]:}’ma f : %te-o-ﬂ‘?t dt

1 [te—n,(m g—0.09E b 1 [be—o,(wb 2—0.09b (0)e—909(0) e—o.og(o)]

po+ozl 009 (-009)2ly T pS¥wzl —009  (-0,09)2 —0,09 (~0,09)2

i 1[pe 0%  g-009b 4 1f 1
=L1m—[ - + ]=—( )=61,73cm3.
p—=+w2l —0,09 0,092 0,092 2 \0,0081

Esto significa que durante toda su vida (til, el dispositivo necesita de 61,73 cm? de insulina.

E]‘emp]o 2. Se estd utilizando un combustible fésil con una rapidez determinada mediante
fo)= 7 1)3 —— ——— toneladas por afio. Calcular la cantidad total de combustible que se necesita de

ahora en adelante.

Solucion.

o oo 4+
La cantidad total ser4 determinada por V = f: fHdt= f0+ ﬁ dt = bI'—'»lR}o f (t+1)3 —=mdt

= Lim 10% = Lim 10*%

-2 -2 1_ 4 .
Lim [(t 1)1/2 Lim [(b+1)1/2 (o+1)1/2] = 2(10%) toneladas de combustible.
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7.6. LISTA DE EJERCICIOS PROPUESTOS

LA INTEGRAL IMPROPIA. CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA.

"o "

1. Hallar todos los valores de “p” para los cuales, laintegral N = f dx converge.

“° "

2. Determinar todos los valores de “p” para los cuales, la integral N = f01 xil’ dx converge.

INTEGRAL IMPROPIA EN INTERVALOS INFINITOS.

1. Resolver:
a) N= f_om xe X dx pN=[" 1+Ix2 dx ON= f;m e*Cos x dx
dN=[ % dx e) N = f+°°°'

2. Calcular el drea de la regién “infinita” dada por y = % y el eje X, sobre el intervalo I =
[1; +c0].

3. Se est4 utilizando un combustible con la rapidez Q'(t) = ;_l: toneladas por afio. Hallar la

cantidad total Q(t) necesaria para todo el tiempo de aquf en adelante.

INTEGRAL IMPROPIA PARA FUNCIONES DISCONTINUAS EN LOS EXTREMOS DE SU
INTERVALO DE INTEGRACIGN.

1. Resolver:

a)N = f:%dx b)N = dx

2 1
b (x—2)2 QN = f m

2. Demostrar que N = f_olidx = —co,

INTEGRAL IMPROPIA PARA FUNCIONES DISCONTINUAS EN PUNTOS INTERNOS DE SU
INTERVALO DE INTEGRACIGN.

Ejercicio. Resolver lo siguiente:

a _ 2 1
AN =" x3dx B)N =[] de IN=J; T
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