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RESUMEN

El objetivo de esta tesis es desarrollar un criterio para calcular el residuo de una
funcién analitica con una singularidad aislada, sin tener que calcular directamente la
integral correspondiente. Para ello, se emplearon métodos inductivos y deductivos
para demostrar el teorema de Cauchy, utilizando el teorema de Laurent. Este teorema
establece que una funcidn analitica en una regién anular admite una representacion en
serie de Laurent, cuyos coeficientes estdn determinados por la formula de la integral
de Cauchy.

En base a este resultado, las técnicas desarrolladas se aplicaron al célculo de la
transformada inversa de Laplace, al calculo de integrales trigonométricas y a la
evaluacion de integrales impropias en el dominio de los nimeros reales. Finalmente,
el enfoque propuesto permite determinar indirectamente el residuo de una
singularidad aislada, sin necesidad de evaluar las integrales que dan lugar a los
coeficientes de expansion. Este procedimiento constituye, por lo tanto, una
herramienta general para el calculo de residuos en este tipo de singularidades.

Palabras claves: Funciones analiticas, Serie de Laurent, Criterio residual



ABSTRACT

The objective of this thesis is to develop a criterion that allows calculating the residue
of an analytic function with an isolated singularity, without having to directly
calculate the corresponding integral. To this end, inductive and deductive methods
were used to prove Cauchy's theorem, using Laurent's theorem. This theorem
establishes that an analytic function in an annular region admits a Laurent series

representation, whose coefficients are determined by the Cauchy integral formula.

Based on this result, the developed techniques have been applied to the calculation of
the inverse Laplace transform, the calculation of trigonometric integrals, and the
evaluation of improper integrals in the real-number domain. Ultimately, the proposed
approach allows the residue of an isolated singularity to be determined indirectly,
without having to evaluate the integrals that give rise to the expansion coefficients.
This procedure thus constitutes a general tool for calculating residues in this type of

singularities.

Keywords: Analytic functions, Laurent Series, Residual criterion



CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1.Descripcién de la realidad problematica.

En el estudio de las integrales de funciones complejas, el teorema de Cauchy
desempefa un papel fundamental en la teoria de funciones analiticas, ya que permite
demostrar que si una funcion es analitica, entonces todas sus derivadas existen. La
férmula integral de Cauchy es tan importante que muchos resultados obtenidos en la
teoria de funciones complejas pueden considerarse consecuencias directas de su
aplicacion a las derivadas.

Una alternativa en la teoria de funciones analiticas es definir una funcion como
analitica si esta representada localmente por una serie de potencias convergentes, que
puede extenderse mediante una serie de Taylor o de Laurent en los dominios
apropiados. Cabe destacar que las expansiones de Laurent son mas generales que las
de Taylor; si la funcion es analitica en una region dada, ambas expansiones coinciden.
Una aplicacion directa de las series de Laurent es el estudio de las singularidades de
las funciones.

Una aplicacion del desarrollo de Laurent en torno a una singularidad residual es el
calculo de integrales sobre trayectorias cerradas. En este contexto, la parte mas
significativa de la evolucion es el coeficiente a,, denominado residuo. Por lo tanto, la
teoria de residuos proporciona un criterio para la evaluacion rapida y eficiente de

integrales de la forma:

[y fwydw ... (%)



donde y es una trayectoria cerrada y f analitica en U\{z4, z,, ...,z }, con singularidad

aisladas en z; paraj=1,n.
El aspecto clave de esta teoria es que las series de Laurent permiten expresar los

coeficientes de la forma:

1 f(z)

=— | ————dz,Vn€eZ
= o g (z = z)"*? Z,vh

Para (f,f) en las condiciones (*), donde vy rodea una singularidad aislada z,, al

integrando en la expansion de Laurent de f en la vecindad z,, obtenemos:

+00 +
f f(w)dw = f Z an, (W—wg)" |dw = 2 an f (W —wy)"dw = a,,2mi
Y Y \no0—w ne—o 7Y

Es decir, se eliminan todos los términos, excepto uno, el “residuo” a,,, pero surge la
n

férmula importante
1
a, = 2—me f(w)dw,

Esta formula facilita el calculo de integrales complejas sobre curvas cerradas. Por el
contrario, surgen dificultades al calcular la integral de una funcién analitica con
singularidades aisladas, lo que puede resultar complicado o incluso imposible.
Gracias a la expansion de la serie de Laurent, podemos calcular los residuos
indirectamente sin necesidad de evaluar las integrales directamente. Este criterio
constituye un procedimiento general para calcular los residuos en el desarrollo de

Laurent.



En este contexto, surgen naturalmente algunas interrogantes claves en esta
investigacion que nos gustaria formular.

1.2. Definicion del problema.

1.2.1 Problema general

¢Bajo qué condiciones es posible determinar un criterio para el residuo de una
funcion analitica sin tener que resolver la integral de Cauchy?

1.2.2. Problemas especificos

a) ¢Pueden aplicarse las condiciones residuales de Cauchy a la determinacion de la
transformada inversa de Laplace de una funcién obtenida por la transformada de
Laplace con un ndmero finito de polos?

b) ¢Pueden aplicarse las condiciones residuales de Cauchy al calculo de integrales
trigonomeétricas?

c) ¢Pueden aplicarse las condiciones residuales de Cauchy al céalculo de integrales
impropias reales?

1.3. Objetivos de la investigacion.

1.3.1. Objetivo general

Determinar un criterio para el residuo de una funcién analitica sin tener que resolver
la integral Cauchy.

1.3.2. Objetivos especificos

a) Aplicar condiciones residuales de Cauchy para determinar la transformada inversa



de Laplace de una funcion obtenida mediante la transformada de Laplace con un
namero finitos de polos.

b) Aplicar las condiciones residuales de Cauchy para calcular integrales
trigonomeétricas.

c¢) Aplicar las condiciones residuales de Cauchy para calcular integrales impropias
reales.

1.4. Justificacion e importancia de la investigacion.

La tesis titulada "Criterio de Residuo para Funciones Analiticas y sus Aplicaciones”
se justifica principalmente al ofrecer una alternativa a la teoria cléasica de funciones
analiticas. En lugar de definir una funcién como analitica por sus derivadas, se define
como tal si esta representada localmente por una serie de potencias convergentes, que
puede expandirse en series de Taylor o Laurent en los dominios apropiados. Una de
las aplicaciones clave de la expansion de Laurent alrededor de una singularidad
residual es el célculo de integrales sobre trayectorias cerradas. En este contexto, el
coeficiente correspondiente, denominado residuo, desempefia un papel crucial en la
evaluacion de la integral.

La importancia de esta tesis radica en sus numerosas aplicaciones en diversos campos
cientificos, en particular en el estudio del criterio del residuo, una herramienta
esencial para el calculo de integrales reales, la determinacién de la transformada de
Laplace y la adicidon de series. Actualmente, la investigacion sobre el criterio del
residuo y sus aplicaciones sigue siendo un area activa de investigacion en el analisis

complejo.



CAPITULO I
MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del problema
Nacional

Marcos (2021), en su trabajo, concluye que una serie de potencias puede integrarse
siempre que sea absolutamente convergente. Por lo tanto, el estudio de series ofrece
numerosas ventajas. Permite, por ejemplo, la solucidn de integrales y sistemas de
ecuaciones diferenciales, asi como la aproximacion numérica de sus soluciones en
casos donde los métodos tradicionales no son aplicables. Por lo tanto, su estudio es

muy recomendable.
Internacional

Camargo (2005), en su trabajo, afirma que el teorema del residuo es uno de los
resultados mas notables y convincentes del analisis complejo. Se deduce de la
formula integral de Cauchy, que a su vez conduce al teorema de Cauchy, también
conocido como teorema de Cauchy-Goursat, el cual permitié obtener el teorema
flexibilizando los supuestos. Este teorema, entre otras aplicaciones, es una
herramienta importante para el calculo de integrales reales con variables complejas.
En particular, en el marco de las transformaciones integrales inversas, en particular
las transformaciones de Laplace y de Fourier (es decir, para hallar la solucion del
problema inicial), la integracion debe realizarse en el plano complejo. En este caso
especifico, la transformada de Laplace es la que utiliza contornos de Bromwich.

Molero et al. (2007), en su libro, sefiala que el concepto de residuo fue introducido
por Cauchy, quien lo desarrollé en 1814 al estudiar la diferencia entre dos integrales

) e gw)dw, fcz g(w)dw . Este resultado se obtiene cuando C, y C, son trayectorias



con los mismos extremos y g(w) tiene polos en la region entre las trazas de C; y C,.
El mismo término, residuo, ya se habia acufiado en 1826 y también se atribuye a
Cauchy. Entre 1826 y1829, Cauchy aplicé la teoria de residuo a problemas como la
evaluacion de integrales, el desarrollo de funciones en serie, los productos infinitos, la
teoria de ecuaciones, etc.

Avila (2011), en su libro menciona que, desde el siglo XVII1, el analisis complejo ha
demostrado ser una de las teorias mas Utiles en el contexto global de las matematicas.
Gracias a ello, ha sido posible, por ejemplo, comprender la afirmacion “Toda
ecuacion polindomica tiene al menos una solucion”, establecer relaciones importantes
entre funciones elementales (como e ™V = cos(w) + isen(w)) y comprender mejor
las funciones definidas por series de potencias, entre otras. Entre los matematicos
importantes que contribuyeron a sus avances se encuentran Euler, Gauss, Cauchy,
Abel, Riemann, Weierstrass, Picard, Poincaré y Hilbert, entre otros.

Rubio (2019), en su trabajo, concluye que la variable compleja posee propiedades
especiales que la variable real no tiene. Esto se debe a la presencia de la unidad
imaginaria i. En consecuencia, el teorema de Cauchy-Goursat proporciona una base
solida para el andlisis complejos, ya que permite el estudio de integrales en regiones

con o sin huecos, a formulas integrales para determinar la funcion y sus derivadas de



orden superior en un punto dado wy, asi como el desarrollo de integrales mediante el

calculo de los residuos.

2.2. Bases tedricas

2.2.1 Nameros complejos

Se definen el cuerpo de los nimeros reales y la distancia en los nimeros complejos.
También se definen las sucesiones y series. Se citan algunos textos consultados en la
bibliografia, en particular (Avila, 2011), ( Ahlfors, 1979) y (Apostol, 1987).
Definicion 2.2.1.1. (Campo de los nimeros reales)

El conjunto denotado por C = {(wy,w;)/ w; € R,w, € R} con las operaciones:
(W1, W3) + (W3, wy) = (Wy + w3, wy +w,)

(W1, W3) * (W3, Wy) = (W1 W3 — WaWy, Wy Wy + W W3)

Esto se llama campo de los numeros reales.

Definicion 2.2.1.2. (Conjugada de w)

El conjugado de w = w; + iw, se denota w y se define por w = w; — iwy.
Definicion 2.2.1.3. (Médulo w)

El médulo de w se denota |w] y se define como [w| = /w;2 + w2,

Observacion 2.2.1.1

1) Las operaciones de suma y multiplicacion de nimeros complejos se realizan

utilizando las propiedades del algebra, suponiendo que i = —1.



2) Geométricamente, los nimeros complejos se representan mediante un punto en el
plano complejo, donde el eje “X;” se identifica con el eje real y el eje “X,” con el eje

imaginario.

AXZ
Eje imaginario
¢.d) (a,b)

Wi=r
w=(a,b)=a-+ib

9 !

@) Eje real
\/

Figura 1. Representacion de nimeros complejos
Propiedad 2.2.1.1
Seaw € C talque w=w; +iw,y Z = w; —iw, entonces
w.w = |w|? = w2+ w,?
Definicion 2.2.1.4. (Médulo de un numero complejo)
La norma, valor absoluto o0 modulo de un nimero complejo se denota por |w]| y se
define
lwl = Vw.w

Observacion 2.2.1.2

1) Si w = a + ib entonces |w|? = w.Ww = a% + b2. Entonces |w| = /w;2 + w,2.



2) El modulo de w es la distancia desde el origen hasta el punto “P” que representa ¢l

complejo w, es decir, la longitud del vector OP.
XZ?Eje imaginario

W
0 !

—
9) Eje real

Figura 2. Interpretacion geométrica del médulo w
Propiedad 2.2.1.2
Seaw € C ,entonces lo siguiente es cierto:
Diwl=0
2) [wl| = |wl
3) |wi.wy| = [wy|lw,]
4) |%| = ﬁ;w =0

|wa
= L ;W2¢0
[w|

Wy

5)
W2

6) l[w=0;w=0

7) [Re(w)] < |wl, lim(w)| < |w|



Definicion 2.2.1.5. (Distancia en los complejos)

Sean Wy = Xq + iy y Wy = X, + iy,. Entonces |w; — w,| =

\/(X1 —x2)% + (y1-y2)?,
es la distanciaentre w; y wy.
Definicion 2.2.1.6. (Funcién distancia)
La funcion d;: € x € — R representa la distancia si cumple las siguientes
condiciones:
1)d;(w,v) =0 Vw,veC
2)d;(w,v) =0 =w=v
3)d;(w,v) =d;(v,w) Vw,vEC
4)d;(w,v) <d;(w,u) + d;(u,v) Vu,v,w € C
Definicion 2.2.1.7. (Sucesiones en C)
Una sucesion en C es una aplicacion f: N — C
n+— f(n):=w, = u, +iv,
Definicion 2.2.1.8. (Sucesion convergente en C)
Una sucesion (wy,)nen €n C convergenteaw € Csiy solosi Ve > 0,3dn, € N
tal que si n = n, entonces |w, — w| < &.
Notacion 2.2.1.1

limw, =w 6w, > w;n—> o0

n—oo

10



Observacion 2.2.1.3
Si (wp)nen NO converge en C, se dice que diverge.
Teorema 2.2.1.1. Sea (wp)ney Unasucesionen C conwy, = u, +iv, yw = u + iv

entonces el lim w, =w siysolosi limu, =u y limv, =v.
n—-oo

n—-oo n—-oo

Observacion 2.2.1.4
C = C U {0} es el campo de extensiones de nimeros comple;jos.
Definicion 2.2.1.9

Sea (Wp)nen Una sucesion en C, lim |w,| =usiu, »uy v, »>0,n -
n—-oo

Definicion 2.2.1.10. (Series en los complejos)

Sea la serie Yo Wy =Wy + Wy + -+ wy + - = Uy +ivy. Yne, Z, CONverge a
w en

C < (Sn)nen CONnverge aw, de donde S, = YR, Wi

Observacion 2.2.1.5

1) S = lim S, es el valor de la suma de la serie y se escribe S = Y-, wy

n—0o
2) Si Y., wy no converge se dice que diverge.

Propiedad 2.2.1.3

1) Si )72, wy, converge entonces rll% w, = 0.

2) Yo, (up + ivy) converge en Csiy solosi Yo, Uy ¥ Xneq Vy CONVerge en R.

3) Yo, w, convergeen CsiysolosiVe>0,3n, €N tal que
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| sp — sml < & m,n = n,.
4) ¥¥_, wyconverge en Csi y solosi ¥ & > 0,3n, € N tal que [T, 2P wy | < & vn <

Ny

Proposicion 2.2.1.2 Sea (wp)nen Una sucesion en C, lir% w, = w €C siysolosi
VAd

vV € > 0,3n, € N tal que |[w, — wy,| < &Vn,m = n,.
Observacion 2.2.1.6
El campo de los nimeros reales C es un espacio métrico completo, es decir, que €s
un espacio donde cada sucesion de Cauchy converge. En otras palabras C es un
espacio de Banach.
2.2.2. Funciones de variable compleja
Se definen la relacion en los complejos y funcion compleja. Asi mismo, clases de
funcion compleja. Algunos textos consultados se citan en la bibliografia, como
(Conway, 1978) y (Bartle, 1992).
Definicion 2.2.2.1. (Relacion en los complejos)
Sean S, T subconjuntos en C. Entonces cualquier subconjunto de

SXT = {(u,w)/u € S,w € T} es una relacion.
Definicion 2.2.2.2. (Funcién compleja)

Unarelacion g de S x T es una funcién si Vu € S,3!'w € T tal que (u,w) € Sx T
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Notacion 2.2.2.1

1) g:S — T denota una funcion de Sx T (o de Sen T).

2) Un elemento de T es denotado por g(z).

3) w = g(u) denota la regla de correspondencia entre los pares ordenados.
Observacion 2.2.2.1

1) El conjunto S se llama dominio de g y se denota como D(g) o D,.

2) Laimagende g = {w € T/ 3u € Stal que w = g(u)}.

Definicion 2.2.2.3. (Funcién sobreyectiva)

Si para todo w € T existeu € S tal quew = g(u) se dice que g es una funcion
sobreyectiva.

Definicion 2.2.2.4. (Funcion inyectiva)

Sean wy,w, € C . Decimos que g es inyectiva si w; # w, entonces g(w,) #
g(wy).

Observacion 2.2.2.2

Una regla que asigne a cada w € S mas de un elemento en T se Ilama una funcién
multiforme o de varios valores.

Propiedad 2.2.2.1

1) Si w = g(u),u = x + iy entonces Re(w) y Im(w) son funciones de las variables

enxey,esdecir,w=g) =w;(xy) +iw,(x,y)

13



2) Dos funciones w;(x,y) = wy,w,(x,y) = w, de las variables x, y define una

funcion de variable compleja, es decir w = g(u) = w; + iw, conw = x + iy.

Ejemplo 2.2.2.1. Sea w; (x,y) = ﬁ y wy(x,y) = #definir la funcién
w = w;(x,y) +iwy(x,y)
X y  x+iy w 1

T X2ty ti +y2 X+y? ww W
2.2.3. Topologia en los complejos
Se definen vecindades, abiertos y cerrados en los complejos. Asi mismo, compactos
en los complejos. Algunos textos consultados se citan en la bibliografia, como
(Ahlfors, 1979), (Bartle, 1992) , y (Marsden, 1987).
Definicion 2.2.3.1. (Vecindad en los complejos)
Sea w, € C. Una vecindad de w, de radio r > 0 denotada por V.(w,) se define
Vi(wo) = {w € C/d(w,wy) = |z — zp| <1}
Definicion 2.2.3.2. (Punto interior en los complejos)
Seaw, € S c C, wy es un punto interior de S, si existe r > 0 tal que V.(w,) C S.
Definicion 2.2.3.3. (Conjunto abierto en los complejos)

El conjunto S < C es abierto si todos sus puntos interiores lo son.
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Definicion 2.2.3.4. (Punto de acumulacion en los complejos)

Sea wy € C, z, es un punto de acumulacién de S c C si toda vecindad de w,
contiene al menos un punto w € S tal que wy # w.

Definicion 2.2.3.5. (Conjunto compacto en los complejos)

S c C es un conjunto compacto si todo subconjunto de S contiene un punto de
acumulacion de S.

Definicion 2.2.3.6. (Conjunto cerrado en los complejos)

S < C es un conjunto cerrado si contiene todos sus puntos de acumulacion.

2.2.4. Limite y continuidad en los complejos

Se definen sobre el Limite y continuidad en los complejos. Asi mismo, continuidad
uniforme y funcidn acotada. Algunos textos consultados se citan en la bibliografia,
como (Conway,1978), (Gong, 2007 ) y (Marsden, 1987 ).

Definicion 2.2.4.1. (Limite en los complejos).

SeaSc C, g:S — C una funcion y w, es un punto de acumulacion de S. Diremos
que g tiene limite L cuando z tiende a z,, si Ve > 0,36(g) > 0 talque si

w €S, 0<|w—wy| < 8&entonces |g(w) —L| < e.

Notacion 2.2.4.1

lim f(w) =L

W-Wj
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Definicion 2.2.4.2. (Continuidad en los complejos)

Sean S c C abierto, g: S —» € una funcién compleja. Diremos que g es una funcién continua
enwy €S si lim g(w) = g(wy).
W-Wq

Observacion 2.2.4.1.
1) gescontinuaenwysi lim g(w) = g(wg) 6 Lir%g(wo +h) = g(wy).
W-oW -
2) lim g(z) =LeCsilim g(wy) =L, V (Wp)nen €n S\{ wo} tal que w,, = wy,.
W-W n—oo
Proposiciéon 2.2.4.1. Sean g: S — C es una funcién continua en w, € S entonces |g|
es continua en wy.
Prueba

Por hipotesis g: S € € — C es continua en z, € Sentonces Ve > 0,3 6 > 0 tal que
lg(w) = g(wo)l <esilw—wo| <8 Pero  [lgw)l = lg(wo)l| < lg(w) -
g(wy)|. Entonces Ve > 0,38 > 0 tal que |[w —wy| < § = ||g(w)| — |g(w0)|| <.
Por lo tanto |g| continua en wy, V w, € C.
Definicion 2.2.4.3. (Continuidad uniforme)
La funcion g: S ¢ € — C es uniformemente continuaenSsive>0yVw €S

38(e) = & > 0 tal que |[w — w,| < 6 entonces |[g(w) — g(wp)| < €
Observacion 2.2.4.2
1) Si g es uniformemente continua entonces g es continua.

2) Si g es continua entonces g no es necesariamente uniformemente continua.
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Definicion 2.2.4.4. (Funcién acotada)

g:S c C — C es acotada si existe A > 0 tal que [f(w)| < A,Vw ES.

Proposicién 2.2.4.2. Sean g:S < C — C una funcién continua, S cerrada y acotada.
Entonces g es acotada.

Prueba

Supongamos que f no es acotada entonces existe (wy) ey €n S tal que |g(wy)| = 2™
Por el teorema de Bolzano-Weierstress, la sucesion {w,,n € N} tiene punto de
acumulacion en S entonces existe a € C tal que w, - a. Luego g(w,) = g(a) € C.
Por lo tanto, g es acotada.

Propiedad 2.2.4.1

Sean g,:C = Cy g,: C — C funciones continuas. Entonces

1) g1 + g, escontinua

2) g1 — g, €scontinua

3) g1- g, €s continua

4) Zlg es continua Vw € S tal que g(w) # 0

Ejemplo 2.2.4.1. Si g,y g, son continuas entonces g,. g, €s continua.
Prueba

Afirmacion: g,. g, es continua, es decir Ve > 0,36 = 8(¢) > 0 tal que

|(g1w +h)g,(w + h) — g;(w)g,(W)| < ¢, siempre que |h| < 6.
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En efecto, puesto que g, y g son continuas en z € S entonces

lg1(w +h)g,(w +h) — g1 (W) g, (W)| =

= |g1(w + h)g(w + h) — g;(w +h)g,(w) + g1 (w + h)g,(w) — g; (W) g, (W)| <
< |lgi(w +h)[|go(w + h) — g,(W)| + |g2(W)||g1 (W +h) — g;(W)| <e&,ve>0
siempre que |h| < 6.

2.2.5. Derivadas en los complejos

Se define la derivada en los complejos y propiedades. Asi mismo, proposiciones.
Algunos textos consultados se citan en la bibliografia, como (Camargo, 2005)
,(Gamelin, 2001) , (Gelbaum, 1992), y ( Marsden, 1987).

Definicion 2.2.5.1. (Derivada)

Sean Sc C un conjunto abierto y g:S— C una funcion. Diremos que g es
diferenciable es w si existe el limite

_gw+h)—gw)  Ag
lim = lim — =

h—0 h Aw—0 Aw A.

A € C se denomina la derivada de g en w.
Notacion 2.2.5.1.
La derivada de g se denota por g'(w)

Observacion 2.2.5.1.

1) g'(w) = Alvivriloi—i =A ...(1
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Ag Ag
2)S|S—E—Aentonces lim € = lim (——A) =0

Aw—0 Az—0
Asi mismo, Ag = g(w + Ag) — g(w) = AAw + Awe = AAw + Az(Aw)

Por lo tanto lim (Aw) =0 ...(2)
Aw—0

3) Las expresiones (1) y (2) son equivalentes.
4) La funcién g es diferenciable si 3A € C tal que Ag = Aw + Aw(Aw) & 3JA =

g'(w) talqgue g(w +h) — g(w) = g'(w)h + h(h) de donde lllirr(l)(h) =0

5) La diferencial de g: S ¢ C — C se define como

dg = g'(w)Aw
Propiedades 2.2.5.1
1) Si g es la funcién constante entonces g'(w) = 0.
2) Si a es un escalar y g es diferenciable en w, entonces ag es diferenciable en wy,.
Propiedades 2.2.5.2
Sif,g:S c C — C son funciones diferenciables en z,. Entonces
1) g1 + g, es diferenciable en wy y (g1 + g2)"(Wo) = g1 (wo) + g2'(wo).
2) g1 — g2 es diferenciable en wy y (g1 — g2)" (W) = g1"(wp) — g2'(Wo).
3) g,.g, es diferenciable en wy, y (g;.82)" (wy) = g1(wg)g,' (wy) +
g2(Wo)g1' (Wo).

(Wo)

4) ( ) es diferenciable en w, para g(w,) # 0,y ( ) (wo) = g(wo)]r
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5) (g") es diferenciable en wy y (g™)'(wy) = n(g" g’ (wy).

Ejemplo 2.2.5.1. Hallar g'(w) si f(w) = w"

Solucién
‘W) = lim g(w + Aw) —g(w) lim w4+ Aw)" —w"
& T Aw-o Aw T Aw-o Aw
n n n n—-1 n n-2 2 N __ 0N
i (O)W +(1)W Aw+(2)w Aw? + - Aw w
Aw—o00 Aw

lim ((rll) whl 4+ (n) WiT2AW + - + AW“) = nw"!

Aw—o0 2
Ejemplo 2.2.5.2. Seag: C —» C talque g(w) = |w|?. Mostrar que g es continua 'y g no
es derivable enw =+ 0.

Solucién

Como |w]| es continua y el producto de funciones continuas. Entonces

f(w) = |w||w| = [w|? es continua.

Afirmacion: lim f2=fWo)

n—-oco W—Wj

, No existe en w, # 0 en efecto,

f(w) — f(wg) _ Wl = lwol? _ wiv — wog

W — W W — Wy W — Wy

WW — Wwy + Wwy — WoWg

W — Wy

_ Www —w) + wo(W — wp)

W — W
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o |w =W e
=W+ w, e— [cos [arg(w — wy)]]
_ W —=w,| - -
=W+ w, [cos[arg(w — w,) — arg(w — w,)] + sen[arg(w — w,) — arg (w — wp)]],w

0

F Wy

=W + wy[cos(2B) —sen(2B)], en que B = arg (w — wy)

Pero, lim (cos(2pB) — sen(2B)), no existe wy # 0
W-W,

Por lo tanto lim ~2=f(Wo)
wowy  W—Wy

, N0 existe wy # 0

Proposicion 2.25.1.Sea g:Sc C—- C talque g(w) =u+ivconu = (x,y),
v=(x,y). Si g es diferenciable en w =x+ iy entonces son diferenciables
Uy, Uy, Vy y Vy BN W Y se cumple uy, = vy, uy, = —vy.

Prueba

Au = u(x + Ax,y + Ay) — u(x,y)

Av = v(x + Ax,y + Ay) — v(X,V)

A=oa+ip
Aw(Aw) = p(p; + ip2), donde p; — 0,p, — 0, siempre que p = /(Ax)2 + (Ay)2 - 0

Si f es diferenciable y g'(w) = A con Aw = Ax + iAy, Ag = AAw + Aw(Aw) con

(Aw) — 0si Aw — 0. Luego Au + iAv = (a + iB) (Ax + iAy) + p(p; + p2)
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Igualdad las partes reales e imaginarias se tiene,
Au = aAx — BAy + p(p;) con p; - 0,sip - 0
Av = alAy — BAx + p(p3) con p, > 0,sip— 0

Entonces u y v son diferenciables, ademas

lim — = lim
Ax—>0 AX  Ax—0 Ax Ax

Au (a_&_*_w)

. . . A
En particular si Ay = 0 entonces lim — = a = uy
Ax—0 AX

Asi mismo,
alAx
lim — = lim (——B+M)
Ay—0 Ay AX—0 Ay Ax
En particular si Ax = 0 entonces lim A —-B=uy.
Ay—0 Ay
Anéalogamente tenemos
1 — . 1 AV —
Al ax = P aysody
Por lo tanto
_Ou_ 0v
ux—ax—a—ay—vy
_ du _ _ av _
vy dy ~  ox Vx
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Observacion 2.2.5.2

1) Las condiciones uy =vyy u, = —vy, qué relacionan las partes reales e
imaginarias de g(w) = u + iv son denominadas las funciones de Cauchy-Riemann
2) g'(w) = uy +ivy = vy, —iuy
Proposicion 2.2.5.2. Siu(x,y) y v(x,y) son funciones diferencialesen (x,y)y
Uy =Vyy uy = —Vv, continuas en (x,y) tal que uy = vy y u, = —vy. Entonces,
g(w) = u + iv es diferenciable respecto a w =x+1iy y g'(w) =uy +ivy = uy —
Vy -
Prueba
Si uy v son diferenciables en (x,y), entonces

Au = uyA, +uyAy + p(pq),

Av = vy Ay + vyAy + p(p2)

donde p; » 0 y p; > 0, sip=+/(Ax)%2+ (Ay)%2 > 0

Entonces
Au + iAv = u,Ay + ugAy + p(py) +iveAy + ivyAy + ip(p2)

= (ug +ivy) A, + (uy + ivy)vy + p(p)
de donde, (p) = p; +ip,
Puesto que uy = vyy u, = —vy, se tiene

Au +iAv = (uy + ivy) Ay + (—vy +iuvy + p(p) = (ux + ivy) (Ax +iAy) + p(p)
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Entonces Ag = AAz + p(p) donde (p) —» 0,sip = 0

Por lo tanto, g es diferenciableen w = x +iyy g’'(z) = A = uy + ivy

Observacion 2.2.5.3

1) La existencia de las derivadas parciales uy y uy, vy y vy, N0 implica que u 'y v son
diferenciables.

2) Si uy y vy existen y son continuas en una vecindad de (X, y) entonces u y v son
diferenciables.

3) Sea la funcion g:S c C — C tal que g(w) = u(x,y) + iv(x,y) de donde w = x +
iy.

g es diferenciable si y solo si uy v son diferenciables y se cumple la ecuacién de

Cauchy-Riemann, ademas

{UX = Vy
Uy = —Vg

Ademas, g'(w) = (uy) + i(vy)

2.2.6. Funciones analiticas

Se definen funciones analiticas, entera y armoénica. Asi mismo, la ecuacion de
Cauchy-Riemann. Algunos textos consultados se citan en la bibliografia, como (Avila,

2011), (Marsden, 1987), (Rudin, 1979).
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Definicion 2.2.6.1. (Funcién analitica)

Sea S un dominio, S c C abierto y conexo. La funcion g: S — C es analitica si g es
diferenciable en w, vw € C.

Observacion 2.2.6.1

1) g es analitica en w,, € S si g es diferenciable en una vecindad de w.

2 ¢ g
/ //—\\0\ \/ 'g(WO)
[/ 7/
! Y \\ \ Xl y
— —
\ /|
/

R )/

\\__//

Figura 3. Imagen de la funcion en un punto w,,

Definicion 2.2.6.2. (Funciones analiticas por medio de la ecuacién de Cauchy-

Riemann)
La funcidon complejag: S € C — C es analiticaen S si u y v son diferenciables tal que

Uy =Vy , Uy = —Vy en S.

Propiedades 2.2.6.1

Si g y h son analiticas, entonces se cumple lo siguiente:
1) g+ hson funciones analiticas

2) g — hson funciones analiticas
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3) g-hson funciones analiticas

4) ﬁ son funciones analiticas en los puntos w € S para lo cuales h(w) # 0

Definicion 2.2.6.3. (Funcién entera)

Una funcion g: C — C, es entera si g es analitica en C, es decir, g es analitica en w
paratodo w € C.
Observacion 2.2.6.2.

La funcién holomorfa es una funcion de variable compleja que es analitica y que esta
definida en un conjunto abierto y conexo.

Ejemplo 2.2.6.1. Sea g: C — C tal que f(z) = |x? — y?| + 2i|xy|.

Determine los conjuntos, si existen, donde la funcion g es analitica.

Solucion

Sean las funciones

x? —y?,six> 0,y > 0,x% > y?
x?2 —y?,six<0,y>0,x% >y?
x? —y?,six<0,y<0,x? >y?
| x%2 —y?,six> 0,y < 0,x% > y?

u(uy) = [x* —y?| =

xy,x>0,y>0
xy,x<0,y<0
—xy,x<0,y>0
—xy, x>0,y <0

vix,y) = 2|xy| = 2

siu(x,y) =x2—y3x2—y?2>0,x2>y%4x>0,y>0

v(x,y) =2xy,x> 0,y >0
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Entonces se tiene
uy = 2X, V4 = 2y Son continuas
u, = —2y, v, = 2x son continuas
Por lo tanto g(z) = |x% — y?| — 2i|xy| es diferenciable en
S;={z=x+iy: x2>y? x>0, y> 0},
es decir, g es analiticaen S;. Siu(x,y) =x? —y%,x< 0,y >0y x? > y?;
y v(x,y) = =2xy, x<0,y>0.
Entonces se tiene
uy = 2X, V4 = —2y son continuas u, = —2y, Vv, = —2xSs0n continuas
Por lo tanto g(z) = |x? — y?| - 2i|xy|
es diferenciable en

S, ={z=x+iy: x2>y%,x <0,y >0}

b X
ememmam 12
‘\\ 1
e
N 82 e 1
N e l
“ < 1
N\ /‘/ 1
\\ Ne Sl i X
_ e 1 1
i i
b // BN
i .
1 83 /’ >
3 D N
1 - S
[ d N
S4 N
— =)
v

Figura 4. Conjunto la funcion compleja es analitica
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Definicion 2.2.6.4. (Funcidén armonica)
Seau:S c € — R. La funcion u es armonica si u tiene derivadas parciales de 1 y 2%
orden continuas y ademas
0’u  0%u
ax? Tay?

0.
Definicion 2.2.6.5. (Conjugada arménica)
Si u=u(x,y);v=v(xy)son armonicas, asi como las ecuaciones de Cauchy-
Rieman se cumplen, entonces las funciones u y v se denomina un par de conjugadas
armonicas.
Definicion 2.2.6.6. (Relacion de funcién analitica y armonicas)
Si g(z) = u + iv es analitica sobre un conjunto abierto y conexo entonces uy v son
armonicas.
Ejemplo 2.2.6.3. Determinar si la funcion g(w) = w?w es una funcién entera
Solucion
Si w = x + iy entonces
f(w) = (x +iy)?(x — iy) = (x* +y* + 2ixy)(x — iy)

= x3 — xy? + 2ix%y — ix%y + iy + 2xy? = x3 + xy? + i(x%y + y3)
Seau = x3 + xy?; v =x%y+ y3. Entonces.

du
_=32 2
o X“+y
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R 2 32
ox xX“ + 3y
au_z

ay_ Xy
av_z
ay_ Xy

Por la ecuacion de Cauchy-Riemann tenemos
3x2+y?2=x?+3y,,=x=yb6x=-y
2xy = —2xy =>x =06y =0
Entonces g solo es diferenciable en el punto w = 0 y por lo tanto no es analitica en
ningln punto y tampoco es entera.
2.2.6.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares
Sea w = rel® y la funcion compleja g(w) = u(r, @) + iv(r, ¢). Por hipétesis de las
ecuaciones de Cauchy- Riemann tenemos

Jdu _ Jv Jdu ov

ax dy 9y  ox

donde
u=u(xy)
v=v(xy)
X = rcos@
y = rsen@

Aplicando derivadas parciales tenemos
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du Ju 6X+6u dy —adu +6u _ (au du )
3o 9x0¢ T Oyde  ox rseng 3y rcosg = —r(=-seng 3y Cos@
_ (au ov ) 1
=-r 3y sen aXcoscp cer e e e e (1)
6v_6v6x+0V6y_6V +6u _0u +6V 5
or ~ oxor T ayor aXcoscp aysencp = 5% seng aXcoscp R ¢2))
De (1) y (2) tenemos
dv._ 1du
dp  ror

Asi mismo, utilizando las Ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos

6u_6u6x+6u6y_avax dvady 0Ov ov ;
or _ 9xor  ayor dyor ayor dy 0 ox ¢ 3
du _avax+avay_ av +6V _ (6V av ) .
dp  0xde  dyde  ox rseng ay rcos@ =r dy cosy 9% seny 4
De (3) y (4) tenemos

du 1dv

or 1o

2.3 Marco conceptual

Para el andlisis de nuestras variables de estudio, introducimos algunas definiciones de
la integral compleja singularidades y residuos. También se definen la transformada de
Laplace. Algunos textos consultados se citan en la bibliografia, como (De Amo,
2018), (Doetsch, 1974), (Freitag, 2005), (Gamelin, 2001), (Marsden, 1987), (Mitrinovic,

1966) y (Silverman, 1984).

30



2.3.1. Integracién compleja
Definicion 2.3.1.1. (Curvaen C)

Unacurvaen Cesunafunciony: [a,b] » C

t- ylt)=w
Definicion 2.3.1.2. (Curva cerrada en C)
Una curva en C es cerrada si y(a) = y(b)
Definicion 2.3.1.3. (Camino en C)
Un camino es una curva en C continuamente diferenciable por tramos.
Definicion 2.3.1.4. (Integral en C)
Sean y: [a,b] = C uncamino, y* laimagen dey, g:y* - C continua sobre y*. La

integral de g sobre y se define por
: b
[ swaw = | g
a
Y

Observacion 2.3.1.1.
Sig(w) = u(x,y) + iv(x, v) entonces

b
f g(w)dw = j (u(x,y) +iv(x,v) )(dx + idy)

Y

Definicion 2.3.1.5. (Camino opuesto en C)
Seay: [0,1] » € uncamino. El camino opuesto a y se define por

110 =y(1-0,0<t<1
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Ejemplo 2.3.1.1. Sea y: [0,1] — C un camino tal que y(t) = e?™ . Entonces y es un
camino cerrado porque en punto inicial y el punto final coinciden y |y(t)| = 1. El
camino opuesto a y es:

1 =y1-t) = e2mi(1-t) — o2mig—2mit _ g—2mit

Por lo tanto B, (t) = e~2™t es un camino opuesto a p.

Figura 5. 3; es un camino opuesto a 3
Observacion 2.3.1.2

En general, si y:[a,b] = C es un camino complejo, definimos el camino opuesto a y
como y,(t) = y(bta — 1), a <t < b, donde y(a) punto inicial de y y y(b) es punto
inicial de y4, y y(b) punto final de y y y(b) es el punto final de y;.

Definicion 2.3.1.6 (Antiderivada)

Sea U c C abierto y g: U — C una funcion, la funcion G:U — C es una primitiva o

anterivada de g si G'(x) = g(x) en U.
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Ejemplo 2.3.1.2.(Célculo de la derivada)
1) Si g(w) = e" entonces G(w) = e" + ¢,V ¢ € R es una antiderivada de g, porque

G'(w) = eV = g(w).

2) Si g(z) = senh(w) entonces G(w) = cosh(w) + ¢,V ¢ € R es una antiderivada
porque G'(x) = senh(w) = g(w).

Definicion 2.3.1.7. (Indice con respecto a y)

Sea y un camino cerrado, w € y*. El indice de w con respecto a y, denotado por

Ind, (w), se define

1 [ dt
Indy(w) = Z_M_I‘E—_W

Observacion 2.3.1.3

1) Ind, (w) es una funcion de &.

2) Ind, (w) es constante sobre cada componente acotada de C \ y".

3) Ind, (w) es cero sobre la componente no acotada.

4) Geométricamente el Ind, (w) representa el nimero de vueltas queda alrededor de
W.

Ejemplo 2.3.1.3. Sea y un camino tal que y(t) = e*, 0 < t < 4m. Hallar el Ind, (0).

Solucién
1 4TT dE 1 41T ieit

=— =-—| —dt=2
2mi), §&—0 2mi), et

Ind, (0) =
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Observacion 2.3.1.4.
1) Sea U c C abierto, y un camino cerrado en U tal que Ind,(w) =0 Vw ¢ U.

Seawe Uy w & y*. Entonces

1 dv
Il‘ldy(W) = ﬁJyV—W

= g(w)Ind,(w) = % f Vg—(‘\//?l dv
Y
0" () Ind, (w) = = [ W4,

2mi ), (v —w)rtt

2)SeaUc CabietoyD={weCr, < |lw—wy|<ry, 0<r;<r, }talque D c
CSeali={w:lw—wy|<r;,i=12}, ;< |lw—wy|<rp, y g:U—>
C analitica en D. Entonces

(W) = —— IV oL _9W
G\ = om r, v—w) YT omi r, V—w)

\

Figura 6. Radio de serie de Laurent
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2.3.2. Singularidades y Residuos en los complejos

Definicion 2.3.2.1. (Singularidades)

Diremos que un punto w,, es una singularidad de una funcién g si existe una vecindad
de w, tal que g es analitica e inyectiva son excepciones del punto wy, .

Definicion 2.3.2.2. (Singularidad aislada)

Sea U c C abierto, w, € U.Si g: U— C es analitica sobre U\ { w,}. Entonces
W, €s una singularidad aislada de g.

Ejemplo 2.3.2.2. (Singularidad aislada)

Z4-
1+Z74

1)Si gw) = entonces wy, = cos (thn) + isen (THZM) parah =0,1,2,3,

n

son singularidades aisladas de g.

N

\

Figura 7. Singularidades aisladas

2) Sea g(w) = W(le_—t_w) Entonces g no es analitica, analizando el conjunto

fweCw=0V et=1}={weCw=0 v w=2hn, VheZ}

Entonces las singularidades aisladas de g sonw = 0y w = 2hmi, V h € Z\{0}.
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Ejemplo 2.3.2.2. La funcién g(w) _T tiene como singularidad aislada los

puntos w = mh, h € Z, una vez que todos los mdltiplos de m son ceros del

denominador.

sen(w)

Ejemplo 2.3.2.3. Analizando la funcién g(w) = en cuanto a su desarrollo es

una serie de Laurent. Sabemos que

wd owbw
g(w) = sen(w) =Wt
Multiplicando g por V—lv obtenemos
1 w3 wb 7 w2 w* w®
g(w)=—w—?+?—7+ : =1—?+?—7+

Observaciones 2.3.2.1.

sen(w)

1) La funcién g(w) = no esta definida en w = 0 y por tanto no es analitica

en ese punto.

2) La expansion de g es serie de Laurent nos permite obtener g(0) = 1.
Definicion 2.3.2.3. (Singularidad removible)

Un punto z, es una singularidad removible de g si, en

g(w)=za;n+Za(w—w)na =0,vyn=>1
n=1(W—Wo)n =0 " s e ' B

sen(w)
2 )

Ejemplo 2.3.2.4. Considerando la funcién g(w) = determinemos su

desarrollo en serie de Laurent. Tenemos
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B wd ow® w’ 1w ow? w?
g T AT T R TR T THel
_l (D" 2n+1
w (2n+1)

Observacion 2.3.2.2.

1) La parte principal de la serie no esta definida para w = 0 y la parte analitica es
validaen |w| < oo.

2) La serie de Laurent es vélida el dominio anular 0 < |w| < co. La parte principal
contiene un término nulo. En este caso llamamos w = 0 polo simple de g.

Generalizando, se tiene

d—q

g(w) = +ag+a;(w—wp) +az(w—wy)2+ -

0
Entonces w = w,, es un polo simple de g, porque a_; # 0 y el ultimo coeficiente no
nulo de la parte principal de la serie de Laurent de g.
Definicion 2.3.2.4. (Polo de orden n)
Llamamos w = w, un polo de orden n de g, cuando el ultimo coeficiente no nulo de

la parte principal de la serie de Laurent de g paraa_, paraV n = 1 es decir, cuando

d_p d_(n-1) a_q
+o b ————tag +a;(w—wp) +
(w—=—wp)"  (w—wy)" 1 (w —wp)?! 0 i 0)

Ejemplo 2.3.2.5. El punto w = 1 es un polo de orden 4 de la funcién

2

W) = = iw =3
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Desarrollando g en serie de Laurent en términos de w — 1 tenemos

2 2 2 2 2
w—-—1D*w-3) (w—1D*-2+Ww-=-1) (W—1)4_2<1_(W_1)>

2

2 (1>I1+w—1 (W_1)2+(W_1)3+"‘l

T w14\ 2 7 T3 2

B 2 1 w—1 (w—1)? w-1)3
_ml_i_ 22 23 4 _l

~ 1 1 1 1 1
T w=1D* 2(w—-1)3 4(w-12 8w-1D! 16

Observacion 2.3.2.3.
a_y, = —1+# 0. Luegow = 1 es un polo de orden 4.

Definicion 2.3.2.5. (Polo de orden m)

Ejemplo 2.3.2.6. Desarrollaremos la funcién g(w) = exp (%) en serie de Laurent es

un dominio angular 0 < |w| < oo,

2 3 4
Sabemos que exp (W) = 14w + =+~ + =~ 4 ... para obtener la serie deseada,
2! 3! 4!

.. 2 . .
basta sustituir w por —WE 0 en el desarrollo anterior. Del mismo modo

2 3 4
exp(%)=1+%+ 2+ 2 42 4 ..para0 < |w| < oo,

2wz 3lw3 4w
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2.3.3. Ceros de una funcion analitica
Definicion 2.3.3.1. (Ceros de orden n)
Una funcion analitica f tiene un cero de orden n en wy Si

g(wo) = 0,8'(wg) =0,..,g0 D(we) =0 y g™ (wy) # 0
Observacion 2.3.3.1.
Una funcién f analitica en punto w,, tiene representacion en serie de Taylor de centro
Wy, s decir,

gw) =Xnoan(w — wo)", lw — wo| <,

y los coeficientes

_ g(n) (wo)

o n=012..

n

Proposicion 2.3.3.1.
Sea g una funcién analitica y no constante en A = {w € C:|[w —wy| < r}. Una
condicion necesaria y suficiente para que w, sea un cero de orden k dada la funcién g
en la que exista una funcion analitica h sobre wy, con h(w,) # 0 tal que

g(w) = (W — wo)*h(w).
Ejemplo 2.3.3.1.
La funcion g(w) = w2sen(w) tiene un cero de orden 3 en w = 0. En efecto,

3 WS w7
w?ow® w
w?sen(w) =W2<W——+———+"'>
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y factorizando w es esta serie, tenemos que g(w) = w?sen(w) = w3h(w) donde

2 W4- W6

wW
h(W)—l—?-l—?—?-l-

h es analitica en 0 y h(0) = 1. Por la proposicién 2.3.3.1, w = 0 es un cero de orden
3deg.

Ejemplo 2.3.3.2.

La funcion g(w) = e?W — e posee ceros simples para w = 2nmi,n = 0,41, +2, ...
luego se tiene que
g(2nmi) = e2(2nmi) _ o2nmi _— (e4‘r[i)n _ (ezm)“
= [cos(4m) + isen(4m)]™ — [cos(2T) + isen(2m)]"
=(1+0)"—(1+0)"=1"-1"=0
2.3.4. Residuos en los complejos

Si w, es una singularidad aislada de una funcion g, su desarrollo en serie de Laurent

esta dada por

o)

=) o W)n+zan<w wo)”

y los coeficientes a,, son dados por

1 g(®)

2mi J,, (8 — wo)n+t s,

a, =

donde y es un camino cerrado en el anillo que rodea a w, en sentido positivo
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Definicion 2.3.4.1. (Residuo)
Sea g una funcién compleja que posee una singularidad aislada en w. El coeficiente
a_, de la serie de Laurent de g se denomina residuo de g en el punto wy.

Notacion 2.3.4.1.
El residuo de g en w, se denota por Res(g, wy)

Ejemplo 2.3.4.1.

1

—D2w—3) centrada en w = 1, valida

El desarrollo en la serie de Laurent de g(w) =

enel anillo 0 < |w — 1| < 2, esta dado por

~1/2 -1/4 1 w-1

W=zt w—1 8 16

Esquea_, = 1/4 por lo tanto, Res(g, 1) = —i

2.3.5. Transformada de la Laplace
Definicion 2.3.5.1. (Transformada de Laplace)
La transformada de Laplace de una funcion real definido en un intervalo [0, o[ esta

dada por

o)

Lg(®)} = f e~Stg(t)dt = F(s)

0

Cuando la integral impropia converge
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Observacion 2.3.5.1.

La funcion k(s, t) = e~5t se denomina nucleo de la transformada.

Definicion 2.3.5.2. (Transformada inversa de la Laplace)

La funcion g(t) se denomina transformada inversa de Laplace y se denota por
L7HF(s)}.

Ejemplo 2.3.5.1. La transformada de la funcién g: [0, o[- R definida por g(t) =

ekt esta dada por

Ie) b
L{ekt} = J e Stektdt = tl)im e~ (s-Btgt
0 0

. e—(s—k)tb_l_ e—(s=Kb 1 4 1
~ b —s+k0_bl—r>lgo —s+k -—s+k| -s+k

1
=——=F(s),sis> k
s—k

Observacion 2.3.5.2.
Si s es una variable, es decir s = x + iy, entonces

e=(50b  o=sbekb  o=bX(cos(by) + isen(by) )ek?
—(s—k) —-s+k k—s

y e™PX 5 0 cuando b - oo, si x > 0, luego L{eXt} = S_ik cuando Re(s) > 0
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Definicion 2.3.5.3. (Continuidad por partes)

Una funcion g es continua o por partes en un intervalo [a, b] si este puede ser
particionado en un dominio de finito de subintervalos (t;, t;;,) de forma que
a=ty,<t; <t, <--<t, = btal que se cumple.

1) g es continua en cada subintervalo abierto (t;, tj4+1)

2) Los limites laterales lim g(t) y tlirtrl g(t) ,0 <i<n—1existeny son finitos.
tot] -t

Definicion 2.3.5.4. (Orden exponencial)
Diremos que una funcion g es de orden exponencial en [0, oo[ si existen constantes

realesM > 0, T > 0 y k tal que |g(t)| < MeXt, vt > T.
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CAPITULO IlI
MATERIALES Y METODOS

3.1. Tipo de investigacion

La tesis sobre el criterio residual de las funciones analiticas y sus aplicaciones, segun
el fin que se persigue, se considera de tipo basico. Esto nos motiva a investigar
nuevos conocimientos dentro del campo del anélisis complejo. En este informe, nos
centramos en el estudio de funciones analiticas con singularidades en integrales de la

forma
] g(w)dw,
B

donde U c C es conjunto abierto,  es un camino cerrado en U, y g es analitica en
U\{z1,2, ..., Zn, }, CON Zj,] = 1,n representando singularidad aislada de g.

3.2. Métodos

Durante la elaboracion de esta tesis, se emplearon los métodos légico inductivo y
deductivo para establecer el criterio residual de funciones analiticas y sus
aplicaciones. EI método deductivo fue utilizado para demostrar las condiciones del
criterio residual, mientras que el método inductivo se aplico mediante ejemplos de
integrales reales y la transformada de Laplace. Ademas, como modelo de contraste y
verificacion, se utilizé el desarrollo de la serie de Laurent.

3.2.1. Procedimiento del Método Deductivo

1) Revision bibliografica

Se realizd una revision exhaustiva de libros, revistas especializadas y articulos
cientificos, los cuales, gracias a su confiabilidad, permitieron validar los conceptos

fundamentales. A partir de esta revision, se planted un conjunto de proposiciones
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sobre el criterio del residuo de las funciones analiticas, con el objetivo de buscar una
solucién adecuada.

2) Deduccion

Se han determinado las reglas de deduccion y definicion del criterio de residuo de las
funciones analiticas. Asimismo, se ha realizado el cambio del desarrollo de Taylor al
desarrollo de Laurent, introduciendo nuevos términos y proposiciones en el proceso.

3) Analogia

Se han comparado las condiciones de la serie de Laurent con las del criterio residual,
evaluando sus aplicaciones correspondientes.

4) Generalizacion

Se generalizé el criterio del residuo mediante teoremas, basandose en las reglas de
deduccion légica. A partir de las proposiciones, se elabor6 el coeficiente

correspondiente, al cual se denomind residuo.
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CAPITULO IV

RESULTADOS
4.1. Integral de Cauchy

Proposicion 4.1.1. Sea @: [a; ,b;] = [a, b] inyectiva de clase C* tal que @(a;) = a,
@(b;) =byB:[a,b] = C uncamino. Si B; = yoo entonces B;:[a;,b;] = C esun
camino y fﬁg(w)dw = fﬁlg(w)dw .

Prueba

Evaluando la integral en el camino y;:

by

[ g = [ gewdw = [ 9(5.0)p, Ot
B1 B

aq

Sustituyendo B; = o, obtenemos:

by
[ s@dz= | (8lo®)) B e @
B1 ap

Cambio de variable | Limite de integracion

u= @t t=a; su=a

du = @'(t)dt t=b; >u=D

Finalmente, vemos que:
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a

[ 9w = [ g(pw) p'aau = [ gomaw
B1 b B

Por lo tanto, se concluye que:
fﬁg(w)dw = fﬁlg(w)dw ..(4.1)

Observacion 4.1.1.
Cuando se verifica la igualdad en 4.1, concluimos que los caminos 8y f3; son
caminos equivalentes.

Proposicién 4.1.2. Si B: [a,b] — C esun caminoy B, es el camino apuesto a ,
entonces

gw)ydw = — | g(w)dw
B

B1

Prueba

Sea B:[a,b] = C uncaminoy B, el camino opuesto a B, entonces

1 1
[ 9w = [ g(p.)p, 0t = - [ g(p1-0)p' - ac =
0 0

B1

Cambio de variable | Limite de integracion

s=1—-t t=0->s=1

ds = —dt t=1-s=0
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=— f g(B(s))B' (s)dt = — f g(w)dw
0
B
Por lo tanto

Jg(w)dw = —Lg(w)dw

B1

Proposicién 4.1.3. Sea B: [a,b] - C un caminoy g:B* — C una funcién continua
b,
entonces |fB g(w)dw| < llgllo [, IB'(®] dt.

Demostracion

Sesabeque gl =max|g(w)
WES*

Usando propiedades de integral a lo largo de un camino, tenemos

b
Uﬁg(w)dw| - N IFCONICIE

[ECOEE
B

Entonces

b b
‘ | gwiaw| < maxle@ol [ 1801 de = maxlg@l [ 101
8 asts J WEY* J

Por lo tanto
|/, gwydw| < llgll.oL .

donde L = fabIB’(t)I dt en la longitud B.
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Ejemplo 4.1.1. Hallar longitud del camino definido por f(t) = wy + relt,0 < t < 2w
Solucion

Tenemos que B(t) = w, + re't. Entonces B’ (t) = rie't . Por lo tanto

2T 2m
L= f |rielt| dt = rf dt = rt]3™ = 2mr
0 0

Ejemplo 4.1.2.

Calcular fB Im(w?)dw donde B es una circunferencia de radio 1 talque

—n<arg(w) <0
Solucién

Sea B(t) = e't, =t < t < 0. Entonces,

0 0
[wimewdaw= [ g(p@)y@de= [ o2y @
T —Tt —Tt

0
=f eitlm(eit)z(eit)’dt
-T

0
0

= if e?tIm(e?H)dt = i erit sen(2t)dt
—Tt

—T

0
=i f(cos(Zt) sen(2t) + isen?(2t))
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. 0
=% fsen(Zt) d(sen(2t)) + i? jl—%s(élt)

i t sen(4t) 0 1
Zsenz(Zt)] (—— 3 >l_ =

Ejemplo 4.1.3. Calcular integral

2

w3 dw

[0,1+i]
Solucién
Sea [wy, w,] = {y(t) € C/B() = (1 —)w, + tw,, t € [0,1]}

Entonces

j widw = jw3dw = f(t(l + i))z(t(l +1i))'dw
[0,1+i] B 0
donde B(t) = t(1+1)

1

1
- ft3(1+1)3(1+i)dt= (1+i)4ft3dt=

0 0

(1 +D*]  (1+D)*
4 L_ 4

Proposicion 4.1.4.

J whdw = —(Wr1+1 with)n#1

[w1,w3]
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Demostracion

1
f widw = fwndz = J-((l -tw,; + th)nd((l —Dw,; + tw,)
Y 0

[wy,w2]

(@-dw, + th)n“]1
0

n+1
Wn+1_Wn+1
=21 ; n#E1
n+1

Proposicién 4.1.5. Sea g: U c C — C analiticay g’ continua sobre un intervalo U c

C abierto. Entonces fﬁ g'(w)dw = 0, para todo camino cerrado en U.

Demostracion

Sea 3: [a,b] —» C es un camino cerrado en Uc C. Entonces

b
[ g waw = [ g (o) @t

Y
b
_ f g'(B(®)dB©) = g5

= g(B(@) — g(B®))
=g(B@) - g(B@) =0

Ejemplo 4.1.4. Sean B:[a,b] — C un camino cerradoen Uc Cy g: C — C tal que

g(w) = sen(w). Entonces
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g'(w) = cos(w)
Por lo tanto

fcos(w)dw =0
B
Proposicién 4.1.6.
Sean D c Cabierto y convexo, p € U, g:D — C continua en D y analitica sobre

D/{p}. Entonces existe una funcion analitica G sobre D tal que

G'(w) = g(w).

Demostracion

Figura 8. D conjunto convexo y abierto
Fijemos un punto b € D. Entonces el segmento [b, w] c D porque D es convexo.

Ademas, definamos la funcién g(w) como la integral
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6w = [ 9©dt = [ gra vwe.

[a.w]
Sea w, cualquier punto de D entonces G(w,) = f;vog(f)df . Por el teorema de
Cauchy para el tridngulo: Sean el triangulo cerrado Ac D, p € D, g:D — C funcién

continua en D y analitica en D\{p}. Entonces faAg(W)dW = 0, esdecir

Tog(f)ds‘+ fg(s‘)df+ fag(f)ds‘ =0

Como wy, es cualquier punto de D, tenemos

z Z

am»+ngMf—fg@M5=o

Zo

G(w) — G(wo) = j ma&=_[ma&
[Wo.W] Wpo

Para w # wy, se tiene

GW —Gwy) 1 [
el RIGL

Aplicando el valor absoluto y luego el limite, tenemos

G@) ~ G(zo)

W_WO

<

g(wo) [ ards - 9w

Wo

Z_ZO
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1
S oz

— [I(ot)ds - gzo))a

< lg) = gl (0 = wo)

N (I CORTIC S

w-wo w— W

< lim|lgw) — gwp)ll = 0
wW-Wq

Por lo tanto

G(w) — G(wy)
m
W-W, W — Wy

= G(WO) = G,(Wo) = g(WO)

En consecuencia, como w,, es cualquier punto de D, tenemos G'(w,) = g(wy).
Ademas G(w) = f:vg(z)dz es analitica sobre D. Finalmente,

fﬁg(w)dw = fﬁ G'(w)dw = 0, para cualquier camino cerrado en D.

Proposicién 4.1.7. Sean D c C abierto, g: D — C analitica, U = {w € C/|w — wy| <
r}y B:[0,2m] - C tal que B(t) = w, + re't entonces

1
gw) = —— %ds,vW €U

Demostracion

g&)—-gw)

Se define g(f):{ §-w
gw), sié=w

,SiEeEDE+EW
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Entonces g es continua sobre U y analitica sobre U\{w}. Por el teorema sobre

conjuntos convexos se tiene que fﬁ g(&)dé = 0. Ademas,

g -gw) g(f) gw)
jf_—wdf—0= e dE - J—df—o

Despejamos tenemos

d
g(W)ff_Sz = fg(s?v d§
B

(W)f w+re” S( f&df

Por lo tanto,
1 (9@
gw) = 7 ;! —E

Ejemplo 4.1.5.

Hallar la integral

[

y es una circunferencia en forma positiva
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Solucién:

[ dg _ d
JE+8 ) (5+iVB)(E-1v8)’

Si iV8 y — iv/8 no estan en la circunferencia entonces

dg _
!@+w®@—w®‘°

Ahora, si w = iv/8 esta dentro de y y —iv/8 esta fuera de y entonces

dg
f dg _ [E+iV8
(€ +iV8) (£ —iV8) ) £—iV8

B

Por la formula de integracion de la proposicion 4.1.7, se tiene

d
52% = Zﬂig (i\/g),
B

1
Como g(¢) = e entonces

dg .
[eve= 2wl &

Si w = —iv/8, esta dentro de By w = iv/8 esta fuera de y entonces

[cmes =] =
B(z+i\/§)(z—i\/§) 7 £—iV8
£ — (—iV8)
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Por la formula de integracion de la proposicién 4.1.7. se tiene

I
JE_i\/g—ng( iV8)
g E+iV8

Como g(¢) = i/ﬁ , entonces

E_

sz-dfﬁ = o[l =
£+ iv8

4.2. Residuos en los complejos
Proposicion 4.2.1. (Residuo de una funcion compleja en un polo simple)
Si g es una funcion analiticaen 0 < w — w, < r y w, €s un polo simple de g,

entonces Res(g, wy) = lim (w —wgy)g(w)
w— wq

Demostracion
Por hipotesis, g tiene u polo simple en g, entonces su desarrollo en la serie de

Laurent de centro w, viene dado por:

a

gw) =

[ee]
-1
+ Z a;(z—2zy)",cona_; # 0
Wy .
n=

Multiplicando por (w — wy) los dos miembros de la igualdad anterior, tenemos

w—-—wpgw) =a_; + Z @, (W — wo)™*1
n=0
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Tomando el limite cuando w —» w,, obtenemos

lim (w —wo)g(w) = lim (ay + Lo an(w — wo)™**) = a_; = Res(g, w)
zZ-2Z, w-w

Ejemplo 4.2.1. La funcion f(w) = Wz‘iﬁ tiene un polo simple en 2i y — 2i.
Tambien,
" _ i w21
W Y W) w2 wiwt 2 Zit2 2
I 4 w _ w2
W W W) o w2 A w—2i . —2i—2i 2

Por la proposicion 4.2.1. hacemos que Res(g, 2i) = %y Res(g,—2i) = —%

Proposicion 4.2.2.(Residuo de una funcion analitica en un polo de orden k)

Si g es una funcion analitica en 0 <w —w, <1 yw, es un polo de orden k de g,

1 . a<-1
entonces Res(g, w,) = D Wlll‘{/lv sy ((w — wo)kg(w)).
"W Wy

Demostracion
Como w, es un polo de orden k de g, entonces su desarrollo en serie de Laurent

centrada en w, valida en el anillo 0 < w — w, < r esta dada por

a_yg a_, a_q
(w— Wo)z (w— Wo)l

g(w) =

—_—% +a +Z ap(w —wp)"
(W—Wo)k 0 . n( 0)
n=

Multiplicando ambos lados de la igualdad por (w — wy)¥, tenemos
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(w — wo)*g(w)

=a g+ -+a,(w—wpk2+a_;(w—wpkta_;

(o)
+ z ap (W — wy)+k
n=0

Asimismo, para obtener el coeficiente a_;, derivamos los dos lados de la Gltima

igualdad (k — 1) veces en relacion a w, es decir,

% ((w = wo)kg(w))

=(k-1D!a_;+kl-ag(w—wp) + (k+ Dla;(w—wy)? ...

Aplicando w — w,,, obtenemos

dk—l
lim —— ((w —w)*gw)) = (k—1)!-a_,

wow, dwk—
Como a_; = Res(g, wy), concluimos que

1 dk—l

Res(g,wo) = mwlggw)m ((W - Wo)kg(W))-

Ejemplo 4.2.2. La funcién g(w) = tiene un polode orden2enw =1y

- r
(w-1)2(w=-3)

un polo simple en w = 3. Por la proposicion 4.2.2, tenemos que

Res(g 1) =

((z—1)?%g(w)) = 11m i ((W 1)?

L 1
2 - )'wiw d (W—l)Z(W—3))

‘J;Lnldiv (ﬁ) am, (ﬁ) —i

59



Proposicion 4.2.3. (Teorema del residuo de Cauchy)

Sea g una funcion analitica en un dominio B\{b4, b, ... b, }. Supongamos que

B c B\{by, b, ...b,} €s una curva de Jordan suave por parte en sentido contrario a
las agujas de reloj tal que la region cerrada y limitada se define en B y contiene todos

los puntos by, b, ..., by,. Con estas condiciones se cumple

m
j g(w)dw = 2ri Z Res(g, by)
B n=1

Demostracion

Figura 9. Puntos singulares dentro de la regién B

Orientando fx = 1,2,3,...,m en el sentido antihorario y consideremos que la
region B en un dominio € un dominio y que g: B — C es una funcién analitica. Sea
V c B un subconjunto cerrado y limitado, cuya frontera dV esta formada por un

namero finito de curvas de Jordan suaves por tramos: 0V = 3; U 3, U ...U B,
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y tal que V — {dV} es un camino. Segln el teorema de Cauchy para dominios con frontera

suave, tenemos que:

g(w)dw =0

Ahora tenemos que

f g(w)dw =0
BUTB1V...U™Bm

Esto es equivalente a

[ goraw— [ waw = [ gwrdw - [ gwidw =0
B B1 B2 m
Es decir

fg(w)dw = | glw)dw + J gw)dw + --- + j g(w)dw

B B1 2 Bm

Ahora, aplicamos el teorema de Laurent, que establece que si g es analitica en el
anillo

B={weCr<|w—wy| <R}
donde 0 <r < R < oo, entonces la funcidn g tiene una expansién en serie de Laurent

centrada en wy

o' a, 00 )
g(w) = ;m + ;an(w —wy)
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o

= Z ap(w—wy)",vw € B

n=-—oo

los coeficientes a,, estan dados por

1 g(8)

dn = i 5 (8 — w)n+1 ds

Se sigue

o0 a. 0 )
glw) = ;m + ;an(w — Wo)

Es la serie de Laurent centrada en a,,, y

1
a1 = jg(w)dw,Vk =1,m
Bk
De esta forma

fg(w)dw = 2mia_; = Res(g, ay)
Bxk

Por lo tanto

fg(w)dw = 2miRes(g,a,) + 2miRes(g,a,) + -+ + 2miRes(g, a,,)
B

m
= 2mi Z Res(g,ap)
n=1
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. . ., 1 .
Ejemplo 4.2.3. Consideremos la funcion g(w)—m. Determinamos la

integral de g a lo largo de la circunferencia |w| = 2 usando la proposicion 4.2.2.

Observamos que el polo w = 1 esté dentro de la circunferencia |w| = 2. Ademas

dz — 2miRes(g, 1)
Wi (w—1)2w—3) “T"esie
w|=2
—> ( 1)_ i
AT T T2
Recordando que
Res(g, 1) = lim 1 ((w — 1)2g(w)) = -~
SN = o T Diwsidw gW) =~y

Ejemplo 4.2.4. Consideremos la funcion g(z) = y calcule la integral de g a

w2+4w+13

lo largo del camino y definimos por |w — 3i| = 3. Tenga en cuenta que g se puede

ser escribir como

1
(W+2—30)(w+ 2 + 30)

gw) =

Y qué w = —2 4+ 3i, w = —2 — 3i son los polos simples de g, porque w = —2 + 3i,
estan dentro del camino y = 3 + 3e',0 < t < 2m. Entonces, por proposicion 4.2.3

tenemos
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1
gg w+2-3iD)(w+ 2+ 3i)

dz = 2miRes(g, —2 + 3i)

I z+ 2 —3i
wolBk3i (w + 2 — 30)(w + 2 + 30)

= 2mi

= 21Ti.é = g
4.3. Aplicacion del teorema del residuo
4.3.1. Transformada inversa de Laplace
Proposicion 4.3.1.1. (Transformada de Laplace)
Si g es una funcion continua por partes en [0, o[ y de orden exponencial k, para
t > T, entonces L{g(t)} = f0°° e~ Stg(t)dt existe para Re(s) > k

Demostracion

Por la propiedad aditiva de la integral definida, tenemos

T 0
LD} = f eSta(D)dt + f e=Stg(Ddt = I, + 1,
0 T

(i) La integral 1, existe porque se puede escribir como la suma de integrales en
intervalos de donde la funcion e~Stg(t) es contina.
(i) Vamos a comprobar que la integral I, también existe. De hecho, sea s una

variable compleja s = x + iy.
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Por hipotesis, f es de orden exponencial k, para T < t, es decir, existe M > 0 tal
quelg(t)| < MeXt, para t > T. Usando |e™5t| = |e™**(cos(yt + isen(yt)))| = e7*t,

obtenemos

II,| < f leStg(t)|dt < Mf e XteKtdt = Mf e~ x-ltge =
T
T T

Y (e g

e~ (x-Kb e~ x-KT l

-(x-k)b
Tenga en cuenta que klim > = 0, si x > k. Por lo tanto.

oo —(x-k

e

e—(x—k)T
II,| <M [ S ] para x > k, donde x = Re(s)
0 -x-K)T . .
Dado que fT Me~&=®Tdt converge a M o= si x > K, se sigue de la propiedad de

las integrales impropias, que la integral mele"Stg(t)ldt converge si x >k, lo que

implica que I,exista para x = Re(s) > k.

De (i) e (ii), concluimos que

T

(5} = f e~Stg(t)dt

0

exista, para Re(s) > k.
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Proposicion 4.3.1.2.(Transformada inversa de Laplace en términos del residuo)

Sea G(s) una funcion obtenida para la transformada de Laplace que tiene un numero
finito de polos sy , k=1, 2, ..., n a la izquierda de la recta vertical Re(s) =y . Sea p el
camino. Si la funcion G(s) es acotada en ; en una semicircunferencia de radio R y

centro (y, 0), cuando R— oo, entonces.

LHg()} = ) Res(e"G(s), 50
k=1

A x

2 y+iR

Y v—IR

Figura 10. Camino 8 que envuelve a todas las singularidades
Demostracion
Sean B;una semicircunferencia de radio R y de centro (y,0) y B, el segmento de
recta vertical que se extiende de y=y—iR y y=vy+iR. De la figura 10 y la

proposicion 4.2.2, se sigue que
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j e'G(s)ds + j e'G(s)ds = 21112 Res(eStG(s), sy)
k=1

B1 B2
Lo que implica
Y+iR n
1 f eStG(s)ds = Z Res(eStG(s), sy) L JeStG(s)ds
2T ] K omi

y-iR B1

Primeramente, mostraremos que

Pl{i_r)‘rolo eStG(s)ds = 0
B1
Si la semicircunferencia 3, es parametrizada por s =y + Reie,g <0< 32—” entonces
ds = Rie'®dB. Como s — y = Rie'®, se sigue que ds = (s — y)id®. Asimismo,
3m/2
% j eS'G(s)ds = % f e®*Re’® G(y + Rel®)Rei®d
B1

/2

De donde se sigue que

1 1
— JeStG(s)ds =— jeStG(s)ds
2mi 2mi

B1 B1

31/2

1 i . .
S5 |th+Rte ° | |G(y + Rei®)||Rei®|dB
/2

Observe que
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|eyt+Rtei9 | _ |eyteRt(cos(6)+isen(6))| — |eytethos(6)eiRtsen(9) — eYtektcos(8)

En |Rel®|, tenemos para R suficientemente grande y y <'s
[Re®| = Is —yllil < Is| + Iyl <Is| +Is| = 2Is| y s|G(s)| <M

De esta forma

31/2
1 M i
— feStG(s)ds < —e't J- ex+Re’® 4g
2m m
B1 /2

Haciendo 6 = w + g la integral fﬂg/nz/z eY*Re” 49 se convierte

/2

i
f e—Rtsen(W) dw =2 f e—Rtsen(W) dw
0 0

Como sen(w) = %W vw € [0, /2], se tiene que

/2 g hLs
f —Rtsen(w)d < Z.f _Md [ T _M:IE T (1 —Rt)
2 e = |—— - — —
e W = e w Rt e . Rt e
0 0

Usando las desigualdades obtenidas anteriormente concluimos que

eVt
: (1—eRY

1 M
— feStG(s)ds <
2T

B1

t
Cuando R —» oo,% (1 —eRY) - 0y, por tanto,

68



Pl{im feStG(s)ds =0
B1

Luego, cuando R — oo, en
Y+iR

|
2T

n
1
eStG(s)ds = Z Res(eS'G(s), sy) = f eStG(s)ds
k=1

y-iR B1
Se sigue que
Y+R N
L7YHG(s)} = % f eStG(s)ds = Z Res(eS'G(s), sy)
y-iR k=1

Ejemplo 4.3.1.1. Usar la proposicion 4.3.1.2 para calcular £71 {S%} con Re(s) > 0.

Tenga en cuenta que G(s) = Sietiene un polo de orden 6 en s = 0.Ademas,

f(t)—L‘l{l}—R (St : 0)— L & 0)° a
B s6) ~ eS\® g _(6—1)!s1—r>1(l)d55 =0 sé
1. d[ et 1. df 1 1
- —lm—1ct —| = — i —— [ aSt] = —1; 5,5t — 5
=51 s ls | = siimgss el = glim e = gt

1
s2+4

1
s2+4

Ejemplo 4.3.1.2. Determinar L‘l{ } La funcion G(s) = tiene dos polos

simples, s = 2iy s = —2i. Aplicando la proposicion 4.3.1.2, tenemos

_ -1 1 _ 1 ; 1 -
80 = £7 g = Res (. 21) + Res (5 -21) =

= lim l(s — 2i) -

s—2i

+ lim l(s+21)-(

eSt est
(s —2i)(s + 21)] s—-2i s—21)(s+ 21)] B

69



et N e 2" cos2t +isen2t cos(—2t) +isen(—2t)
I TERTE 4i 4i -

_ cos2t + isen2t — cos(—2t) + isen(—2t)
B 4i

_ 2isen2t _ 1 2t
=—m 3 sen2t.

4.3.2. Calculo de integrales trigonométricas de la forma f:“ G(cos0,sen0)do

. . 2 . .
Para este caso, convertimos la integral fo " G(cosH, senB)d0, en una integral compleja
en el que el camino B es una circunferencia unitaria |w| = 1 centrada en el origen y
parametrizada por w = e'®,0 < 6 < 2m. Del mismo modo, dw = ie'®d@, ademas

sabemos que

eif 4 o-if Qi _ o—i6
cos(B) = — Y sen(f) = T

Observamos que w1 = % =e 9 luego do = %V, cos(0) = %(w +w 1y

sen(0) = %(w — w™1). Por tanto, la integral

2T

f G(cosH, senB)do
0

Se convierte

fﬁ; G (% (w + W_l),%(w — w"1)> d_w

iw
En que y es una circunferencia unitaria |w| = 1.
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Ejemplo 4.3.2.1. Calcula la integral

1

21

f do N
(a + cos (8))2" ¢

0

Solucién

Al hacer las sustituciones antes mencionadas, tenemos

f 1 dw_f 1 dw
Ziw w2+ 1\2 iw
B<a+%(w+w_1)> ﬁ<a+ 2w )

B f 1 dw % 4w? dw
- 3<W2+2aw+1>2 iw s W2+ 2aw + 1)% iw
2w

_ 4% wdw
i s W2+ 2aw + 1)%°
El polinomio w? + 2aw + 1 se puede factorizar en un producto de un polinomio de

primer grado:

w2+2aw+1=(w+a—\/a2—1)(w+a+ a2+1)

El camino de integracion es una circunferencia |w| = 1. Siendo

w; =—a++Vva?—-1y w, =—a—+va?—1,so0lo w; puede estar dentro de |w| =1
por lo tanto

wdw

ﬁ; W —wyp)2(w — w,)?

= 2miRes(g,w;)
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Por la proposicion 4.2.2, vamos a calcular el residuo de g en w,. Como w, es un polo

de orden 2, tenemos

1 d
Res(g,wy) = quw T [(w wp)?g(w)] = ngyv Tw [ﬁ]
- i (W —w3)? — 2w(w — w,) — i (W = wy)(w — w, — 2w)
B wl—mr1 i (w—w,)* B Wl—glvl (W —wy)* l
. [ (w — Wz) a
= lim =
WowWy _(W —wy)3 4(\/ az — 1)

Por consiguiente

4 w d 4 2mi - Res( ) =8 a 2am
- w = —-2mi- Res(g,w;) = 81 - =
i) (wErzaw 2 T 9" s(WZ=1) (@ =1)

Ejemplo 4.3.2.2. En la derivacién de la tercera Ley de Kepler, hay una etapa en la

que se necesita calcular la integral

K=
f (1 + ecos (0))?
0
siendo 0 < € < 1 la excentricidad de la orbita. Calcular K por el criterio del residuo.
Solucion
Tras el cambio de variable w = ei®, tenemos que

szgs(

1 dw 4 w
2 + 2 + 2
1 +%(w+w‘1)> p (2w +ew? +e)
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4 w
=— dw

te* Jg (W2 + %w + 1)2

Los ceros del denominador son:

B 1+1 (2)2 4z 1+ 1 )
We=":52 |\ T g7 e

Entre los dos ceros, solo w,. se encuentra en el contorno y. Es un doble polo ya que

podemos factorizar el integrando en la forma

w
W) = o WP (w = wo?
Calculamos el residuo
d w (Wy —w_)? = 2w, (wy —w_)

Res(g wy) = WIHEL dww—w)2 W —w_)*

Wi +w_ 1

—w.)3 3
(wy =w-) 43(8%— 1)z

Aplicamos la proposicion 4.2.2 para calcular K :

4 2m
K=—2mi-Res(gw,) =—
1€ 2
(1-—¢€2)2
Ejemplo 4.3.2.3. El kernel de Poisson
1-—a?
P(0) = -l1<ax1

1 — 2acos® + a2’
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es una funcién que aparece en problemas bidimensionales con simetria circular. Por
ejemplo, P(0) esta relacionado con la distribucion de probabilidad de los coeficientes
de transporte de ciertas nanoestructuras o con el potencial electrostatico de un disco

conductor. Calcular

2T

K = f P(0)d6

0

Solucién
Tras el cambio de variable w = ei®, obtenemos una integral sobre la circunferencia de

radio unidad f:

K jg 1 — a? q 15‘5 w q
31—2aw+2W + a2 i Jg—aw +w(l+a%?)—a

i f}g 1 — a? q
=- w
2
alg y2_ltas
a
. 1+a® 1
Los ceros del denominador w? — Taw +1sonw=ayw =~ Puesto que -1 <
a < 1, solo el punto w = a se sitla dentro de v, y corresponde a un polo simple de la
funcion

1—a?

(w—a)(w—3)

glw) =

Determinamos el residuo correspondiente
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] 1—a®
Res(g,a) = lim (w - a)

_ 1—a?
1, 1
w-—aw-2) a—7
De la proposicion 4.2.2 se deduce que la integral es
i i 1-—a?
K = —2mi - Res(g,a) = —2mi =27
a a _1
a

4.3.3. Calculo de integrales impropias reales

Sea g una funcion real continda definida en el intervalo [0, 400 >,

400

r
11:f g(x)dx = lim fg(x)dx
r-+4+oo 0

0

Si el limite existe, diremos que la integral I; converge, en el caso que no exista,
diremos que I; diverge.

De la misma forma, tenemos que, si g esta definida en < —oo, 0],

0

0
I, = fg(x)dx= rlir_n f g(x)dx
r

—00

Si el limite existe diremos, que la integral I, converge, en caso que no exista diremos,
que I, diverge.

Si f es continua en < —oo, +0 >, la integral fj;o g(x)dx es definida por
+00

+oo

f g(x)dx = f_:g(x)dx + ] gx)dx=1; + 1,

0

75



donde las dos integrales del lado derecho convergen. Para que la integral

+ oo

f g(x)dx

—00
converja es necesario que los limites existan independientemente uno del otro.

Definicion 4.3.3.1. (Valor principal de Cauchy).

El lim f_rrg(x)dx es denominado valor principal de Cauchy y es denotado por
r—->00

lim f_rrg(x)dx = V.P. f:: g(x)dx.
r—-»>+400

Proposicion 4.3.3.1. (Valor principal de Cauchy de la integral impropia)

e

Sea g una funcion racional g(x) = s

continua en < —o,+o0 >, €l grado de p es cero

y el grado de g es 2. Si s €s un camino (semicircunferencia) cuya parametrizacion
es

w =rel®, 0 <0 <, entonces

+ oo

n
V.P. f g(x)dx = 2mi ) Res(g,wy)
k=1

—00

Demostracion

)

" continua en < —oo, +00 >, sustituimos

Como f es una funcién racional g(x) =

la variable real x por el complejo w y calculamos la integral de la funcion compleja g

a lo largo de un camino cerrado 3, dado por el intervalo [—r, 1] en el eje real en una
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semicircunferencia con radio suficientemente grande para envolver todos los polos de

g(w) = % contenidos en el semiplano superior Im(w) > 0.

Por el teorema de los Residuos, tenemos
r n
f gw)dw = | g(w)dw + f g(x)dx = 21112 Res(g, wy)
B Bsc -r k=1
en que Bs. es una semicircunferencia y wy, k = 1,2, ..., n son los polos en simiplano

Im(w) > 0.

Figura 11. Caminos 3. cerrado
Si fg g(w)dw — 0 cuandor — o

Entonces

+ o0

n
r
V.P. f gx)dx = limf g(x)dx = 2mi ) Res(g wy)
r—-»0oo
- k=1

— 00
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Ejemplo 4.3.3.2. Determinar el valor principal de Cauchy de la integral impropia

+00
| 7
X2 —=2x+4+2 X
Solucion
Observamos que
1 1

B = e W T2 we1-Dw=141

Consideremos el camino cerrado 8 que consiste en el intervalo [—r,r] en el eje de las
abscisas y una circunferencia Bs. con radio r > r,, porque es necesario envolver el

polo w = 1 + i, que pertenece de semiplano Im(w) > 0

A

Figura 12. Polo w = 1 + i envolviendo el camino .

Por la proposicion 4.3.3.1, tenemos
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r

1 1 1
—  dw=]| ——d — dx=
jWZ—ZW—i—Z w Lscw2—2w+2 W+sz—2x+2 X
-r

n
= Zniz Res(g,1 + i)
k=1

Como w = 1 + i es un polo simple se sigue que

1
w—1—-iD)w-=-1+1i)

Res(g, 1 +1i) = Wli)rlnﬂ(w -1-1i)-

1 1

T1+i—-1+41 2

Por lo tanto
R =i+ — =
,[XZ—Zx+2dX T
Afirmacion:
j L d 0 d
_— - — 0
Z —on 12 X cuandor
BSC
En efecto

w2 —2w+2|=|(w—-1-Dw—-1+D|=>|lwl = (=1=D||Iw] = (=1 +1)|

= [lwl = V2| |Iwl = 2| = (= v2)°
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Sabemos que la longitud de la semicircunferencia es mr, se sigue de la igualdad. Sean

A c C,g:A - C una funcion continua, B:[a,b] = A un camino suave por partes y
L(B) su longitud. Si [g(z)| < M,V w € B,y M > 0, entonces |fB g(w)dw| < ML(B).
Se sigue que

1
e — <
fwz—Zw+2dW - j

BSC BSC

1 ||d < Tr
w2 —2w+2' W _(r—\/i)z

— = > 0cuandor — oo.

(r-v2)
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CAPITULO V
DISCUSION

5.1. Uno de los principales objetivos de esta tesis fue determinar el residuo de una
funcidn analitica sin necesidad de resolver directamente la integral de Cauchy. Para la
demostracion del teorema del residuo de Cauchy, se utilizé el teorema de Laurent,
que establece que una funcién analitica definida en un dominio anular puede
representarse mediante una expansion de Laurent cuyos coeficientes se determinan
mediante la formula de la integral de Cauchy. Este resultado concuerda con trabajos
previos en esta campo, en particular como los De Amo (2018), Gamelin (2001),
Mitrinovic (1966) y Silverman (1984), quienes abordaron problemas similares en sus
respectivas investigaciones.

5.2. Utilizando el teorema de la transformada de Laplace, obtenemos una funcion
analitica con singularidades y una trayectoria cerrada que las abarca. Esto nos permite
calcular la transformada de Laplace inversa de una funcion utilizando el teorema del
residuo. De forma similar, las condiciones de Cauchy se han aplicado al célculo de
integrales trigonométricas. Suponemos que F(cos6,sen®) es una funcion racional de
dos variables continuas en la circunferencia unitaria. La idea subyacente de esta
integral, utilizando el criterio del residuo, es transformarla en la integral de una
funcién compleja, que también sera racional. Sabemos que las Unicas singularidades
de esta funcion racional son los polos. Para calcular la integral, solo nos interesan los

polos ubicados dentro del disco unitario. Segun el teorema del residuo, tenemos:

m
fG(cosB, senf)dw = Zniz Res(g, wy)
B

n=1

5.3. Para evaluar la integral de g(x) desde —o a +oo, utilizamos una curva

semicircular en el plano complejo. Gracias al teorema de los residuos, se puede
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calcular la integral sobre el eje real se calcula sumando los residuos de la funcion en

sus singularidades dentro de la curva semicircular cerrada, multiplicada por 2i.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES

6.1. El criterio del residuo para una funcion analitica se define en la proposicion 4.2.2
(Residuo de una funcion analitica en un polo de orden k), que permite determinar el
residuo sin resolver directamente la integral de Cauchy.

6.2. El criterio del residuo para una funcion se obtiene mediante la transformada
inversa de Laplace, como se indica en la proposicion 4.3.1.2 (Transformada inversa
de Laplace en funcion del residuo).

6.3. El criterio del residuo se utiliza para el calculo de integrales trigonométricas de la
2T
forma [ G(cos6, send)do.

6.4. El criterio del residuo se aplica para determinar el valor principal de integrales
impropias, como se indica en la proposicion 4.3.3 (Valor principal de Cauchy de la

integral impropia).
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CAPITULO VII
RECOMENDACIONES

7.1. Seria muy interesante realizar una investigacién para aplicar el criterio del resto a
series de sumas.

7.2. Seria muy interesante realizar un estudio para analizar el teorema de Rouché
relativo a la localizacion de regiones del plano en las que una funcion analitica tiene

Ceros.

84



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Avila, G. (2011). Variaveis complexas e aplicacdes. 3 Ed. Rio de Janeiro: LTC

Ahlfors, L. (1979). Complex Analysis. 3da ed. McGraw - Hill Higher Education.

Apostol, T. (1987). Calculus. 2. Ed. New York: Wiley.

Arredondo, J. y Alberto, C. (2019). Paskin matematica. Vol. 1, Colombia.

Bartle, R. & Shebert, D. (1992). Introduction to Real Analysis. 2. Ed. [S.1.]: John
Wiley & Sons, Inc.

Camargo, R. F. (2005). Do Teorema de Cauchy ao Método de Cagniard. IMECC
UNICAPM.

Conway, J. (1978). Functions of one complex variable. 2. Ed. New York:
SpingerVerlag.

De Amo, E, and Ubeda, M. (2018). Complex Analysis: Theory of analytical functions

of one variable. University of Almeria.

Doetsch, G.(1974). Introduction to the Theory and Application of the Laplace
Transformation. New York Springer Science and Business Media.

Freitag, E. and Busam, R. (2005). Complex Analysis. New York, Springer.

Gamelin, T. (2001). Complex Analysis. New York, Spring, ISBN 9780387950693.

Gelbaum, B. (1992). Problems in real and Complex Analysis. New York, Springer
Gong, S. and Gong, Y. (2007), Concise Complex Analysis, World Scientific, New

York,

85



ISBN 9789812706935.

Marcos, E. (2021). Diferenciacion e integracion de una serie de potencias sin utilizar
la convergencia uniforme. [Tesis de Licenciatura, Universidad Nacional

Mayor de San Marcos]. Repositorio UNMSM.

Marsden, J. y Hoffman, M. (1987). Basic complex Analisis. 2da edc. W. H. freeman
& compsny. Nueva York.

Mitrinovic, D. (1966). Calculus of residues. Tutorial Text 4, Noordhoff.

Molero, M.,Salvador, A. ,Menarguez, T., Garmendia ,L. (2007). Analisis Matematico
para ingenieria. Pearson Prentice Hall, Madrid.

Silverman, R. (1984). Complex analysis with applications. Dover publications Mineola.

Rubio, A. (2019). Una introduccion a la teoria de integracion en una variable
compleja. [Tesis de Licenciatura, Universidad Pedagdgica y Tecnoldgica de
Colombia]. Repositorio UPTC.

Rudin, W. (1979). Andlisis real y complejo. México, Alhambra, 84-205-0651-

6.(MN).

Zill, D. y Jaqueline, D. (2008). Matematicas avanzadas para ingenieria. Célculo
vectorial, analisis de Fourier y andlisis, 3ra edicion, México, McGraw-

Hill, ISBN 978-970- 10-6510-5.(VPO).

86



	Portada
	Hoja de jurados
	Certificado de Similitud
	Dedicatoria
	Agradecimiento
	Índice
	Indice de Figuras
	Resumen
	Abstract
	Capitulo I: Introducción
	Capitulo II: Marco Teorico
	Capitulo III: Materiales y Metodos
	Capitulo IV: Resultados
	Capitulo V: Discución
	Capitulo VI: Conclusiones
	Capitulo VII: Recomendacion
	Referencias Bibliográfia

