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RESUMEN 

El objetivo de esta tesis es desarrollar un criterio para calcular el residuo de una 

función analítica con una singularidad aislada, sin tener que calcular directamente la 

integral correspondiente. Para ello, se emplearon métodos inductivos y deductivos 

para demostrar el teorema de Cauchy, utilizando el teorema de Laurent. Este teorema 

establece que una función analítica en una región anular admite una representación en 

serie de Laurent, cuyos coeficientes están determinados por la fórmula de la integral 

de Cauchy. 

En base a este resultado, las técnicas desarrolladas se aplicaron al cálculo de la 

transformada inversa de Laplace, al cálculo de integrales trigonométricas y a la 

evaluación de integrales impropias en el dominio de los números reales. Finalmente, 

el enfoque propuesto permite determinar indirectamente el residuo de una 

singularidad aislada, sin necesidad de evaluar las integrales que dan lugar a los 

coeficientes de expansión. Este procedimiento constituye, por lo tanto, una 

herramienta general para el cálculo de residuos en este tipo de singularidades. 

Palabras claves: Funciones analíticas, Serie de Laurent, Criterio residual 
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ABSTRACT 

The objective of this thesis is to develop a criterion that allows calculating the residue 

of an analytic function with an isolated singularity, without having to directly 

calculate the corresponding integral. To this end, inductive and deductive methods 

were used to prove Cauchy's theorem, using Laurent's theorem. This theorem 

establishes that an analytic function in an annular region admits a Laurent series 

representation, whose coefficients are determined by the Cauchy integral formula. 

Based on this result, the developed techniques have been applied to the calculation of 

the inverse Laplace transform, the calculation of trigonometric integrals, and the 

evaluation of improper integrals in the real-number domain. Ultimately, the proposed 

approach allows the residue of an isolated singularity to be determined indirectly, 

without having to evaluate the integrals that give rise to the expansion coefficients. 

This procedure thus constitutes a general tool for calculating residues in this type of 

singularities. 

Keywords: Analytic functions, Laurent Series, Residual criterion 
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1.1.Descripción de la realidad problemática. 

En el estudio de las integrales de funciones complejas, el teorema de Cauchy 

desempeña un papel fundamental en la teoría de funciones analíticas, ya que permite 

demostrar que si una función es analítica, entonces todas sus derivadas existen. La 

fórmula integral de Cauchy es tan importante que muchos resultados obtenidos en la 

teoría de funciones complejas pueden considerarse consecuencias directas de su 

aplicación a las derivadas. 

Una alternativa en la teoría de funciones analíticas es definir una función como 

analítica si está representada localmente por una serie de potencias convergentes, que 

puede extenderse mediante una serie de Taylor o de Laurent en los dominios 

apropiados. Cabe destacar que las expansiones de Laurent son más generales que las 

de Taylor; si la función es analítica en una región dada, ambas expansiones coinciden. 

Una aplicación directa de las series de Laurent es el estudio de las singularidades de 

las funciones. 

Una aplicación del desarrollo de Laurent en torno a una singularidad residual es el 

cálculo de integrales sobre trayectorias cerradas. En este contexto, la parte más 

significativa de la evolución es el coeficiente 𝑎1, denominado residuo. Por lo tanto, la 

teoría de residuos proporciona un criterio para la evaluación rápida y eficiente de 

integrales de la forma: 

 

∫ f(w)dw
 

𝛽
 … (∗)  

CAPITULO I 

INTRODUCCIÓN 
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donde γ es una trayectoria cerrada y f analítica en U\{z1, z2, … , zn}, con singularidad 

aisladas en  zj  para j = 1, n̅̅ ̅̅̅ .        

El aspecto clave de esta teoría es que las series de Laurent permiten expresar los 

coeficientes de la forma: 

𝑎𝑛 =
1

2πi
∫

f(z)

(z − z0)
n+1

dz
 

𝛽

, ∀n ∈ ℤ 

Para (f, β) en las condiciones (*), donde  γ rodea una singularidad aislada z0, al 

integrando en la expansión de Laurent de f en la vecindad  z0, obtenemos:  

∫ f(w)dw
  

γ

= ∫ ( ∑ 𝑎n

+∞

n=−∞

(w − w0)
n)

 

γ

dw = ∑ 𝑎n

+∞

n=−∞

∫(w −w0)
n

 

γ

dw = 𝑎𝑛2πi 

Es decir, se eliminan todos los términos, excepto uno, el “residuo” 𝑎𝑛, pero surge la 

fórmula importante 

𝑎𝑛 =
1

2πi
∫ f(w)dw
  

β
, 

Esta fórmula facilita el cálculo de integrales complejas sobre curvas cerradas. Por el 

contrario, surgen dificultades al calcular la integral de una función analítica con 

singularidades aisladas, lo que puede resultar complicado o incluso imposible. 

Gracias a la expansión de la serie de Laurent, podemos calcular los residuos 

indirectamente sin necesidad de evaluar las integrales directamente. Este criterio 

constituye un procedimiento general para calcular los residuos en el desarrollo de 

Laurent. 
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En este contexto, surgen naturalmente algunas interrogantes claves en esta 

investigación que nos gustaría formular. 

1.2. Definición del problema. 

1.2.1 Problema general 

 ¿Bajo qué condiciones es posible determinar un criterio para el residuo de una 

función analítica sin tener que resolver la integral de Cauchy? 

1.2.2. Problemas específicos  

a) ¿Pueden aplicarse las condiciones residuales de Cauchy a la determinación de la 

transformada inversa de Laplace de una función obtenida por la transformada de 

Laplace con un número finito de polos? 

b) ¿Pueden aplicarse las condiciones residuales de Cauchy al cálculo de integrales 

trigonométricas? 

 c) ¿Pueden aplicarse las condiciones residuales de Cauchy al cálculo de integrales 

impropias reales? 

1.3. Objetivos de la investigación.  

1.3.1. Objetivo general 

Determinar un criterio para el residuo de una función analítica sin tener que resolver 

la integral Cauchy. 

1.3.2. Objetivos específicos  

a) Aplicar condiciones residuales de Cauchy para determinar la transformada inversa  
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de Laplace de una función obtenida mediante la transformada de Laplace con un 

número finitos de polos.  

b) Aplicar las condiciones residuales de Cauchy para calcular integrales 

trigonométricas. 

c) Aplicar las condiciones residuales de Cauchy para calcular integrales impropias 

reales. 

1.4. Justificación e importancia de la investigación. 

La tesis titulada "Criterio de Residuo para Funciones Analíticas y sus Aplicaciones" 

se justifica principalmente al ofrecer una alternativa a la teoría clásica de funciones 

analíticas. En lugar de definir una función como analítica por sus derivadas, se define 

como tal si está representada localmente por una serie de potencias convergentes, que 

puede expandirse en series de Taylor o Laurent en los dominios apropiados. Una de 

las aplicaciones clave de la expansión de Laurent alrededor de una singularidad 

residual es el cálculo de integrales sobre trayectorias cerradas. En este contexto, el 

coeficiente correspondiente, denominado residuo, desempeña un papel crucial en la 

evaluación de la integral. 

La importancia de esta tesis radica en sus numerosas aplicaciones en diversos campos 

científicos, en particular en el estudio del criterio del residuo, una herramienta 

esencial para el cálculo de integrales reales, la determinación de la transformada de 

Laplace y la adición de series. Actualmente, la investigación sobre el criterio del 

residuo y sus aplicaciones sigue siendo un área activa de investigación en el análisis 

complejo. 
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CAPITULO II 

MARCO TEORICO 

2.1. Antecedentes del problema 

Nacional  

Marcos (2021), en su trabajo, concluye que una serie de potencias puede integrarse 

siempre que sea absolutamente convergente. Por lo tanto, el estudio de series ofrece 

numerosas ventajas. Permite, por ejemplo, la solución de integrales y sistemas de 

ecuaciones diferenciales, así como la aproximación numérica de sus soluciones en 

casos donde los métodos tradicionales no son aplicables. Por lo tanto, su estudio es 

muy recomendable. 

Internacional 

Camargo (2005), en su trabajo, afirma que el teorema del residuo es uno de los 

resultados más notables y convincentes del análisis complejo. Se deduce de la 

fórmula integral de Cauchy, que a su vez conduce al teorema de Cauchy, también 

conocido como teorema de Cauchy-Goursat, el cual permitió obtener el teorema 

flexibilizando los supuestos. Este teorema, entre otras aplicaciones, es una 

herramienta importante para el cálculo de integrales reales con variables complejas. 

En particular, en el marco de las transformaciones integrales inversas, en particular 

las transformaciones de Laplace y de Fourier (es decir, para hallar la solución del 

problema inicial), la integración debe realizarse en el plano complejo. En este caso 

específico, la transformada de Laplace es la que utiliza contornos de Bromwich. 

Molero et al. (2007), en su libro, señala que el concepto de residuo fue introducido 

por Cauchy, quien lo desarrolló en 1814 al estudiar la diferencia entre dos integrales 

∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝒞1
, ∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝒞2
 . Este resultado se obtiene cuando 𝒞1 y 𝒞2 son trayectorias 
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con los mismos extremos y g(w) tiene polos en la región entre las trazas de 𝒞1 y 𝒞2. 

El mismo término, residuo, ya se había acuñado en 1826 y también se atribuye a 

Cauchy. Entre 1826 y1829, Cauchy aplicó la teoría de residuo a problemas como la 

evaluación de integrales, el desarrollo de funciones en serie, los productos infinitos, la 

teoría de ecuaciones, etc. 

Ávila (2011), en su libro menciona que, desde el siglo XVIII, el análisis complejo ha 

demostrado ser una de las teorías más útiles en el contexto global de las matemáticas. 

Gracias a ello, ha sido posible, por ejemplo, comprender la afirmación “Toda 

ecuación polinómica tiene al menos una solución”,  establecer relaciones importantes 

entre funciones elementales (como e−iw = cos(w) + isen(w)) y comprender mejor 

las funciones definidas por series de potencias, entre otras. Entre los matemáticos 

importantes que contribuyeron a sus avances se encuentran Euler, Gauss, Cauchy, 

Abel, Riemann, Weierstrass, Picard, Poincaré y Hilbert, entre otros. 

Rubio (2019), en su trabajo, concluye que la variable compleja posee propiedades 

especiales que la variable real no tiene. Esto se debe a la presencia de la unidad 

imaginaria i. En consecuencia, el teorema de Cauchy-Goursat proporciona una base 

sólida para el análisis complejos, ya que permite el estudio de integrales en regiones 

con o sin huecos, a fórmulas integrales para determinar la función y sus derivadas de 
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orden superior en un punto dado 𝑤0, así como el desarrollo de integrales mediante el 

cálculo de los residuos. 

2.2. Bases teóricas 

2.2.1 Números complejos 

Se definen el cuerpo de los números reales y la distancia en los números complejos. 

También se definen las sucesiones y series. Se citan algunos textos consultados en la 

bibliografía, en particular  (Ávila, 2011), ( Ahlfors, 1979) y (Apostol,  1987).  

Definición 2.2.1.1. (Campo de los números reales) 

El conjunto denotado por ℂ = {(w1, w2)/  w1 ∈ ℝ,w2 ∈ ℝ} con las operaciones: 

(w1, w2) + (w3, w4) = (w1 +w3, w2 +w4) 

(w1, w2) ∙ (w3, w4) = (w1w3 −w2w4, w1w4 +w2w3) 

Esto se llama campo de los números reales. 

Definición 2.2.1.2. (Conjugada de w) 

El conjugado de w = w1 + iw2  se denota w̅  y se define por w̅ = w1 − iw2. 

Definición 2.2.1.3. (Módulo w)  

El módulo de w se denota  |w| y se define como |w| = √w12 +w22. 

Observación 2.2.1.1 

1) Las operaciones de suma y multiplicación de números complejos se realizan 

utilizando las propiedades del álgebra, suponiendo que  i2 = −1.  



8 
 

2) Geométricamente, los números complejos se representan mediante un punto en el 

plano complejo, donde el eje “𝑋1” se identifica con el eje real y el eje “𝑋2” con el eje 

imaginario. 



r=w
( , )= = +w a b a ib

( , )a b( , )c d

 Eje imaginario 

  Eje  real 

1
x

2
x

O

      
Figura 1. Representación de números complejos 

Propiedad 2.2.1.1    

Sea w ∈ ℂ  tal que   w = w1 + iw2 y   z̅ = w1 − iw2 entonces   

w. w̅ = |w|2 = w1
2 +w2

2 

Definición 2.2.1.4. (Módulo de un numero complejo) 

La norma, valor absoluto o módulo de un número complejo se denota por |w| y se 

define 

|w| = √w. w̅  

Observación 2.2.1.2 

1) Si w = a + ib entonces |w|2 = w. w̅ = a2 + b2. Entonces |w| = √w12 + w22. 
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2) El módulo de w es la distancia desde el origen hasta el punto “P” que representa el 

complejo w, es decir, la longitud del vector OP̅̅ ̅̅ . 



   Eje imaginario 

Eje real

W

O

P

2
x

1
x

 
Figura 2. Interpretación geométrica del módulo w 

Propiedad 2.2.1.2 

Sea w ∈ ℂ  ,entonces lo siguiente es cierto:  

1) |w| ≥ 0  

2) |w| = |w̅|  

3)  |w1. w2| = |w1||w2| 

4)  |
1

w
| =

1

|w|
;w ≠ 0 

5) |
w1

w2
| =

|w1|

|w2|
 ; w2 ≠ 0 

6)  |w| = 0 ; w = 0  

7) |Re(w)| ≤ |w|, |im(w)| ≤ |w|  
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Definición 2.2.1.5. (Distancia en los complejos) 

Sean  w1 = x1 + iy1 y w2 = x2 + iy2. Entonces |w1 −w2| =

√(x1 − x2)2 + (y1– y2)2, 

es la distancia entre w1   y   w2. 

Definición 2.2.1.6. (Función distancia) 

La función d1: ℂ × ℂ → ℝ representa la distancia si cumple las siguientes 

condiciones: 

1) d1(w, v) ≥ 0  ∀ w, v ∈ ℂ 

2) d1(w, v) = 0 ⟺ w = v 

3) d1(w, v) = d1(v,w) ∀ w, v ∈ ℂ   

4) d1(w, v) ≤ d1(w, u) + d1(u, v) ∀ u, v, w ∈ ℂ  

Definición 2.2.1.7. (Sucesiones en ℂ) 

Una sucesión en ℂ es una aplicación f: ℕ ⟶ ℂ  

                                                              n ⟼ f(n): = wn = 𝑢n + ivn 

Definición 2.2.1.8. (Sucesión convergente en ℂ)  

Una sucesión (wn)n∈ℕ en ℂ convergente a w ∈ ℂ si y solo si ∀ε > 0, ∃n0 ∈  ℕ 

tal que si  n ≥ n0 entonces |wn −w| < ε. 

Notación 2.2.1.1 

lim
n→∞

wn = w ó wn → w; n → ∞ 



11 
 

Observación 2.2.1.3 

Si (wn)n∈ℕ no converge en ℂ, se dice que diverge. 

Teorema 2.2.1.1. Sea (wn)n∈ℕ  una sucesión en ℂ con wn = un + ivn y w = u + iv 

entonces el lim
n→∞

wn = w  si y solo si lim
n→∞

𝑢n = u  y lim
n→∞

vn = v. 

Observación 2.2.1.4 

 ℂ̅ = ℂ ∪ {∞} es el campo de extensiones de números complejos.  

Definición 2.2.1.9 

Sea (wn)n∈ℕ una sucesión en  ℂ, lim
n→∞

|wn| = u si un → u  y   vn → 0 , n → ∞ 

Definición 2.2.1.10. (Series en los complejos) 

Sea la serie ∑  wn
∞
n=1 = w1 + w2 +⋯+wn +⋯ = un + ivn .  ∑  zn

∞
n=1  converge a 

w en  

ℂ ⟺ (Sn)n∈ℕ converge a w, de donde Sn = ∑  wk
n
k=1  

Observación 2.2.1.5 

1) S = lim
n→∞

Sn es el valor de la suma de la serie y se escribe S = ∑  wk
∞
k=1  

2) Si ∑  wn
∞
n=1  no converge se dice que diverge. 

Propiedad 2.2.1.3 

1) Si ∑  wn
∞
n=1  converge entonces lim

n→∞
wn = 0. 

2) ∑ ( un + ivn)
∞
n=1  converge en ℂ si y solo si ∑  un

∞
n=1  y ∑ vn

∞
n=1  converge en ℝ. 

3) ∑  wn
∞
n=1   converge en ℂ si y solo si ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ ℕ tal que 
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| sn −  sm| < ℇ;m, n ≥ n0. 

4) ∑ wn
∞
n=1 converge en ℂ si y solo si ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ ℕ tal que |∑ wk

n+p
k=n | < ε, ∀n <

n0 

Proposición 2.2.1.2 Sea (wn)n∈ℕ una sucesión en ℂ, lim
z→0

 wn =  w ∈ ℂ  si y solo si 

 ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ ℕ tal que |wn −wm| < ε, ∀n,m ≥ n0. 

Observación 2.2.1.6 

El campo de los números reales ℂ  es un espacio métrico completo, es decir, que es 

un espacio donde cada sucesión de Cauchy converge. En otras palabras  ℂ  es un 

espacio de Banach.   

2.2.2. Funciones de variable compleja 

 Se definen la relación en los complejos y función compleja. Así mismo, clases de 

función compleja. Algunos textos consultados se citan en la bibliografía, como 

(Conway,  1978) y (Bartle, 1992).  

Definición 2.2.2.1. (Relación en los complejos) 

Sean S, T subconjuntos en ℂ. Entonces cualquier subconjunto de 

                        SxT = {(u,w )/ u ∈ S,w ∈ T} es una relación. 

Definición 2.2.2.2. (Función compleja) 

Una relación  𝑔  de S x T es una función si ∀u ∈ S, ∃!w ∈ T tal que (u,w) ∈ S x T 
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Notación 2.2.2.1 

1) 𝑔: S → T denota una función de S x T (o de S en T).  

2) Un elemento de T es denotado por g(z). 

3) w = 𝑔(u) denota la regla de correspondencia entre los pares ordenados. 

Observación 2.2.2.1 

1) El conjunto S se llama dominio de g y se denota como 𝐷(𝑔) 𝑜 𝐷𝑔.  

2) La imagen de 𝑔 = {w ∈ T/ ∃u ∈ S tal que w = 𝑔(u)}. 

Definición 2.2.2.3. (Función sobreyectiva)  

Si para todo w ∈ T existe u ∈ S tal que w = 𝑔(u) se dice que g es una función 

sobreyectiva. 

Definición 2.2.2.4. (Función inyectiva) 

Sean  w1, w2 ∈ ℂ . Decimos que g es inyectiva si  w1 ≠ w2 entonces  𝑔( w1) ≠

𝑔(w2). 

Observación 2.2.2.2 

Una regla que asigne a cada w ∈ S más de un elemento en T se llama una función 

multiforme o de varios valores. 

Propiedad 2.2.2.1 

1) Si w = 𝑔(u), u = x + iy entonces Re(w) y Im(w) son funciones de las variables 

en x e y, es decir, w = 𝑔(u) = w1(x, y) + iw2(x, y) 
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2) Dos funciones  w1(x, y) = w1, w2(x, y) = w2 de las variables x, y define una 

función de variable compleja, es decir w = 𝑔(u) = w1 + iw2 con w = x + iy. 

Ejemplo 2.2.2.1. Sea w1(x, y) =
x

x2+y2
 y   w2(x, y) =

y

x2+y2
 definir la función  

w = w1(x, y) + iw2(x, y) 

              =
x

x2 + y2
+ i

y

x2 + y2
=
x + iy

x2 + y2
=

w

ww̅
=
1

w̅
 

2.2.3.  Topología en los complejos  

Se definen vecindades, abiertos y cerrados en los complejos. Así mismo, compactos 

en los complejos. Algunos textos consultados se citan en la bibliografía, como 

(Ahlfors, 1979), (Bartle, 1992) , y (Marsden, 1987).  

Definición 2.2.3.1. (Vecindad en los complejos) 

Sea w0 ∈ ℂ. Una vecindad de w0 de radio r > 0 denotada por Vr(w0) se define  

Vr(w0) = {w ∈ ℂ/d(w,w0) = |z − z0| < r}. 

Definición 2.2.3.2. (Punto interior en los complejos) 

Sea w0 ∈ S ⊂ ℂ,  w0 es un punto interior de S, si existe r > 0 tal que Vr(w0) ⊂ S. 

 Definición 2.2.3.3. (Conjunto abierto en los complejos) 

El conjunto S ⊂ ℂ es abierto si todos sus puntos interiores lo son. 
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Definición 2.2.3.4. (Punto de acumulación en los complejos) 

Sea w0 ∈ ℂ, z0 es un punto de acumulación de S ⊂ ℂ sí toda vecindad de w0  

contiene al menos un punto w ∈ S tal que w0 ≠ w. 

Definición 2.2.3.5. (Conjunto compacto en los complejos) 

 S ⊂ ℂ es un conjunto compacto si todo subconjunto de S contiene un punto de 

acumulación de S. 

Definición 2.2.3.6. (Conjunto cerrado en los complejos) 

S ⊂ ℂ es un conjunto cerrado si contiene todos sus puntos de acumulación. 

2.2.4. Límite y continuidad en los complejos 

Se definen sobre el Límite y continuidad en los complejos. Así mismo, continuidad 

uniforme y función acotada. Algunos textos consultados se citan en la bibliografía, 

como  (Conway,1978), (Gong, 2007 ) y (Marsden, 1987 ). 

Definición 2.2.4.1. (Limite en los complejos).  

Sea S ⊂ ℂ, 𝑔: S → ℂ una función y w0  es un punto de acumulación de S. Diremos 

que g tiene límite L cuando z tiende a z0, si  ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 talque si   

 w ∈ S, 0 < |w − w0| < δ entonces |𝑔(w) − L| < ε. 

Notación 2.2.4.1 

lim
w→w0

f(w) = L 
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Definición 2.2.4.2. (Continuidad en los complejos) 

Sean S ⊂ ℂ abierto, g: S → ℂ una función compleja. Diremos que g es una función continua 

en w0 ∈ S  si  lim
w→w0

g(w) = g( w0). 

Observación 2.2.4.1. 

1)  g es continua en w0 si  lim
w→w0

𝑔(w) = 𝑔(w0) ó lim
h→0

𝑔(w0 + h) = 𝑔(w0). 

2)  lim
w→w0

𝑔(z) = L ∈ ℂ si lim
n→∞

𝑔(wn) = L, ∀ (wn)n∈ℕ en S\{ w0} tal que wn → w0. 

Proposición 2.2.4.1. Sean 𝑔: S → ℂ es una función continua en   w0 ∈ S entonces |𝑔| 

es continua en w0. 

Prueba 

Por hipótesis 𝑔: S ⊂ ℂ → ℂ es continua en z0 ∈ S entonces ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tal que 

 |𝑔(w) − 𝑔(w0)| < ε, si |w − w0| < δ. Pero ||𝑔(w)| − |𝑔(w0)|| ≤ |𝑔(w) −

𝑔(w0)|. Entonces ∀ε > 0, ∃δ > 0 tal que |w − w0| < δ ⟹ ||𝑔(w)| − |𝑔(w0)|| < ε. 

Por lo tanto |𝑔| continua en w0, ∀ w0 ∈ ℂ. 

Definición 2.2.4.3. (Continuidad uniforme) 

La función 𝑔: S ⊂ ℂ → ℂ es uniformemente continua en S si ∀ ε > 0 y ∀ w ∈ S 

  ∃δ(ε) = δ > 0 tal que |w − w0| < δ entonces |𝑔(w) − 𝑔(w0)| < ε 

Observación 2.2.4.2 

1) Si g es uniformemente continua entonces g es continua. 

2) Si g es continua entonces g no es necesariamente uniformemente continua. 
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Definición 2.2.4.4. (Función acotada) 

𝑔: S ⊂ ℂ → ℂ es acotada si existe A > 0 tal que |f(w)| ≤ A, ∀ w ∈ S. 

Proposición 2.2.4.2. Sean 𝑔: S ⊂ ℂ → ℂ una función continua, S cerrada y acotada. 

Entonces g es acotada.  

Prueba  

Supongamos que f no es acotada entonces existe (wn)n∈ℕ en S tal que |𝑔(wn)| ≥ 2
n. 

Por el teorema de Bolzano-Weierstress, la sucesión {wn, n ∈ ℕ} tiene punto de 

acumulación en S entonces existe α ∈ C tal que wn → α. Luego 𝑔(wn) → 𝑔(α) ∈ ℂ. 

Por lo tanto, g es acotada. 

Propiedad 2.2.4.1 

Sean 𝑔1: ℂ → ℂ y 𝑔2: ℂ → ℂ funciones continuas. Entonces  

1) 𝑔1 + 𝑔2  es continua 

2) 𝑔1 − 𝑔2  es continua  

3) 𝑔1. 𝑔2  es continua 

4) 
1

𝑔
 es continua ∀w ∈ S tal que 𝑔(w) ≠ 0 

Ejemplo 2.2.4.1. Si  𝑔1y 𝑔2 son continuas entonces  𝑔1. 𝑔2 es continua.  

Prueba  

Afirmación: 𝑔1. 𝑔2 es continua, es decir ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε) > 0 tal que 

 |(𝑔1w+ h)𝑔2(w + h) − 𝑔1(w)𝑔2(w)| < ε, siempre que |h| < δ.   
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En efecto, puesto que 𝑔1 y g son continuas en z ∈ S entonces  

 |𝑔1(w + h)𝑔2(w + h) − 𝑔1(w)𝑔2(w)| =    

= |𝑔1(w + h)𝑔2(w + h) − 𝑔1(w + h)𝑔2(w) + 𝑔1(w + h)𝑔2(w) − 𝑔1(w)𝑔2(w)|  ≤  

≤ |𝑔1(w + h)||𝑔2(w + h) − 𝑔2(w)| + |𝑔2(w)||𝑔1(w + h) − 𝑔1(w)| < ε , ∀ε > 0  

siempre que |h| < δ.  

2.2.5. Derivadas en los complejos 

Se define la derivada en los complejos y propiedades. Así mismo, proposiciones. 

Algunos textos consultados se citan en la bibliografía, como (Camargo, 2005) 

,(Gamelin, 2001) , (Gelbaum, 1992), y ( Marsden, 1987). 

Definición 2.2.5.1. (Derivada) 

Sean S ⊂ ℂ un conjunto abierto y 𝑔: S →  ℂ una función. Diremos que g es 

diferenciable es w si existe el limite  

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑔(𝑤 + ℎ) − 𝑔(𝑤)

ℎ
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑤→0

∆𝑔

∆𝑤
=𝐴. 

A ∈ ℂ se denomina la derivada de g en w. 

Notación 2.2.5.1. 

La derivada de g se denota por 𝑔′(w) 

Observación 2.2.5.1. 

1) 𝑔′(w) = lim
∆w→0

∆𝑔

∆𝑤
=A … (1) 
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2) Si ε =
∆𝑔

∆𝑤
− A entonces lim

∆w→0
ε = lim

∆z→0
(
∆𝑔

∆𝑤
− A) = 0  

Así mismo, ∆𝑔 = 𝑔(w + ∆𝑔) − g(w) = A∆w + ∆wε = A∆w + ∆z(∆w)  

Por lo tanto lim
∆w→0

(∆w) = 0  ...(2) 

3) Las expresiones (1) y (2) son equivalentes. 

4) La función g es diferenciable si ∃A ∈ ℂ tal que ∆𝑔 = ∆w+ ∆w(∆w) ⟺  ∃A =

𝑔′(w) talque   𝑔(w + h) − 𝑔(w) = 𝑔′(w)h + h(h) de donde lim
h→0

(h) = 0 

5) La diferencial de 𝑔: S ⊂ ℂ → ℂ se define como  

d𝑔 = 𝑔′(w)∆w 

Propiedades 2.2.5.1 

1) Si 𝑔 es la función constante entonces 𝑔′(w) = 0. 

2) Si α es un escalar y g es diferenciable en w0 entonces α𝑔  es diferenciable en w0. 

Propiedades 2.2.5.2 

 Si f, g: S ⊂ ℂ → ℂ son funciones diferenciables en z0. Entonces 

 1) g1 + g2 es diferenciable en w0 y (g1 + g2)
′(w0) = g1

′(w0) + g2′(w0). 

2) g1 − g2 es diferenciable en w0 y (g1 − g2)
′(w0) = g1

′(w0) − g2′(w0). 

3) g1. g2 es diferenciable en w0,  y (g1. g2)
′(w0) = g1(w0)g2

′(w0) +

g2(w0)g1′(w0). 

4) (
1

g
) es diferenciable en w0, para g(w0) ≠ 0, y (

1

g
)
′
(w0) = −

g′(w0)

[g(w0)]
2. 
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5) (gn) es diferenciable en w0 y (gn)′(w0) = n(g
n−1)g′(w0). 

Ejemplo 2.2.5.1. Hallar g′(w)  si f(w) = wn 

Solución  

g′(w) = lim
∆w→∞

g(w + ∆w) − g(w)

∆w
= lim

∆w→∞

(w + ∆w)n −wn

∆w
 

          = lim
∆w→∞

(
n
0
)wn + (

n
1
)wn−1∆w + (

n
2
)wn−2∆w2 +⋯∆wn −wn

∆w
 

lim
∆w→∞

((
n
1
)wn−1 + (

n
2
)wn−2∆w+⋯+ ∆wn) = nwn−1 

Ejemplo 2.2.5.2. Sea g: ℂ →  ℂ  talque g(w) = |w|2. Mostrar que g es continua y g no 

es derivable en w ≠ 0. 

Solución  

Como |w| es continua y el producto de funciones continuas. Entonces 

 f(w) = |w||w| = |w|2  es continua. 

Afirmación: lim
n→∞

f(w)−f(w0)

w−w0
, no existe en w0 ≠ 0 en efecto, 

f(w) − f(w0)

w − w0
=
|w|2 − |w0|

2

w− w0
=
ww̅ − w0w0̅̅ ̅̅

w − w0
 

=
ww̅ − w̅w0 + w̅w0 −w0w̅0

w −w0
 

=
w̅(w − w0) + w0(w̅ − w0)

w − w0
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= w̅ + w0 (
w̅ − w0
w− w0

) 

= w̅ + w0
|w − w0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |

w − w0
[cos [arg(w − w0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]] 

= w̅ + w0

|w −w0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |

w − w0

[cos[arg(w −w0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − arg(w − w0)] + sen[arg(w − w0)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − arg (w − w0)]],w

≠ w0  

= w̅ + w0[cos(2β) − sen(2β)], en que β =  arg (w − w0)  

Pero, lim
w→w0

(cos(2β) − sen(2β)), no existe w0 ≠ 0 

Por lo tanto lim
w→w0

f(w)−f(w0)

w−w0
, no existe w0 ≠ 0 

Proposición 2.2.5.1. Sea   g: S ⊂ ℂ → ℂ    tal que    g(w) = u + iv con u = (x, y),   

v = (x, y). Si g es diferenciable en w = x + iy entonces son diferenciables 

ux, uy, vx y vy en w y se cumple ux = vy , uy = −vx. 

Prueba 

∆u = u(x + ∆x, y + ∆y) − u(x, y) 

∆v = v(x + ∆x, y + ∆y) − v(x, y) 

A = α + iβ 

∆w(∆w) = ρ(ρ1 + iρ2), donde ρ1 → 0, ρ2 → 0, siempre que ρ = √(∆x)2 + (∆y)2 → 0 

Si f es diferenciable y g′(w) = A con ∆w = ∆x + i∆y, ∆g = A∆w+ ∆w(∆w)  con   

(∆w) → 0 si ∆w → 0. Luego ∆u + i∆v = (α + iβ)(∆x + i∆y) + ρ(ρ1 + ρ2) 
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Igualdad las partes reales e imaginarias se tiene,  

∆u = α∆x − β∆y + ρ(ρ1)  con  ρ1 → 0, si ρ → 0 

∆v = α∆y − β∆x + ρ(ρ2)  con  ρ2 → 0, si ρ → 0 

Entonces u  y v son diferenciables, además  

lim
∆x→0

∆u

∆x
= lim

∆x→0
(α −

β∆y

∆x
+
ρ(ρ1)

∆x
) 

En particular si ∆y = 0 entonces lim
∆x→0

∆v

∆x
= α = ux 

Así mismo, 

lim
∆y→0

∆u

∆y
= lim

△x→0
(
α∆x

∆y
− β +

ρ(ρ1)

∆x
) 

En particular si ∆x = 0 entonces lim
∆y→0

∆u

∆y
= −β = uy . 

Análogamente tenemos 

lim
∆x→0

∆v

∆x
= β ;   lim

∆y→0

∆v

∆y
= α 

Por lo tanto 

ux =
∂u

∂x
= α =

∂v

∂y
= vy         

 vy =
∂u

∂y
= −β = −

∂v

∂x
= −vx 
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Observación 2.2.5.2 

1)  Las condiciones ux = vy y  uy = −vx, qué relacionan las partes reales e 

imaginarias de g(w) = u + iv son denominadas las funciones de Cauchy-Riemann 

2)  g′(w) = ux + ivx = vy − iuy 

Proposición 2.2.5.2. Si u(x, y)   y  v(x, y) son funciones diferenciales en  (x, y) y 

 ux = vy y  uy = −vx continuas en (x, y) tal que ux = vy  y  uy = −vx. Entonces,  

g(w) = u + iv es diferenciable respecto a w = x + iy  y  g′(w) = ux + ivx = uy −

vx . 

Prueba 

Si u y v son diferenciables en (x, y), entonces  

  ∆u = ux∆x + uy∆y + ρ(ρ1),  

∆v = vx∆x + vy∆y + ρ(ρ2) 

donde ρ1 → 0  y  ρ2 → 0,   si ρ = √(∆x)2 + (∆y)2 → 0 

Entonces  

∆u + i∆v = ux∆x + uy∆y + ρ(ρ1) + ivx∆x + ivy∆y + iρ(ρ2) 

= (ux + ivx)∆x + (uy + ivy)vy + ρ(ρ)   

de donde,  (ρ) = ρ1 + iρ2  

Puesto que ux = vyy  uy = −vx, se tiene 

∆u + i∆v = (ux + ivx)∆x + (−vx + iux)vy + ρ(ρ) = (ux + ivx)(∆x + i∆y) + ρ(ρ) 
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Entonces ∆g = A∆z + ρ(ρ) donde (ρ) → 0, si ρ → 0 

Por lo tanto, g es diferenciable en w = x + iy y g′(z) = A = ux + ivx 

Observación 2.2.5.3 

1) La existencia de las derivadas parciales ux  y uy, vx y vy no implica que u y v son 

diferenciables. 

2) Si ux y vy  existen y son continuas en una vecindad de (x, y) entonces u y v son 

diferenciables. 

3) Sea la función  g: S ⊂ ℂ → ℂ  tal que g(w) = u(x, y) + iv(x, y) de donde w = x +

iy.  

g es diferenciable si y solo si u y v son diferenciables y se cumple la ecuación de 

Cauchy-Riemann, además  

 

{
ux = vy   
uy = −vx

 

 Además,  g′(w) = (ux) + i(vy) 

2.2.6. Funciones analíticas 

Se definen funciones analíticas, entera y armónica. Así mismo, la ecuación de 

Cauchy-Riemann. Algunos textos consultados se citan en la bibliografía, como (Ávila, 

2011), (Marsden, 1987), (Rudin, 1979).  
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Definición 2.2.6.1. (Función analítica) 

Sea S un dominio, S ⊂ ℂ abierto y conexo. La función g: S → ℂ es analítica si g es 

diferenciable en w, ∀w ∈ ℂ. 

Observación 2.2.6.1 

1) g es analítica en w0 ∈ S si g es diferenciable en una vecindad de w0. 

V 

U

S
0

V(w )

0
w•

g

g(w )
0•

1
x

2
x

 

Figura 3. Imagen de la función en un punto w0 

Definición 2.2.6.2. (Funciones analíticas por medio de la ecuación de Cauchy-

Riemann) 

La función compleja g: S ⊂ ℂ → ℂ es analítica en S si u y v son diferenciables tal que   

ux = vy  , uy = −vx  en S. 

 

Propiedades 2.2.6.1 

Si g y h son analíticas, entonces se cumple lo siguiente: 

1)  g + h son funciones analíticas   

2)  g − h son funciones analíticas 
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3)  g ∙ h son funciones analíticas 

4)  
g

h
  son funciones analíticas en los puntos w ∈ S para lo cuales h(w) ≠ 0 

Definición 2.2.6.3. (Función entera) 

Una función g: ℂ → ℂ, es entera si g es analítica en ℂ, es decir, g es analítica en w 

para todo  w ∈ ℂ. 

Observación 2.2.6.2. 

La función holomorfa es una función de variable compleja que es analítica y que está 

definida en un conjunto abierto y conexo. 

Ejemplo 2.2.6.1. Sea g: ℂ → ℂ tal que f(z) = |x2 − y2| + 2i|xy|. 

Determine los conjuntos, si existen, donde la función g es analítica.  

Solución  

 Sean las funciones 

u(u, y) = |x2 − y2| =

{
 
 

 
 x

2 − y2 , si x > 0, y > 0 , x2 > y2

x2 − y2, si x < 0, y > 0 , x2 > y2

x2 − y2, si x < 0, y < 0 , x2 > y2

x2 − y2, si x > 0, y < 0 , x2 > y2

  

v(x, y) = 2|xy| = 2{

xy, x > 0, y > 0
xy, x < 0, y < 0
−xy, x < 0, y > 0
−xy, x > 0, y < 0

 

si u(x, y) = x2 − y2, x2 − y2 > 0, x2 > y2, x > 0, y > 0 

v(x, y) = 2xy, x > 0, y > 0 
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Entonces se tiene 

ux = 2x,       vx = 2y  son continuas 

uy = −2y,    vy = 2x  son continuas 

Por lo tanto g(z) = |x2 − y2| → 2i|xy| es diferenciable en  

S1 = {z = x + iy:  x
2 > y2, x > 0, y > 0}, 

es decir, g es analítica en 𝑆1. Si u(x, y) = x2 − y2, x < 0, y > 0 y  x2 > y2 ;  

y  v(x, y) = −2xy,    x < 0, y > 0. 

Entonces se tiene 

ux = 2x,       vx = −2y son continuas          uy = −2y,    vy = −2x son continuas 

Por lo tanto g(z) = |x2 − y2| → 2i|xy| 

es diferenciable en  

𝑆2 = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦:  𝑥2 > 𝑦2, 𝑥 < 0, 𝑦 > 0} 

1
S

2
S

3
S

4
S

x
1

x
2

 

Figura 4. Conjunto la función compleja es analítica 
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Definición 2.2.6.4. (Función armónica) 

Sea u: S ⊂ ℂ → ℝ. La función u es armónica si u tiene derivadas parciales de 1ro y 2do 

orden continuas y además 

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. 

Definición 2.2.6.5. (Conjugada armónica) 

Si u = u(x, y); v = v(x, y) son armónicas, así como las ecuaciones de Cauchy-

Rieman se cumplen, entonces las funciones u y v se denomina un par de conjugadas 

armónicas. 

Definición 2.2.6.6. (Relación de función analítica y armónicas) 

Si g(z) = u + iv es analítica sobre un conjunto abierto y conexo entonces u y v son 

armónicas. 

Ejemplo 2.2.6.3. Determinar si la función g(w) = w2w̅ es una función entera 

Solución 

Si w = x + iy entonces  

f(w) = (x + iy)2(x − iy) = (x2 + y2 + 2ixy)(x − iy) 

        = x3 − xy2 + 2ix2y − ix2y + iy3 + 2xy2 = x3 + xy2 + i(x2y + y3) 

Sea u = x3 + xy2;   v = x2y + y3. Entonces. 

 
∂u

∂x
= 3x2 + y2 
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∂v

∂x
= x2 + 3y2 

 
∂u

∂y
= 2xy 

  
∂v

∂y
= 2xy  

Por la ecuación de Cauchy-Riemann tenemos 

3x2 + y2 = x2 + 3y2;⟹ x = y ó x = −y 

                                  2xy = −2xy ⟹ x = 0 ó y = 0 

Entonces g solo es diferenciable en el punto w = 0 y por lo tanto no es analítica en 

ningún punto y tampoco es entera. 

2.2.6.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares  

Sea w = reiφ y la función compleja  g(w) = u(r, φ) + iv(r, φ). Por hipótesis de las 

ecuaciones de Cauchy- Riemann tenemos 

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,     

∂u

∂y
= −

∂v

∂x
 

donde 

{

u = u(x, y)

v = v(x, y)
x = rcosφ
y = rsenφ

 

Aplicando derivadas parciales tenemos 
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∂u

∂φ
=
∂u

∂x

∂x

∂φ
+
∂u

∂y

∂y

∂φ
=
−∂u

∂x
rsenφ +

∂u

∂y
rcosφ = −r(

∂u

∂x
senφ −

∂u

∂y
cosφ) 

= −r (
∂u

∂y
senφ −

∂v

∂x
cosφ)……………(1) 

∂v

∂r
=
∂v

∂x

∂x

∂r
+
∂v

∂y

∂y

∂r
=
∂v

∂x
cosφ +

∂u

∂y
senφ =

∂u

∂x
senφ +

∂v

∂x
cosφ   …………(2) 

De (1) y (2) tenemos 

∂v

∂φ
= −

1

r

∂u

∂r
 

Así mismo, utilizando las Ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos  

∂u

∂r
=
∂u

∂x

∂x

∂r
+
∂u

∂y

∂y

∂r
=
∂v

∂y

∂x

∂r
−
∂v

∂y

∂y

∂r
=
∂v

∂y
cosφ −

∂v

∂x
senφ                                  (3) 

∂u

∂φ
=
∂v

∂x

∂x

∂φ
+
∂v

∂y

∂y

∂φ
= −

∂v

∂x
rsenφ +

∂v

∂y
rcosφ = r (

∂v

∂y
cosφ −

∂v

∂x
senφ)      (4) 

De (3) y (4) tenemos 
∂u

∂r
=
1

r

∂v

∂φ
 

2.3 Marco conceptual  

Para el análisis de nuestras variables de estudio, introducimos algunas definiciones de 

la integral compleja singularidades y residuos. También se definen la transformada de 

Laplace. Algunos textos consultados se citan en la bibliografía, como (De Amo, 

2018), (Doetsch, 1974), (Freitag, 2005), (Gamelin, 2001), (Marsden, 1987), (Mitrinovic, 

1966) y (Silverman, 1984).  
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2.3.1. Integración compleja 

Definición 2.3.1.1. (Curva en ℂ ) 

Una curva en ℂ es una función γ ∶   [a, b]   →     ℂ 

                                                                  t →  γ(t) = w 

Definición 2.3.1.2. (Curva cerrada en ℂ) 

Una curva en ℂ es cerrada si  γ(a) = γ(b) 

Definición 2.3.1.3. (Camino en ℂ) 

Un camino es una curva en ℂ continuamente diferenciable por tramos.  

Definición 2.3.1.4. (Integral en ℂ)    

Sean γ: [a, b] →   ℂ  un camino, γ∗ la imagen de γ, g: γ∗ →   ℂ  continua sobre γ∗. La 

integral de g sobre γ se define por  

∫g(w)dw

.

γ

= ∫ g(γ(t))γ′(t)dt
b

a

 

Observación 2.3.1.1. 

 Si g(w) =  u(x, y) + iv(x, v) entonces  

∫g(w)dw

 

γ

= ∫ ( u(x, y) + iv(x, v) )(dx + idy)
b

a

 

Definición 2.3.1.5. (Camino opuesto en ℂ) 

Sea γ ∶ [0,1] →   ℂ  un camino. El camino opuesto a γ se define por  

γ1(t) = γ(1 − t), 0 ≤ t ≤ 1 
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Ejemplo 2.3.1.1. Sea γ: [0,1] → ℂ un camino tal que γ(t) = e2πti . Entonces γ es un 

camino cerrado porque en punto inicial y el punto final coinciden y |γ(t)| = 1. El 

camino opuesto a γ es: 

 γ1(t) = γ(1 − t) = e2πi(1−t) = e2πie−2πit = e−2πit 

Por lo tanto β1(t) = e
−2πit es un camino opuesto a β. 

 

 

 

Figura 5. β1 es un camino opuesto a β  

Observación 2.3.1.2 

 En general, si γ: [𝑎, b] →  ℂ es un camino complejo, definimos el camino opuesto a γ 

como γ1(t) = γ(𝑏𝑡𝑎 − 1), a ≤ t ≤ b, donde γ(𝑎) punto inicial de γ y γ(b)  es punto 

inicial de γ1, y γ(b) punto final de γ y γ(b)  es el punto final de γ1. 

Definición 2.3.1.6 (Antiderivada) 

Sea U ⊂ ℂ abierto y g: U → ℂ una función, la función G: U → ℂ es una primitiva o 

anterivada de g si G′(x) = g(x) en U. 
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Ejemplo 2.3.1.2.(Cálculo de la derivada) 

1) Si g(w) = ew entonces G(w) = ew + c, ∀ c ∈ ℝ es una antiderivada de g, porque 

G′(w) = ew = g(w). 

2) Si g(z) = senh(w) entonces G(w) = cos h(w) + c, ∀ c ∈ ℝ es una antiderivada 

porque G′(x) = senh(w) = g(w). 

Definición 2.3.1.7. (Índice con respecto a 𝛄) 

Sea γ un camino cerrado,  w ∉  γ∗. El índice de w con respecto a γ,  denotado por 

Indγ(w), se define  

Indγ(w) =
1

2πi
∫

dξ

ξ − w
 

 Observación 2.3.1.3 

1) Indγ(w) es una función de ξ.   

2) Indγ(w) es constante sobre cada componente acotada de ℂ \ γ∗. 

3) Indγ(w) es cero sobre la componente no acotada. 

4) Geométricamente el Indγ(w) representa el número de vueltas queda alrededor de 

w. 

Ejemplo 2.3.1.3. Sea γ un camino tal que γ(t) = eit, 0 ≤ t ≤ 4π. Hallar el Indγ(0).  

Solución  

Indγ(0) =
1

2πi
∫

dξ

ξ − 0

4π

0

=
1

2πi
∫

ieit 

eit

4π

0

dt = 2 
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Observación 2.3.1.4. 

1) Sea U ⊂ ℂ abierto, γ un camino cerrado en U tal que Indγ(w) = 0   ∀ w ∉ U. 

Sea w ∈ U y   w ∉ γ∗. Entonces 

Indγ(w) =
1

2πi
∫

dv

v − w

 

γ

   

⟹     g(w) Indγ(w) =
1

2πi
∫
  𝑔(v)

v − w

 

γ

dv 

       𝑔𝑛(w) Indγ(w) =
n!

2πi
∫

  𝑔(v)

(v − w)n+1

 

γ

dv 

2) Sea U ⊂ ℂ abierto y D = {w ∈ ℂ: r2 ≤ |w −w0| ≤ r1, 0 < r1 < r2  } talque  D ⊂

ℂ. Sea  Γi = {w: |w − w0| ≤ ri, i = 1,2  }, r1 ≤ |w −w0| ≤ r2,   y   𝑔: U →

ℂ analítica en D. Entonces 

𝑔(w) =
1

2πi
∫

  𝑔(v)

(v − w)

 

Γ2

dw =
1

2πi
∫

  𝑔(v)

(v − w)

 

Γ1

dv 

2
r

1
r

1
x

2
x

 

Figura 6. Radio de serie de Laurent 
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2.3.2. Singularidades y Residuos en los complejos  

Definición 2.3.2.1. (Singularidades)  

Diremos que un punto w0 es una singularidad de una función g si existe una vecindad  

de w0 tal que g es analítica e inyectiva son excepciones del punto w0 . 

Definición 2.3.2.2. (Singularidad aislada) 

Sea U ⊂ ℂ   abierto, w0 ∈ U. Si 𝑔 ∶ U → ℂ    es analítica sobre U \ { w0}. Entonces 

w0 es una singularidad aislada de g. 

Ejemplo 2.3.2.2. (Singularidad aislada) 

1) Si  𝑔(w) =  
Z4

1+Z4
 entonces wh = cos (

π+2hπ

n
) + isen (

π+2hπ

n
) para h = 0, 1, 2, 3, 

son singularidades aisladas de 𝑔. 

w
0

w
1

w
2

w
3

1
x

2
x

 
Figura 7. Singularidades aisladas 

2)  Sea  g(w) =  
ew

w(1−e−w)
. Entonces g no es analítica, analizando el conjunto   

{w ∈ ℂ: w = 0  ∨   e−t = 1 } = {w ∈ ℂ: w = 0  ∨   w = 2hπ,   ∀ h ∈ ℤ} 

  Entonces las singularidades aisladas de  g son w = 0 y w = 2hπi, ∀ h ∈ ℤ\{0}. 
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Ejemplo 2.3.2.2. La función 𝑔(𝑤) =
𝑒𝑤

𝑠𝑒𝑛(𝑤)
 tiene como singularidad aislada los 

puntos w = πh, h ∈ ℤ, una vez que todos los múltiplos de π son ceros del 

denominador. 

Ejemplo 2.3.2.3. Analizando la función g(w) =
sen(w)

w
 en cuanto a su desarrollo es 

una serie de Laurent. Sabemos que  

g(w) = sen(w) = w −
w3

3!
+
w5

5!
−
w7

7!
+ ⋯ 

Multiplicando g por 
1

w
, obtenemos  

g(w) =
1

w
[w −

w3

3!
+
w5

5!
−
w7

7!
+ ⋯ ] = 1 −

w2

3!
+
w4

5!
−
w6

7!
+ ⋯ 

Observaciones 2.3.2.1. 

1)  La función g(w) =
sen(w)

w
  no está definida en w = 0 y por tanto   no es analítica 

en ese punto. 

2) La expansión de g es serie de Laurent nos permite obtener g(0) = 1. 

Definición 2.3.2.3. (Singularidad removible) 

Un punto z0 es una singularidad removible de g si, en  

g(w) = ∑
a−n

(w − w0 )n
+∑an(w − w0)

n

∞

n=0

∞

 n=1

, a−n = 0, ∀ n ≥ 1 

Ejemplo 2.3.2.4. Considerando la función g(w) =
sen(w)

w2
, determinemos su 

desarrollo en serie de Laurent. Tenemos 
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g(w) =
1

w2
[w −

w3

3!
+
w5

5!
−
w7

7!
+ ⋯ ] =

1

w
−
w

3!
+
w3

5!
−
w5

7!
+ ⋯

=
1

w
+∑

(−1)n

(2n + 1)
w2n+1

∞

n=1

 

Observación 2.3.2.2. 

1) La parte principal de la serie no está definida para w = 0 y la parte analítica es 

válida en |w| < ∞.  

2) La serie de Laurent es válida el dominio anular 0 < |w| < ∞. La parte principal 

contiene un término nulo. En este caso llamamos w = 0 polo simple de g. 

Generalizando, se tiene  

g(w) =
a−1

w−w0
+ a0 + a1(w − w0) + a2(w − w0)

2 +⋯ 

Entonces w = w0 es un polo simple de g, porque a−1 ≠ 0 y el ultimo coeficiente no 

nulo de la parte principal de la serie de Laurent de g. 

Definición 2.3.2.4. (Polo de orden n) 

Llamamos w = w0 un polo de orden n de g, cuando el último coeficiente no nulo de 

la parte principal de la serie de Laurent de g para a−n para ∀ n ≥ 1  es decir, cuando  

a−n
(w − w0)n

+
a−(n−1)

(w − w0)n−1
+⋯+

a−1
(w − w0)1

+ a0 + a1(w − w0) + ⋯ 

Ejemplo 2.3.2.5. El punto w = 1  es un polo de orden 4 de la función 

f(w) =
2

(w − 1)4(w − 3)
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Desarrollando g en serie de Laurent en términos de w− 1 tenemos  

2

(w − 1)4(w − 3)
=

2

(w − 1)4
2

−2 + (w − 1)
=

2

(w − 1)4
2

−2(1 − (
w− 1
2 ))

 

   =
2

(w − 1)4
(
1

−2
) [1 +

w − 1

2
+
(w − 1)2

2
+
(w − 1)3

2
+⋯] 

   =
2

(w − 1)4
[−
1

2
−
w − 1

22
−
(w − 1)2

23
−
(w − 1)3

24
−⋯] 

   = −
1

(w − 1)4
−

1

2(w − 1)3
−

1

4(w − 1)2
−

1

8(w − 1)1
−
1

16
− ⋯ 

Observación 2.3.2.3. 

 a−4 = −1 ≠ 0. Luego w = 1 es un polo de orden 4.  

Definición 2.3.2.5. (Polo de orden m) 

Ejemplo 2.3.2.6. Desarrollaremos la función g(w) = exp (
2

w
) en serie de Laurent es 

un dominio angular 0 < |w| < ∞.  

Sabemos que exp (w) = 1 + w +
w2

2!
+
w3

3!
+
w4

4!
+⋯ para obtener la serie deseada, 

basta sustituir w por 
2

w
, w ≠ 0 en el desarrollo anterior. Del mismo modo  

exp (
2

w
) = 1 +

2

w
+

22

2!w2
+

23

3!w3
+

24

4!w4
+⋯ para 0 < |w| < ∞. 
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2.3.3. Ceros de una función analítica  

Definición 2.3.3.1.  (Ceros de orden n) 

Una función analítica f tiene un cero de orden n en w0 si  

g(w0) = 0, g′(w0) = 0,… , g
(n−1)(w0) = 0     y   g(n)(w0) ≠ 0 

Observación 2.3.3.1.  

Una función f analítica en punto w0 tiene representación en serie de Taylor de centro  

w0, es decir, 

𝑔(𝑤) = ∑ 𝑎𝑛(𝑤 − 𝑤0)
𝑛∞

𝑛=0 , |𝑤 − 𝑤0| < 𝑟, 

y los coeficientes 

an =
g(n)(w0)

n!
, n = 0,1,2… 

Proposición 2.3.3.1. 

Sea g una función analítica y no constante en 𝐴 = {𝑤 ∈ ℂ: |𝑤 − 𝑤0| < 𝑟}. Una 

condición necesaria y suficiente para que 𝑤0 sea un cero de orden k dada la función g 

en la que exista una función analítica h sobre w0, con h(w0) ≠ 0 tal que 

g(w) = (w −w0)
kh(w). 

Ejemplo 2.3.3.1.  

La función g(w) = w2sen(w) tiene un cero de orden 3 en w = 0. En efecto,  

w2sen(w) = w2 (w −
w3

3!
+
w5

5!
−
w7

7!
+ ⋯) 
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y factorizando w es esta serie, tenemos que g(w) = w2sen(w) = w3h(w) donde 

h(w) = 1 −
w2

3!
+
w4

5!
−
w6

7!
+ ⋯ 

h es analítica en 0 y h(0) = 1. Por la proposición 2.3.3.1, w = 0 es un cero de orden 

3 de g. 

Ejemplo 2.3.3.2. 

La función g(w) = e2w − ew posee ceros simples para w = 2nπi, n = 0, ±1,±2,… 

luego se tiene que  

g(2nπi) = e2(2nπi) − e2nπi  = (e4πi)
n
− (e2πi)

n
 

= [cos(4π) + isen(4π)]n − [cos(2π) + isen(2π)]n 

                                             = (1 + 0i)n − (1 + 0i)n = 1n − 1n = 0 

2.3.4. Residuos en los complejos  

Si w0 es una singularidad aislada de una función g, su desarrollo en serie de Laurent 

está dada por  

g(w) = ∑
a−n

(w − w0)n

∞

n=1

+∑an(w − w0)
n

∞

n=1

 

y los coeficientes   𝑎𝑛 son dados por   

𝑎n =
1

2πi
∮

g(δ)

(δ − w0)n+1
dδ

 

γ

, 

donde 𝛾 es un camino cerrado en el anillo que rodea a  𝑤0 en sentido positivo 
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Definición 2.3.4.1. (Residuo) 

Sea g una función compleja que posee una singularidad aislada en w0. El coeficiente 

a−1 de la serie de Laurent de g se denomina residuo de g en el punto w0. 

Notación 2.3.4.1.  

El residuo de g en w0 se denota por Res(g,w0) 

Ejemplo 2.3.4.1. 

El desarrollo en la serie de Laurent de g(w) =
1

(w−1)2(w−3)
 centrada en w = 1, valida 

en el anillo 0 < |w − 1| < 2, esta dado por  

g(w) =
−1/2

(w − 1)2
+
−1/4

w − 1
−
1

8
−
w − 1

16
 

Es que a−1 = 1/4 por lo tanto, Res(g, 1) = −
1

4
 

 

 

2.3.5. Transformada de la Laplace 

Definición 2.3.5.1. (Transformada de Laplace) 

La transformada de Laplace de una función real definido en un intervalo [0,∞[ esta 

dada por 

ℒ{g(t)} = ∫ e−stg(t)dt

∞

0

= F(s) 

Cuando la integral impropia converge  
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Observación 2.3.5.1. 

La función k(s, t) = e−st se denomina núcleo de la transformada. 

Definición 2.3.5.2. (Transformada inversa de la Laplace) 

La función g(t) se denomina transformada inversa de Laplace y se denota por 

ℒ−1{F(s)}. 

Ejemplo 2.3.5.1.  La transformada de la función g: [0, ∞[→ ℝ definida por g(t) =

ekt esta dada por 

ℒ{ekt} = ∫ e−stektdt

∞

0

= lim
b→∞

∫e−(s−k)tdt

b

0

 

= lim
b→∞

[
e−(s−k)t

−s + k
]
0

b

= lim
b→∞

[
e−(s−k)b

−s + k
−

1

−s + k
] = 0 −

1

−s + k
 

=
1

s − k
= F(s), sis >  k 

Observación 2.3.5.2. 

Si s es una variable, es decir s = x + iy, entonces  

e−(s−k)b

−(s − k)
=
e−sbekb

−s + k
=
e−bx(cos(by) + isen(by))ekb 

k − s
 

y e−bx → 0 cuando b → ∞, si x > 0, luego ℒ{ekt} =
1

s−k
 cuando Re(s) > 0 
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Definición 2.3.5.3. (Continuidad por partes) 

Una función g es continua o por partes en un intervalo [a, b] si este puede ser 

particionado en un dominio de finito de subintervalos (ti, ti+1) de forma que  

a = t0 < t1 < t2 < ⋯ < tn = b tal que se cumple. 

1) g es continua en cada subintervalo abierto (ti, ti+1) 

2) Los limites laterales lim
t→ti

+
g(t)   y  lim

t→ti
−
g(t) , 0 ≤ i ≤ n − 1 existen y son finitos. 

Definición 2.3.5.4. (Orden exponencial) 

Diremos que una función g es de orden exponencial en [0,∞[ si existen constantes 

reales M > 0, T > 0 y k tal que  |g(t)| ≤ Mekt, ∀ t > T. 
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CAPITULO III 

MATERIALES Y MÉTODOS 

3.1. Tipo de investigación 

La tesis sobre el criterio residual de las funciones analíticas y sus aplicaciones, según 

el fin que se persigue, se considera de tipo básico. Esto nos motiva a investigar 

nuevos conocimientos dentro del campo del análisis complejo. En este informe, nos 

centramos en el estudio de funciones analíticas con singularidades en integrales de la 

forma 

∫ 𝑔(w)dw
  

𝛽

, 

donde U ⊂ ℂ es conjunto abierto, β es un camino cerrado en U, y g es analítica en 

 U\{z1, z2, … , zn, } , con zj , j = 1, n̅̅ ̅̅̅  representando singularidad aislada de g. 

3.2. Métodos 

Durante la elaboración de esta tesis, se emplearon los métodos lógico inductivo y 

deductivo para establecer el criterio residual de funciones analíticas y sus 

aplicaciones. El método deductivo fue utilizado para demostrar las condiciones del 

criterio residual, mientras que el método inductivo se aplicó mediante ejemplos de 

integrales reales y la transformada de Laplace. Además, como modelo de contraste y 

verificación, se utilizó el desarrollo de la serie de Laurent. 

3.2.1. Procedimiento del Método Deductivo 

1) Revisión bibliográfica 

Se realizó una revisión exhaustiva de libros, revistas especializadas y artículos 

científicos, los cuales, gracias a su confiabilidad, permitieron validar los conceptos 

fundamentales. A partir de esta revisión, se planteó un conjunto de proposiciones 
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sobre el criterio del residuo de las funciones analíticas, con el objetivo de buscar una 

solución adecuada. 

2) Deducción 

Se han determinado las reglas de deducción y definición del criterio de residuo de las 

funciones analíticas. Asimismo, se ha realizado el cambio del desarrollo de Taylor al 

desarrollo de Laurent, introduciendo nuevos términos y proposiciones en el proceso. 

3) Analogía 

Se han comparado las condiciones de la serie de Laurent con las del criterio residual, 

evaluando sus aplicaciones correspondientes. 

4) Generalización  

Se generalizó el criterio del residuo mediante teoremas, basándose en las reglas de 

deducción lógica. A partir de las proposiciones, se elaboró el coeficiente 

correspondiente, al cual se denominó residuo. 
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CAPITULO IV 

RESULTADOS 

4.1. Integral de Cauchy  

Proposición 4.1.1. Sea φ: [a1 , b1] → [a, b] inyectiva de clase C1 tal que φ(a1) = a,

φ(b1) = b y β: [a, b] → ℂ  un camino. Si β1 = γoφ entonces β1: [a1, b1] → ℂ  es un 

camino y   ∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝛽
= ∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤

 

𝛽1
 . 

Prueba 

Evaluando la integral en el camino γ1:  

∫𝑔(w)dw

 

𝛽1

= ∫𝑔(w)dw

 

β

= ∫ 𝑔(β1(t))

b1

a1

β′
1
(t)dt 

Sustituyendo  β1 = βoφ, obtenemos: 

     ∫ 𝑔(z)dz

 

β1

= ∫ 𝑔 (β(φ(t)))

b1

a1

β′(φ(t))φ′(t)dt 

Cambio de variable Límite de integración 

u = φ(t) 

du = φ′(t)dt 

t = a1 → u = a 

t = b1 → u = b 

 

Finalmente, vemos que: 
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∫𝑔(𝑤)𝑑𝑤

 

𝛽1

= ∫𝑔(𝛽(𝑢))

𝑎

𝑏

𝛽′(𝑢)𝑑𝑢 = ∫𝑔(𝑤)𝑑𝑤

 

𝛽

 

Por lo tanto, se concluye que: 

∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝛽
= ∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤

 

𝛽1
  …(4.1) 

Observación 4.1.1. 

Cuando se verifica la igualdad en 4. 1,  concluimos que los caminos  β y β1  son 

caminos equivalentes. 

Proposición 4.1.2. Si β: [a, b] →  ℂ  es un camino y β1 es el camino apuesto a β, 

entonces  

∫𝑔(𝑤)𝑑𝑤

 

𝛽1

= −∫𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝛽

 

Prueba  

Sea  β: [a, b] →  ℂ un camino y β1 el camino opuesto a β, entonces  

∫𝑔(𝑤)𝑑𝑤

 

𝛽1

= ∫ 𝑔(𝛽1(𝑡))𝛽
′
1
(𝑡)𝑑𝑡

1 

0

= −∫ 𝑔(𝛽(1 − 𝑡))𝛽′(1 − 𝑡)𝑑𝑡
1

0

= 

Cambio de variable Límite de integración 

s = 1 − t 

ds = −dt 

t = 0 → s = 1 

t = 1 → s = 0 
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= −∫ g(β(s))β′(s)dt
1

0

= −∫g(w)dw

 

𝛽

 

Por lo tanto  

∫g(w)dw

 

β1

= −∫g(w)dw
 

β

 

Proposición 4.1.3. Sea β: [a, b] → ℂ un camino y  𝑔: β∗ → ℂ una función continua 

entonces      |∫ g(w)dw
 

β
| ≤ ‖g‖∞ ∫ |β′(t)|

b

a
dt. 

Demostración  

Se sabe que        ‖𝑔‖∞ = 𝑚𝑎𝑥
𝑤∈𝛽∗

|𝑔(𝑤)| 

Usando propiedades de integral a lo largo de un camino, tenemos 

|∫g(w)dw
 

β

| = |∫ g(β(t))β′(t)dt

 

β

| ≤ ∫|g(β(t))||β′(t)|dt

b

a

 

Entonces  

|∫ g(w)dw
 

β

| ≤ max
a≤t≤b

|g(w)|∫|β′(t)|

b

a

dt = max
w∈γ∗

|g(w)|∫|β′(t)|

b

a

dt 

Por lo tanto  

|∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝛽
| ≤ ‖𝑔‖∞𝐿 , 

donde L = ∫ |β′(t)|
b

a
dt en la longitud β. 
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Ejemplo 4.1.1. Hallar longitud del camino definido por β(t) = w0 + re
it, 0 ≤ t ≤ 2π 

Solución 

Tenemos que β(t) = w0 + re
it. Entonces β′(t) = rieit . Por lo tanto  

L = ∫ |rieit|

2π

0

dt = r∫ dt

2π

0

= rt]0
2π = 2πr 

Ejemplo 4.1.2. 

Calcular ∫ Im(w2)dw
 

β
  donde β es una circunferencia de radio 1 talque  

−π ≤ arg (w) ≤ 0 

Solución 

Sea β(t) = eit, −π ≤ t ≤ 0 . Entonces, 

∫w Im(w2)dw

 

Γ

= ∫ 𝑔(𝛽(t))γ′(t)dt
0

−π

= ∫ Im(β(t)2)γ′(t)dt
0

−π

= ∫ eitIm(eit)
2
(eit)

′
dt

0

−π

 

= i∫ e2itIm(e2it)dt
0

−π

= i ∫e2it

0

−π

sen(2t)dt 

= i ∫(cos(2t) sen(2t) + isen2(2t))

0

−π
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=
i

2
∫sen(2t)

0

−π

d(sen(2t)) + i2 ∫
1 − cos(4t)

2

0

−π

 

=
i

4
sen2(2t)]

−π

0

− (
t

2
−
sen(4t)

8
)]
−π

0

=
π

2
 

Ejemplo 4.1.3. Calcular integral  

∫ w3

 

[0,1+i]

dw 

Solución 

Sea [w1, w2] = {γ(t) ∈ ℂ/ β(t) = (1 − t)w1 + tw2, t ∈ [0,1]}  

Entonces  

∫ w3dw

 

[0,1+i]

= ∫w3dw

 

β

= ∫(t(1 + i))
2
(t(1 + i))′dw

1

0

 

donde β(t) = t(1 + i) 

= ∫t3(1 + i)3(1 + i)dt

1

0

= (1 + i)4∫ t3dt

1

0

=
(1 + i)4t4

4
]
0

1

=
(1 + i)4

4
 

Proposición 4.1.4. 

∫ wndw

 

[w1,w2]

=
1

n + 1
(w2

n+1 −w1
n+1), n ≠ 1 
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Demostración  

∫ wndw

 

[w1,w2]

= ∫wndz

 

γ

= ∫((1 − t)w1 + tw2)
n
d((1 − t)w1 + tw2)

1

0

 

       =
((1 − t)w1 + tw2)

n+1

n + 1
]

0

1

 

       =
w2
n+1 −w1

n+1

n + 1
;   n ≠ 1 

Proposición 4.1.5. Sea 𝑔: U ⊂ ℂ → ℂ analítica y  𝑔′ continua sobre un intervalo U ⊂

ℂ abierto. Entonces ∫ 𝑔′(𝑤)𝑑𝑤
 

𝛽
= 0 , para todo camino cerrado en U. 

Demostración 

Sea β: [a, b] → ℂ  es un camino cerrado en U⊂ ℂ. Entonces  

∫𝑔′(w)dw

 

γ

= ∫ 𝑔′(𝛽(t))β′(t)dt

 b

a

 

      = ∫ 𝑔′(𝛽(𝑡))𝑑𝛽(𝑡)

 𝑏

𝑎

= 𝑔(𝛽(𝑡))]𝑎=𝑡
𝑏=𝑡  

      = 𝑔(𝛽(𝑎)) − 𝑔(𝛽(𝑏)) 

      = 𝑔(𝛽(𝑎)) − 𝑔(𝛽(𝑎)) = 0 

Ejemplo 4.1.4. Sean β: [a, b] → ℂ un camino cerrado en U⊂ ℂ y  g: ℂ → ℂ tal que  

𝑔(𝑤) = sen(w). Entonces  
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g′(w) = cos(w) 

Por lo tanto  

∫cos(w)dw

 

β

= 0 

 

Proposición 4.1.6. 

Sean  D ⊂ ℂ abierto y convexo, p ∈ U, 𝑔: D → ℂ continua en D y analítica sobre 

D/{p}. Entonces existe una función analítica G sobre D tal que  

G′(w) = 𝑔(𝑤). 

 

Demostración   

D

b w
0

w
1

 

Figura 8. D conjunto convexo y abierto 

Fijemos un punto 𝑏 ∈ D. Entonces el segmento [𝑏,w] ⊂ D porque D es convexo. 

Además, definamos la función g(w) como la integral  
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G(w) = ∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉

 

[𝑎,𝑤]

= ∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑤

𝑎

, ∀𝑤 ∈ 𝐷. 

Sea w0 cualquier punto de D entonces  𝐺(𝑤0) = ∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉
𝑤0
𝑎

 . Por el teorema de 

Cauchy para el triángulo: Sean el triángulo cerrado ∆⊂ D,  p ∈ D, 𝑔: D → ℂ función 

continua en D y analítica en D\{p}. Entonces  ∫ 𝑔(w)dw
 

∂∆
= 0,  es decir 

∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑤0

𝑎

+ ∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑤

𝑤0

+ ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑎

𝑤

= 0 

Como w0 es cualquier punto de D, tenemos  

𝐺(𝑤0) + ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑧

𝑧0

− ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑧

𝑎

= 0 

G(w) − G(w0) = ∫ 𝑔(ξ)dξ

 

[w0,w]

= ∫ 𝑔(ξ)dξ

w

w0

 

Para w ≠ w0, se tiene  

G(w) − G(w0)

w − w0
=

1

w−w0
∫ 𝑔(ξ)dξ

w

w0

 

Aplicando el valor absoluto y luego el límite, tenemos 

         |
G(z) − G(z0)

w − w0
− 𝑔(w0)| = |

1

z − z0
∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑤

𝑤0

− 𝑔(𝑤0)| ≤ 
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    ≤
1

w −w0
∫|(𝑔(𝜉)𝑑𝜉 − 𝑔(𝑧0))dξ|

w

w0

 

           ≤ ‖𝑔(𝑤) − 𝑔(𝑤0)‖∞
1

𝑤 − 𝑤0
. (𝑤 − 𝑤0) 

𝑙𝑖𝑚
𝑤→𝑤0

|
𝐺(𝑤) − 𝐺(𝑤0)

𝑤 − 𝑤0
− 𝑔(𝑤0)| ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑤→𝑤0
‖𝑔(𝑤) − 𝑔(𝑤0)‖∞ = 0 

Por lo tanto 

lim
w→w0

G(w) − G(w0)

w − w0
= G(w0) ≡ G

′(w0) = g(w0) 

En consecuencia, como  w0 es cualquier punto de D, tenemos  G′(w0) = 𝑔(w0). 

Además G(w) = ∫ 𝑔(ξ)dξ
w

a
 es analítica sobre D. Finalmente, 

∫ 𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝛽
= ∫ 𝐺′(𝑤)𝑑𝑤

 

𝛽
= 0 , para cualquier camino cerrado en D. 

Proposición 4.1.7. Sean D ⊂ ℂ abierto, 𝑔: D → ℂ analítica, U = {w ∈ ℂ/|w − w0| <

r} y β: [0,2π] → ℂ  tal que β(t) = w0 + re
it entonces 

𝑔(𝑤) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑔(𝜉)

𝜉 − 𝑤
𝑑𝜉

 

𝛽

, ∀ 𝑤 ∈ 𝑈 

Demostración 

Se define      𝑔(𝜉) = {

𝑔(𝜉)−𝑔(𝑤)

𝜉−𝑤
, 𝑠𝑖 𝜉 ∈ 𝐷, 𝜉 ≠ 𝑤 

𝑔′(𝑤),     𝑠𝑖  𝜉 = 𝑤
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Entonces g es continua sobre U y analítica sobre U\{w}. Por el teorema sobre 

conjuntos convexos se tiene que  ∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉
 

𝛽
= 0. Además, 

∫
𝑔(𝜉) − 𝑔(𝑤)

𝜉 − 𝑤
𝑑𝜉

 

𝛽

= 0 ≡ ∫
𝑔(𝜉)

𝜉 − 𝑤
𝑑𝜉

 

𝛽

− ∫
𝑔(𝑤)

𝜉 − 𝑤
𝑑𝜉

 

𝛽

= 0 

Despejamos tenemos 

𝑔(𝑤) ∫
𝑑𝜉

𝜉 − 𝑤

 

𝛽

= ∫
𝑔(𝜉)

𝜉 − 𝑤
𝑑𝜉

 

𝛽

 

𝑔(𝑤)∫
𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡

𝑤 + 𝑟𝑒𝑖𝑡 −𝑤
𝑑𝜉

 2𝜋

0

= ∫
𝑔(𝜉)

𝜉 − 𝑤
𝑑𝜉

 

𝛽

 

Por lo tanto, 

𝑔(𝑤) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑔(𝜉)

𝜉 − 𝑤
𝑑𝜉

 

𝛽

 

Ejemplo 4.1.5. 

Hallar la integral 

∫
dξ

ξ2 + 8

 

β

   

γ es una circunferencia en forma positiva  
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Solución:  

∫
dξ

ξ2 + 8

 

β

= ∫
dξ

(ξ + i√8)(ξ − i√8)

 

β

 , 

Si  i√8  y − i√8 no están en la circunferencia entonces 

∫
dξ

(ξ + i√8)(ξ − i√8)

 

β

= 0 

Ahora, si w =  i√8 esta dentro de γ y −i√8  esta fuera de γ entonces  

∫
dξ

(ξ + i√8)(ξ − i√8)

 

β

= ∫

dξ

ξ + i√8

ξ − i√8

 

β

 

Por la fórmula de integración de la proposición 4.1.7, se tiene  

∫
𝑑𝜉

𝜉2 + 8

 

𝛽

= 2𝜋𝑖𝑔(𝑖√8), 

Como 𝑔(𝜉) =
1

ξ+i√8
 , entonces  

∫
dξ

ξ2 + 8

 

β

= 2πi [
1

i√8 + i√8
] =

π

√8
 

Si w = −i√8, está dentro de β y w = i√8   esta fuera de γ entonces  

∫
dξ

(ξ + i√8)(ξ − i√8)

 

β

= ∫
dξ

ξ − i√8

ξ − (−i√8)

 

𝛽
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Por la fórmula de integración de la proposición 4.1.7. se tiene  

∫
dξ

ξ − i√8

ξ + i√8

 

β

= 2𝜋𝑖𝑔(−𝑖√8) 

Como 𝑔(𝜉) =
1

ξ−i√8
 , entonces  

∫
dξ

ξ − i√8

ξ + i√8

 

β

 = 2πi [
1

−i√8 − i√8
] = −

π

√8
 

4.2. Residuos en los complejos 

Proposición 4.2.1. (Residuo de una función compleja en un polo simple) 

Si g es una función analítica en 0 < w −w0 < r  y w0 es un polo simple de g, 

entonces 𝑅𝑒𝑠(𝑔, 𝑤0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑤→ 𝑤0

(𝑤 − 𝑤0)𝑔(𝑤) 

Demostración 

Por hipótesis, g tiene u polo simple en 𝑔0, entonces su desarrollo en la serie de 

Laurent de centro w0 viene dado por: 

𝑔(𝑤) =
𝑎−1

𝑤 −𝑤0
+∑a1(z − z0)

n

∞

n=0

, con a−1 ≠ 0  

Multiplicando por (w − w0) los dos miembros de la igualdad anterior, tenemos 

(𝑤 − 𝑤0)𝑔(𝑤) = 𝑎−1 +∑𝑎𝑛(𝑤 − 𝑤0)
𝑛+1

∞

𝑛=0
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Tomando el límite cuando 𝑤 → 𝑤0, obtenemos 

 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

(𝑤 − 𝑤0)𝑔(𝑤) = 𝑙𝑖𝑚
𝑤→𝑤0

(𝑎1 + ∑ 𝑎𝑛(𝑤 − 𝑤0)
𝑛+1∞

𝑛=0 ) = 𝑎−1 = 𝑅𝑒𝑠(𝑔,𝑤0) 

Ejemplo 4.2.1. La función f(w) =
w

w2+4i
 tiene un polo simple en 2i  y − 2i. 

También,  

lim
w→2i

(w − w0)
w

(w − 2i)(w + 2i)
=  lim

w→2i

w

w+ 2i
=

2i

2i + 2i
=
1

2
 

lim
w→−2i

(w + w0)
w

(w − 2i)(w + 2i)
= lim

z→−2i
 

w

w − 2i
=

2i

−2i − 2i
= −

1

2
 

Por la proposición 4.2.1. hacemos que R𝑒𝑠(𝑔, 2𝑖) =
1

2
𝑦 𝑅𝑒𝑠(𝑔,−2𝑖) = −

1

2
 

Proposición 4.2.2.(Residuo de una función analítica en un polo de orden k) 

Si g es una función analítica en 0 < w −w0 < r  y w0 es un polo de orden k de g, 

entonces Res(g,w0) =
1

(k−1)!
lim
w→ w0

dk−1

dzk−1
 ((w − w0)

kg(w)). 

Demostración  

Como  w0 es un polo de orden k de g, entonces su desarrollo en serie de Laurent 

centrada en w0 valida en el anillo  0 < w −w0 < r esta dada por 

g(w) =
a−k

(w − w0)k
+⋯+

a−2
(w − w0)2

+
a−1

(w − w0)1
+ a0 +∑  

∞

n=0

an(w − w0)
n 

Multiplicando ambos lados de la igualdad por (w − w0)
k, tenemos 
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(w −w0)
kg(w)

= a−k +⋯+ a−2(w − w0)
k−2 + a−1(w − w0)

k−1a−1

+∑an(w −w0)
n+k

∞

n=0

 

Asimismo, para obtener el coeficiente a−1, derivamos los dos lados de la última 

igualdad (k − 1) veces en relación a w, es decir, 

dk−1

dzk−1
((w − w0)

kg(w))

= (k − 1)! ∙ a−1 + k! ∙ a0(w − w0) + (k + 1)! a1(w − w0)
2… 

Aplicando w → w0, obtenemos 

lim
w→w0

dk−1

dwk−1
((w − w)kg(w)) = (k − 1)! ∙ a−1 

Como a−1 = Res(g,w0), concluimos que  

𝑅𝑒𝑠(𝑔, 𝑤0) =
1

(𝑘 − 1)!
𝑙𝑖𝑚
𝑤→ 𝑤0

𝑑𝑘−1

𝑑𝑤𝑘−1
 ((𝑤 − 𝑤0)

𝑘𝑔(𝑤)). 

Ejemplo 4.2.2. La función g(w) =
1

(w−1)2(w−3)
 tiene un polo de orden 2 en w = 1 y 

un polo simple en w = 3. Por la proposición 4.2.2, tenemos que 

Res(g, 1) =
1

(2 − 1)!
lim

w→ w0

d 

dw  ((z − 1)
2g(w)) = lim

w→ 1

d 

dw  ((w − 1)
2

1

(w − 1)2(w − 3)
 ) 

     = lim
w→ 1

d 

dw 
 (

1

(w − 3)
 ) = lim

w→ 1
 (

−1

(w − 3)2
 ) = −

1

4
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Proposición 4.2.3. (Teorema del residuo de Cauchy) 

Sea g una función analítica en un dominio B\{b1, b2, … bm}. Supongamos que  

β ⊂ B\{b1, b2, … bm} es una curva de Jordan suave por parte en sentido contrario a 

las agujas de reloj tal que la región cerrada y limitada se define en B y contiene todos 

los puntos b1, b2, … , bm. Con estas condiciones se cumple  

∫𝑔(𝑤)𝑑𝑤
 

𝛽

= 2𝜋𝑖∑𝑅𝑒𝑠(𝑔, 𝑏𝑛)

𝑚

𝑛=1

 

Demostración    

   

1
b•

2
b•



1


2


m

mb•

B

 

Figura 9. Puntos singulares dentro de la región B 

Orientando βk = 1,2,3,… ,m en el sentido antihorario y consideremos  que la 

región  B en un dominio  ℂ un dominio y que g: B → ℂ es una función analítica. Sea 

V ⊂ B un subconjunto cerrado y limitado, cuya frontera ∂V está formada por un 

número finito de curvas de Jordan suaves por tramos: ∂V = β1 ∪ β2 ∪ …∪ βm  
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y tal que V − {∂V} es un camino. Según el teorema de Cauchy para dominios con frontera 

suave, tenemos que: 

∫g(w)dw

 

∂V

= 0 

Ahora tenemos que 

∫ g(w)dw
 

β ∪
−β1∪…,∪

−βm

= 0 

Esto es equivalente a  

∫g(w)dw
 

β

− ∫ g(w)dw
 

β1

−∫ g(w)dw
 

β2

−⋯−∫ g(w)dw
 

βm

= 0 

Es decir 

∫g(w)dw
 

β

= ∫ g(w)dw
 

β1

+∫ g(w)dw
 

β2

+⋯+∫ g(w)dw
 

βm

 

Ahora, aplicamos el teorema de Laurent, que establece que si g es analítica en el 

anillo 

B = {w ∈ ℂ: r < |w − w0| < R} 

donde 0 ≤ r < R ≤ ∞, entonces la función g tiene una expansión en serie de Laurent 

centrada en w0 

g(w) = ∑
a−n

(w − w0)n

∞

n=1

+∑an(w − w0)
n

∞

n=1
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= ∑ an(w − w0)
n

∞

n=−∞

, ∀w ∈ B 

los coeficientes an están dados por 

an =
1

2πi
∫

g(δ)

(δ − w)n+1
dδ

 

𝛽

 

Se sigue  

g(w) = ∑
a−n

(w − w0)n

∞

n=1

+∑an(w − w0)
n

∞

n=1

 

Es la serie de Laurent centrada en am y 

a−1 =
1

2πi
∫g(w)dw

 

βk

, ∀k = 1,m̅̅ ̅̅ ̅ 

De esta forma  

∫g(w)dw

 

βk

= 2πia−1 = Res(g, ak) 

Por lo tanto  

∫g(w)dw
 

β

= 2πiRes(g, a1) + 2πiRes(g, a2) + ⋯+ 2πiRes(g, am) 

= 2πi∑Res(g, an)

m

n=1
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Ejemplo 4.2.3. Consideremos la función g(w) =
1

(w−1)2(w−3)
. Determinamos la 

integral de g a lo largo de la circunferencia |w| = 2  usando la proposición 4.2.2. 

Observamos que el polo w = 1 está dentro de la circunferencia |w| = 2. Además  

∫
dz

(w − 1)2(w − 3)

 

|w|=2

= 2πiRes(g, 1) 

= 2πi (−
1

4
) = −

πi

2
 

Recordando que 

Res(g, 1) =
1

(2 − 1)!
lim
w→1

d

dw
((w − 1)2g(w)) = −

1

4
 

Ejemplo 4.2.4. Consideremos la función g(z) =
1

w2+4w+13
 y calcule la integral de g a 

lo largo del camino γ definimos por |w − 3i| = 3. Tenga en cuenta que g se puede 

ser escribir como 

g(w) =
1

(w + 2 − 3i)(w + 2 + 3i)
 

Y qué w = −2 + 3i, w = −2 − 3i son los polos simples de g, porque w = −2 + 3i, 

están dentro del camino γ = 3 + 3eit, 0 ≤ t ≤ 2π. Entonces, por proposición 4.2.3 

tenemos  
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∮  

 

β

1

(w + 2 − 3i)(w + 2 + 3i)
dz = 2πiRes(g,−2 + 3i)            

                                                                               = 2πi lim
w→−2+3i

z + 2 − 3i

(w + 2 − 3i)(w + 2 + 3i)
 

                                                                        = 2πi.
2

6i
=

π

3
 

4.3. Aplicación del teorema del residuo   

4.3.1. Transformada inversa de Laplace 

Proposición 4.3.1.1. (Transformada de Laplace) 

Si g es una función continua por partes en [0,∞[ y de orden exponencial k, para  

t > T, entonces ℒ{g(t)} = ∫ e−stg(t)dt
∞

0
 existe para Re(s) > k 

Demostración  

Por la propiedad aditiva de la integral definida, tenemos 

ℒ{f(t)} = ∫e−stg(t)dt

T

0

+ ∫ e−stg(t)dt

∞

T

= I1 + I2 

(i) La integral I1, existe porque se puede escribir como la suma de integrales en 

intervalos de donde la función e−stg(t) es contina. 

(ii) Vamos a comprobar que la integral I2 también existe. De hecho, sea s una 

variable compleja s = x + iy. 
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Por hipótesis, f es de orden exponencial k, para T < t, es decir, existe M > 0 tal 

que|g(t)| ≤ Mekt, para t > T. Usando |e−st| = |e−xt(cos(yt + isen(yt)))| = e−xt, 

obtenemos 

|I2| ≤ ∫ |estg(t)|dt
∞

T

≤ M∫ e−xteKtdt

∞

T

= M∫ e−(x−k)tdt

∞

T

= 

                                               = M lim
b→∞

[
e−(x−k)t

−(x−k)
]
T

b

 

= M lim
b→∞

[
e−(x−k)b

−(x − k)
−
e−(x−k)T

−(x − k)
]

 

 

Tenga en cuenta que lim
b→∞

e−(x−k)b

−(x−k)

 

= 0, si x > k. Por lo tanto. 

|I2| ≤ M [
e−(x−k)T

−(x−k)
], para x > k, donde x = Re(s) 

Dado que ∫ Me−(x−k)Tdt
∞

T
 converge a M

e−(x−k)T

−(x−k)
 si x > k, se sigue de la propiedad de 

las integrales impropias, que la integral ∫ |e−stg(t)|dt
∞

T
 converge si x > k, lo que 

implica que I2exista para x = Re(s) > k. 

De (i) e (ii), concluimos que  

{g(t)} = ∫e−stg(t)dt

T

0

 

exista, para Re(s) > k. 
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Proposición 4.3.1.2.(Transformada inversa de Laplace en términos del residuo) 

Sea G(s) una función obtenida para la transformada de Laplace que tiene un numero 

finito de polos sk , k=1, 2, …, n a la izquierda de la recta vertical Re(s) = γ . Sea β el 

camino. Si la función G(s) es acotada en β1 en una semicircunferencia de radio R y 

centro (𝛾, 0), cuando R→ ∞, entonces. 

ℒ−1{g(s)} =∑Res(estG(s), sk)

n

k=1

 

iR+



iR−

ns•

1
s•

2
s•

3
s•

•

•

• 1
x

2
x

 
 

Figura 10. Camino β que envuelve a todas las singularidades 

Demostración 

Sean β1una semicircunferencia de radio R y de centro (γ, 0) y β2 el segmento de 

recta vertical que se extiende de y = γ − iR y y = γ + iR. De la figura 10 y la 

proposición 4.2.2, se sigue que  
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∫etG(s)ds

 

β1

+ ∫etG(s)ds

 

β2

= 2πi∑Res(estG(s), sk

n

k=1

) 

Lo que implica 

1

2πi
∫ estG(s)ds

γ+iR 

γ−iR 

=∑Res(estG(s), sk

n

k=1

) ∙
1

2πi
∫ estG(s)ds

 

β1 

 

Primeramente, mostraremos que 

lim
R→∞

∫estG(s)ds

 

β1 

= 0 

Si la semicircunferencia β1 es parametrizada por s = γ + Reiθ,
π

2
≤ θ ≤

3π

2
, entonces 

ds = Rieiθdθ. Como s − γ = Rieiθ, se sigue que ds = (s − γ)idθ. Asimismo,  

1

2πi
∫ estG(s)ds

 

𝛽1 

=
1

2πi
∫ eα+Re

iθ G(γ + Reiθ)Reiθdθ

 3π/2

 π/2

 

De donde se sigue que 

|
1

2πi
∫ estG(s)ds

 

β1 

| =
1

2πi
| ∫ estG(s)ds

 

β1 

| 

 

≤
1

2πi
∫ |eγt+Rte

iθ | |G(γ + Reiθ)||Reiθ|dθ

 3π/2

 π/2

 

Observe que  
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|eγt+Rte
iθ | = |eγteRt(cos(θ)+isen(θ))| = |eγteRtcos(θ)eiRtsen(θ)| = eγtektcos(θ) 

En |Reiθ|, tenemos para R suficientemente grande y γ < s 

|Reiθ| = |s − γ||i| ≤ |s| + |γ| < |s| + |s| = 2|s| y s|G(s)| < M 

De esta forma 

1

2π
| ∫estG(s)ds

 

β1 

| ≤
M

π
eγt ∫ eα+Re

iθ dθ

 3π/2

 π/2

 

Haciendo θ = w +
π

2
, la integral ∫ eγ+Re

iθ dθ
 3π/2

 π/2
 se convierte  

∫ e−Rtsen(W) dw

 π

 0

= 2 ∫ e−Rtsen(W) dw

 π/2

 0

 

Como sen(w) ≥
2w

π
, ∀w ∈ [0, π/2], se tiene que  

2∫ e−Rtsen(w)dw

π/2

0

≤ 2∫ e−
2Rtw
π dw

π
2

0

= [−
π

Rt
e−

2Rtw
π ]

0

π
2
=
π

Rt
(1 − e−Rt) 

Usando las desigualdades obtenidas anteriormente concluimos que  

1

2π
| ∫estG(s)ds

 

β1 

| ≤
Meγt

Rt
(1 − e−Rt) 

Cuando R → ∞,
Meγt

Rt
(1 − e−Rt) → 0 y, por tanto,  
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lim
R→∞

∫estG(s)ds

 

β1 

= 0 

Luego, cuando R → ∞, en 

1

2πi
∫ estG(s)ds

γ+iR 

γ−iR 

=∑Res(estG(s), sk

n

k=1

) ∙
1

2πi
∫ estG(s)ds

 

β1 

 

Se sigue que  

ℒ−1{G(s)} =
1

2πi
∫ estG(s)ds

γ+iR 

γ−iR 

=∑Res(estG(s), sk

n

k=1

) 

Ejemplo 4.3.1.1. Usar la proposición 4.3.1.2 para calcular ℒ−1 {
1

s6
} , con  Re(s) > 0. 

Tenga en cuenta que G(s) =
1

s6
 tiene un polo de orden 6 en s = 0.Además,  

f(t) = ℒ−1 {
1

s6
} = Res (est ∙

1

s6
, 0) =

1

(6 − 1)!
lim
s→0

d5

ds5
[(s − 0)6 ∙  

est

s6
] 

        =
1

5!
lim
s→0

d5

ds5
[s6  

est

s6
] =

1

5!
lim
s→0

d5

ds5
[ est] =

1

5!
lim
s→0

t5est =
1

120
t5 

Ejemplo 4.3.1.2. Determinar ℒ−1 {
1

s2+4
}. La función G(s) =

1

s2+4
 tiene dos polos 

simples, s = 2i y s = −2i. Aplicando la proposición 4.3.1.2, tenemos 

g(t) = ℒ−1 {
1

s2 + 4
} = Res (

1

s2 + 4
, 2i) + Res (

1

s2 + 4
,−2i) = 

       = lim
s→2i

[(s − 2i) ∙
est

(s − 2i)(s + 2i)
] + lim

s→−2i
[(s + 2i) ∙

est

(s − 2i)(s + 2i)
] = 
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       =
e2st

4i
+
e−2st

−4i
=
cos2t + isen2t

4i
−
cos(−2t) + isen(−2t)

4i
= 

       =
cos2t + isen2t − cos(−2t) + isen(−2t)

4i
 

       =
2isen2t

4i
=
1

2
∙ sen2t. 

4.3.2. Cálculo de integrales trigonométricas de la forma ∫ 𝐆(𝐜𝐨𝐬𝛉, 𝐬𝐞𝐧𝛉)𝐝𝛉
𝟐𝛑

𝟎
  

Para este caso, convertimos la integral ∫ G(cosθ, senθ)dθ
2π

0
, en una integral compleja 

en el que el camino β es una circunferencia unitaria |w| = 1 centrada en el origen y 

parametrizada por w = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Del mismo modo, dw = ieiθdθ, además 

sabemos que 

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
  y  sen(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
  

Observamos que w−1 =
1

w
= e−iθ, luego dθ =

dw

iw
, cos(θ) =

1

2
(w + w−1) y  

sen(θ) =
1

2i
(w − w−1). Por tanto, la integral  

∫ G(cosθ, senθ)dθ

2π

0

 

Se convierte 

∮ G(
1

2
(w + w−1),

1

2i
(w − w−1))

 

𝛽

dw

iw
 

En que γ es una circunferencia unitaria |w| = 1.  
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Ejemplo 4.3.2.1. Calcula la integral  

∫
𝑑𝜃

(𝑎 + 𝑐𝑜𝑠 (𝜃))2

2𝜋

0

, 𝑎 > 1 

Solución  

 Al hacer las sustituciones antes mencionadas, tenemos 

∮
1

(𝑎 +
1
2
(𝑤 + 𝑤−1))

2

 

𝛽

𝑑𝑤

𝑖𝑤
= ∮

1

(𝑎 +
𝑤2 + 1
2𝑤

)
2

 

 

𝛽

𝑑𝑤

𝑖𝑤
 

                                              = ∮
1

(
𝑤2 + 2𝑎𝑤 + 1

2𝑤
)
2

 

 

𝛽

𝑑𝑤

𝑖𝑤
= ∮

4𝑤2

(𝑤2 + 2𝑎𝑤 + 1)2 

 

𝛽

𝑑𝑤

𝑖𝑤
 

                                              =
4

𝑖
∮

𝑤𝑑𝑤

(𝑤2 + 2𝑎𝑤 + 1)2 

 

𝛽

. 

El polinomio w2 + 2aw + 1 se puede factorizar en un producto de un polinomio de 

primer grado: 

w2 + 2aw + 1 = (w + a − √a2 − 1) (w + a + √a2 + 1) 

El camino de integración es una circunferencia |w| = 1. Siendo 

w1 = −a + √a2 − 1  y  w2 = −a − √a2 − 1 , solo w1 puede estar dentro de |w| = 1 

por lo tanto  

∮
𝑤𝑑𝑤

(𝑤 − 𝑤1)2(𝑤 − 𝑤2)2
= 2𝜋𝑖𝑅𝑒𝑠(𝑔,𝑤1)

 

𝛽

 



72 
 

Por la proposición 4.2.2, vamos a calcular el residuo de g en w1. Como w1 es un polo 

de orden 2, tenemos        

Res(g,w1) =
1

(2 − 1)!
lim
w→w1

d

dw
[(w − w1)

2g(w)] = lim
w→w1

d

dw
[

w

(w −w2)2
] 

     = lim
w→w1

[
(w − w2)

2 − 2w(w −w2)

(w − w2)4
] = lim

w→w1
[
(w − w2)(w − w2 − 2w)

(w − w2)4
] 

     = lim
w→w1

[
(w − w2)

(w − w2)3
] =

a

4(√a2 − 1)
 

Por consiguiente 

4

i
∮

w

(w2 + 2aw + 1)2
dw

 

𝛽

=
4

i
∙ 2πi ∙ R𝑒𝑠(𝑔,𝑤1) = 8π ∙

a

4(√a2 − 1)
3 =

2aπ

(√a2 − 1)
3 

Ejemplo 4.3.2.2. En la derivación de la tercera Ley de Kepler,  hay una etapa en la 

que se necesita calcular la integral 

K = ∫
dθ

(1 + εcos (θ))2

2π

0

 

siendo  0 < ε < 1 la excentricidad de la órbita. Calcular K por el criterio del residuo. 

Solución  

Tras el cambio de variable   w = eiθ, tenemos que 

K = ∮
1

(1 +
ε
2
(w + w−1))

2

 

β

dw

iw
=
4

i
∮

w

(2w + εw2 + ε)2 

 

β

dw 
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    =
4

iε2
∮

w

(w2 +
2
ε w + 1)

2

 

 

β

dw 

Los ceros del denominador son: 

w± = −
1

ε
±
1

2
√(
2

ε
)
2

− 4 = −
1

ε
± √

1

ε2
− 1 

Entre los dos ceros, solo w+ se encuentra en el contorno γ. Es un doble polo ya que 

podemos factorizar el integrando en la forma 

g(w) =
w

(w −w+)2(w − w−)2
 

Calculamos el residuo 

Res(g,w+) = lim
w→w+

d

dw

w

(w −w−)2
=
(w+ −w−)

2 − 2w+(w+ −w−)

(w − w−)4
 

= −
w+ +w−
(w+ − w−)3

=
1

4ε(
1
ε2
− 1)

3
2

 

Aplicamos la proposición 4.2.2 para calcular K : 

K =
4

iε2
2πi ∙ Res(g,w+) =

2π

(1 − ε2)
3
2

 

Ejemplo 4.3.2.3. El kernel de Poisson   

P(θ) =
1 − a2

1 − 2acosθ + a2
 , −1 < a < 1 
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es una función que aparece en problemas bidimensionales con simetría circular. Por 

ejemplo, P(θ) está relacionado con la distribución de probabilidad de los coeficientes 

de transporte de ciertas nanoestructuras o con el potencial electrostático de un disco 

conductor. Calcular   

K = ∫ P(θ)dθ

2π

0

 

Solución  

Tras el cambio de variable   w = eiθ, obtenemos una integral sobre la circunferencia de 

radio unidad  β: 

K = ∮
1 − a2

1 − 2a
w +w−1

2 + a2

 

β

dw =
1

i
∮

w

−aw2 +w(1 + a2) − a 

 

β

dw 

    =
i

a
∮

1 − a2

 w2 −
1 + a2

a w + 1

 

β

dw 

Los ceros del denominador w2 −
1+a2

a
w+ 1 son w = a y w =

1

a
 . Puesto que −1 <

a < 1, solo el punto w = a se sitúa dentro de  γ , y corresponde a un polo simple de la 

función 

𝑔(𝑤) =
1 − a2

 (w − a)(w −
1
a)

 

Determinamos el residuo correspondiente 
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Res(𝑔, 𝑎) = lim
w→a

(w − a)
1 − a2

 (w − a)(w −
1
a)
=
1 − a2

a −
1
a

 

De la proposición 4.2.2 se deduce que la integral es 

K =
i

a
2πi ∙ Res(g, a) =

i

a
2πi

1 − a2

a −
1
a

= 2π 

4.3.3. Cálculo de integrales impropias reales 

Sea g una función real continúa definida en el intervalo [0, +∞ >, 

I1 = ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

+∞

0

= lim
r→+∞

∫ 𝑔(𝑥)dx
r

0

 

Si el límite existe, diremos que la integral I1 converge, en el caso que no exista, 

diremos que I1 diverge. 

De la misma forma, tenemos que, si g está definida en < −∞, 0], 

I2 = ∫g(x)dx

0

−∞

= lim
r→−∞

∫ g(x)dx
0

r

 

Si el límite existe diremos, que la integral I2 converge, en caso que no exista diremos, 

que I2 diverge. 

Si f es continua en < −∞,+∞ >,  la integral ∫ g(x)dx
+∞

−∞
 es definida por  

∫ g(x)dx

+∞

−∞

= ∫ g(x)dx
0

−∞

+ ∫ g(x)dx

+∞

0

= I1 + I2 
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donde las dos integrales del lado derecho convergen. Para que la integral  

∫ g(x)dx

+∞

−∞

 

converja es necesario que los limites existan independientemente uno del otro.  

Definición 4.3.3.1. (Valor principal de Cauchy).  

El lim
r→∞

∫ g(x)dx
r

−r
 es denominado valor principal de Cauchy y es denotado por 

                                  lim
r→+∞

∫ g(x)dx
r

−r
= V. P. ∫ g(x)dx

+∞

−∞
. 

Proposición 4.3.3.1. (Valor principal de Cauchy de la integral impropia) 

Sea g una función racional 𝑔(𝑥) =
p(x)

q(x)
  continua en  < −∞,+∞ >, el grado de p es cero 

y el grado de q es 2. Si βsc es un camino (semicircunferencia) cuya parametrización 

es 

 w = reiθ ,   0 ≤ θ ≤ π, entonces  

V. P. ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

= 2πi∑Res(𝑔,wk)

n

k=1

 

Demostración  

Como f es una función racional 𝑔(x) =
p(x)

q(x)
  continua en < −∞,+∞ > , sustituimos 

la variable real x por el complejo w y calculamos la integral de la función compleja g 

a lo largo de un camino cerrado β, dado por el intervalo [−r, r] en el eje real en una 
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semicircunferencia con radio suficientemente grande para envolver todos los polos de 

g(w) =
p(w)

q(w)
 contenidos en el semiplano superior Im(w) > 0. 

Por el teorema de los Residuos, tenemos  

∫g(w)dw
 

𝛽

= ∫ g(w)dw
 

βsc

+∫ g(x)dx
r

−r

= 2πi∑Res(g,wk)

n

k=1

 

en que βsc es una semicircunferencia y wk, k = 1,2,… , n son los polos en simiplano 

Im(w) > 0. 

Wn• W
1

•

W
2

•

W
3

•

•••

W
4

•

rr− O

1
x

2
x

W
5

•

 

Figura 11. Caminos βsc cerrado 

Si  ∫ g(w)dw
 

𝛽sc
→ 0 cuando r → ∞ 

Entonces  

V. P. ∫ 𝑔(x)dx

+∞

−∞

= lim
r→∞

∫ g(x)dx
r

−r

= 2πi∑Res(g,wk)

n

k=1
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Ejemplo 4.3.3.2. Determinar el valor principal de Cauchy de la integral impropia 

∫
1

x2 − 2x + 2
dx

+∞

−∞

 

Solución  

Observamos que 

g(w) =
1

w2 − 2w + 2
=

1

(w − 1 − i)(w − 1 + i)
 

Consideremos el camino cerrado β que consiste en el intervalo [−r, r] en el eje de las 

abscisas y una circunferencia βsc con radio r > r2, porque es necesario envolver el 

polo w = 1 + i, que pertenece de semiplano  Im(w) > 0 

1

1 i+

rr− 0

2

1

1
x

2
x

 

Figura 12. Polo w = 1 + i envolviendo el camino βsc 

Por la proposición 4.3.3.1, tenemos 
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∮
1

w2 − 2w + 2
dw

 

β

= ∫
1

w2 − 2w + 2
dw

 

βsc

+ ∫
1

x2 − 2x + 2
dx

r

−r

= 

                                 = 2πi∑Res(𝑔, 1 + i)

n

k=1

 

Como w = 1 + i es un polo simple se sigue que  

Res(g, 1 + i) = lim
w→1+i

(w − 1 − i) ∙
1

(w − 1 − i)(w − 1 + i)
 

         =
1

1 + i − 1 + i
=
1

2i
 

Por lo tanto 

∫
1

x2 − 2x + 2
dx

∞

−∞

= 2πi ∙
1

2i
= π 

Afirmación:  

∫
1

x2 − 2x + 2
dx

 

βsc

→ 0 cuando r → ∞ 

En efecto 

|w2 − 2w + 2| = |(w − 1 − i)(w − 1 + i)| ≥ ||w| − (−1 − i)| ∙ ||w| − (−1 + i)| 

= ||w| − √2| ∙ ||w| − √2| = (r − √2)
2
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Sabemos que la longitud de la semicircunferencia es πr, se sigue de la igualdad. Sean 

A ⊂ ℂ, g: A → ℂ una función continua, β: [a, b] → A un camino suave por partes y 

L(β) su longitud. Si |g(z)| ≤ M, ∀ w ∈ β, y M > 0, entonces |∫ g(w)dw
 

β
| ≤ ML(β). 

Se sigue que 

| ∫
1

w2 − 2w + 2
dw

 

βsc

| ≤ ∫ |
1

w2 − 2w + 2
| |dw|

 

βsc

≤
πr

(r − √2)
2 

y 

πr

(r−√2)
2 → 0 cuando r → ∞. 
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5.1. Uno de los principales objetivos de esta tesis fue determinar el residuo de una 

función analítica sin necesidad de resolver directamente la integral de Cauchy. Para la 

demostración del teorema del residuo de Cauchy, se utilizó el teorema de Laurent, 

que establece que una función analítica definida en un dominio anular puede 

representarse mediante una expansión de Laurent cuyos coeficientes se determinan 

mediante la fórmula de la integral de Cauchy. Este resultado concuerda con trabajos 

previos en esta campo, en particular como los De Amo (2018), Gamelin (2001), 

Mitrinovic (1966) y Silverman (1984), quienes abordaron problemas similares en sus 

respectivas investigaciones. 

5.2. Utilizando el teorema de la transformada de Laplace, obtenemos una función 

analítica con singularidades y una trayectoria cerrada que las abarca. Esto nos permite 

calcular la transformada de Laplace inversa de una función utilizando el teorema del 

residuo. De forma similar, las condiciones de Cauchy se han aplicado al cálculo de 

integrales trigonométricas. Suponemos que F(cosθ, senθ) es una función racional de 

dos variables continuas en la circunferencia unitaria. La idea subyacente de esta 

integral, utilizando el criterio del residuo, es transformarla en la integral de una 

función compleja, que también será racional. Sabemos que las únicas singularidades 

de esta función racional son los polos. Para calcular la integral, solo nos interesan los 

polos ubicados dentro del disco unitario. Según el teorema del residuo, tenemos: 

∫G(cosθ, senθ)dw
 

𝛽

= 2πi∑Res(g,wn)

m

n=1

 

5.3. Para evaluar la integral de g(x) desde −∞ a +∞,  utilizamos una curva 

semicircular en el plano complejo. Gracias al teorema de los residuos, se puede 

CAPÍTULO V 

DISCUSIÓN 
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calcular la integral sobre el eje real se calcula sumando los residuos de la función en 

sus singularidades dentro de la curva semicircular cerrada, multiplicada por 2πi. 
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CAPITULO VI 

CONCLUSIONES 

6.1. El criterio del residuo para una función analítica se define en la proposición 4.2.2 

(Residuo de una función analítica en un polo de orden k), que permite determinar el 

residuo sin resolver directamente la integral de Cauchy. 

6.2. El criterio del residuo para una función se obtiene mediante la transformada 

inversa de Laplace,  como se indica en la proposición 4.3.1.2 (Transformada inversa 

de Laplace en función del residuo). 

6.3. El criterio del residuo se utiliza para el cálculo de integrales trigonométricas de la   

forma ∫ G(cosθ, senθ)dθ
2π

0
. 

6.4. El criterio del residuo se aplica para determinar el valor principal de integrales 

impropias, como se indica en la proposición 4.3.3 (Valor principal de Cauchy de la 

integral impropia). 
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CAPITULO VII 

RECOMENDACIONES 

7.1. Sería muy interesante realizar una investigación para aplicar el criterio del resto a 

series de sumas. 

7.2. Sería muy interesante realizar un estudio para analizar el teorema de Rouché 

relativo a la localización de regiones del plano en las que una función analítica tiene 

ceros.
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