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RESUMEN

En la presente tesis se realizd una descripcion tedrica del método
del elemento finito, el cual se utiliza en la solucién de la ecuacion de
adveccion-difusion, que es una ecuacion diferencial parcial parabdlica y
representa la concentracion de un contaminante que se dispersa. Se
desarrollaron programas computacionales (funciones codificadas en el
lenguaje de programacion MATLAB), para obtener la solucion de la
ecuacion diferencial de adveccion-difusion, como por ejemplo, la solucion
de una integral doble sobre un dominio bidimensional compuesto de
multiples triangulos. Se instalé una estacion de monitoreo de calidad de
aire, de propiedad del Gobierno Regional de Tacna, a un costado del
edificio de la Escuela Profesional de Metalurgia de la UNJBG; las
concentraciones de los PMio obtenidas con el equipo Thermo Scientific
TEOM 1405-DF, y los obtenidos con la simulacién de la solucién de la
ecuaciéon de adveccion-difusion, son aproximados; por ejemplo, la
concentracion obtenida con el equipo el dia 29 de marzo a las 9:00 horas
es 94,34 ug/m? y con la simulacién se obtuvo 94,21 ug/m2. Se concluye el
trabajo mostrando que es el viento, el parAmetro que mas influye en la

dispersiéon de los PMao.

Palabras clave: Elemento finito, advecciéon-difusién, PMio, simulacién
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ABSTRACT

In this thesis a theoretical description of the finite element method,
which is used in the solution of the advection-diffusion equation, which is a
parabolic partial differential equation and represents the concentration of a
contaminant that is dispersed was performed. Computer programs (codified
in MATLAB programming language functions) were developed to obtain the
solution of differential advection-diffusion equation, such as the solution of
a double integral over a two-dimensional domain composed of multiple
triangles. Station air quality monitoring, owned by the Regional Government
of Tacna, next to the building of the Professional School of Metallurgy
UNJBG was installed; PM10 concentrations obtained with equipment
Thermo Scientific TEOM 1405-DF, and those obtained with the simulation
of the solution of the advection-diffusion equation are approximate; for
example, the concentration obtained with the team on March 29 at 9:00 pm
is 94.34 ug / m3 and simulation 94.21 ug / m3 was obtained. The work
concludes by showing that it is the wind, the parameter that most influences

the dispersion of PM10.

Keywords: Finite element, advection-diffusion, PM10, simulation

XX



RESUMO

Neste tese uma descri¢do tedrica do método dos elementos finitos,
0 qual é utilizado na solucdo da equacdo adveccao-difusdo, que € uma
equacao diferencial parcial parabdlica e representa a concentracdo de um
contaminante que € disperso foi realizada. programas de computador
(codificado em funcgbes da linguagem de programacao MATLAB) foram
desenvolvidos para obter a solucdo da equacgéo diferencial advection-
difusdo, tais como a solugdo de um duplo integrante ao longo de um
dominio bidimensional composta de varios triangulos. estacdo de
monitorizacdo da qualidade do ar, de propriedade do Governo do Tacna
Regional, ao lado do edificio da Escola Profissional de Metalurgia UNJBG
foi instalado; As concentracdes de PM10 obtida com equipamento Thermo
Scientific TEOM 1405-DF, e os obtidos com a simulacdo da solucdo da
equacao adveccao-difusao sdo aproximados; por exemplo, a concentragao
obtida com a equipe em 29 de Marco as 9:00 pm é 94,34 ug / m3 e
simulagéo 94,21 ug / m3 foi obtido. O trabalho conclui mostrando que € o

vento, o parametro que mais influencia a dispersdo de PM10.

Palavras-chave: Elementos finitos, advecc¢éo-difusdo, PM10, simulacao

XXi



INTRODUCCION

La presente tesis tiene el propdsito de desarrollar un programa para
simular la solucién de una ecuacion diferencial parcial parabdlica de
adveccion-difusion (modelo matematico) que describe la dispersion de un
contaminante, en este caso de material particulado menor a 10 micras
(PM10), y compararlo con datos reales obtenidos de una estacion de
monitoreo de calidad de aire e identificar cual es el pardmetro
meteoroldgico que mas influye en el nivel de concentracion del PMio. La
validacion de los datos obtenidos con los modelos mateméaticos dependera
de cuan aproximado esté con respecto a los datos reales, tal como se
muestra con los resultados que se obtuvieron en Christchurch, Nueva
Zelanda, una ciudad con niveles altos de contaminacion atmosférica por
particulas, en donde las concentraciones medias observadas (42,9 ug/m?3)
y modeladas (43,4 microgramos m?) son aproximadas (Burns & Higashi,

1991; Gaines Wilson & Zawar-Reza, 2006).

El trabajo consta de cinco capitulos. En el primer capitulo se plantea
si son vélidos los datos obtenidos con la simulacion del modelo matemético
gue estima la concentracién de material particulado PM1o, comparado con

los de un equipo de muestreo de particulas, considerando las condiciones



atmosféricas, en la zona urbana aledafia al Ovalo Cusco de la ciudad de
Tacna, Perl. En el segundo capitulo se describen en lineas generales los
modelos de dispersién atmosférica; por ejemplo, el modelo Euleriano. En
el tercer capitulo se desarrolla el método del elemento finito (MEF) aplicado
a la solucion de la ecuacién de adveccion-difusién, y se elaboran
programas computacionales. En el cuarto capitulo se obtienen los
parametros meteoroldgicos y los resultados de las concentraciones de los
PM1o mediante una estacién de monitoreo de calidad de aire. También se
obtienen las concentraciones de los PM1o mediante la simulacién de un

programa codificado en el lenguaje de programacion MATLAB.

Y en el quinto capitulo se comparan los resultados. Se observa que
la diferencia entre los resultados obtenidos con el equipo y la simulacion
del modelo numérico de los PM1o en el punto de monitoreo ubicado en la
Escuela Profesional de Metalurgia— UNJBG (zona aledafia al ovalo Cusco),

no son significativos.



CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

En los Ultimos afios, la informacién sobre los efectos que ocasiona
al medio ambiente y a la salud publica las emisiones de sustancias a la
atmosfera, tales como el material particulado PMio se ha concentrado
principalmente en las grandes ciudades o areas conurbadas con intensa

actividad de procesos industriales y elevado flujo vehicular de automotores.

En nuestro pais la contaminacion del aire es uno de los principales
problemas ambientales; el tema de la calidad de aire viene a adquirir
importancia significativa desde el afio 2001, afio en el que el gobierno
emiti6 el D.S. 074-2001-PCM, referido a los Estandares Nacionales de
Calidad Ambiental del Aire; y el D.S. 047-2001-MTC de Limites Maximos
Permisibles (LMP) de emisiones de contaminantes para vehiculos
automotores que circulan en la red vial. Estos documentos dan pie al inicio
de procesos de evaluacion, monitoreo continuos de los estandares y
determinacién de niveles de alerta para la poblacion. El afio 2008, el
Ministerio del Ambiente actualiza los Estandares de Calidad Ambiental del

Aire (ECA) mediante el DS N° 003-2008-MINAM.



La Evaluacion y Monitoreo de la calidad del aire en el Perd, es
competencia del Ministerio de Salud, y en lo que corresponde a la provincia
de Tacna es la Direccién Regional de Salud Ambiental - (DIRESA); no
obstante, el servicio de salud publica es inadecuado, lo cual amerita

impulsar un sistema integral y permanente de evaluacién y monitoreo.

En la zona urbana aledafia al Ovalo Cusco, que comprende las
avenidas Cusco, Circunvalacion Sury Tarapacé de la ciudad de Tacna, las
emisiones de contaminantes se han incrementado notablemente debido a
gue este Ovalo, es la principal entrada y salida a la ciudad de Tacna del

distrito Coronel Gregorio Albarracin Lanchipa (C.G.A.L).

La poblacion que vive en la zona aledafia a estas avenidas y los
estudiantes de la Universidad Nacional Jorge Basadre Grohmann
(UNJBG), institucion que colinda con el Ovalo Cusco, estarian siendo
afectados en su salud por el incremento en las emisiones de
contaminantes, especificamente por el aumento en la concentracion de

material particulado PMzio.

Para obtener los valores correspondientes a las mediciones de las
concentraciones de material particulado PMio se utilizd una estacion de
monitoreo. Para validar los resultados que muestre el modelo numérico, se
utilizé los resultados obtenidos de la estacion de monitoreo,

especificamente del equipo de muestreo de particulas, y se comparé con



los obtenidos en el modelo numérico. Debido al alto costo que representa
obtener los datos utilizando una estacion de monitoreo, es que se propone
en esta investigacion, ademas de conocer la concentracion del material
particulado PMio obtenido con el monitoreo, el desarrollo de un software
basado en un modelo numérico de dispersion de contaminantes, que
estime, mediante la simulacion, la concentracidbn de material particulado
PMio en la zona urbana comprendida entre las avenidas Cusco,
Circunvalaciéon Sur y Tarapaca de la ciudad de Tacna. Este software, que
estara al alcance de una mayor cantidad de usuarios, permitira conocer
resultados que ayudaran a los encargados de las politicas ambientales, a
tomar decisiones tendientes a minimizar la contaminacion del aire por
material particulado PMao. Luego del analisis respecto a esta problematica

se plantean las siguientes interrogantes:

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA

1.2.1 Interrogante general

¢ Seran validos los datos obtenidos con la simulacion del modelo
matematico que estima la concentracion de material particulado PMaio,
comparado con los de un equipo de muestreo de particulas, considerando
los pardmetros meteoroldgicos, en la zona urbana aledafia al Ovalo Cusco

de la ciudad de Tacna, Pert?



1.2.2 Interrogantes especificas

¢, Cudles seran los parametros meteorologicos utilizados en la
simulacién del modelo matemético, que estima la concentracion de material
particulado PMio, que influirdn en el nivel de concentracién en la zona

urbana aledana al Ovalo Cusco de la ciudad de Tacna, Pera?

¢ Seran similares los datos obtenidos con la simulacién del modelo
matematico, que estima la concentracion del material particulado PMio, con

los datos de un equipo de muestreo de particulas?

1.3  JUSTIFICACION E IMPORTANCIA

La poblacion de Tacna, las autoridades locales, regionales y
nacionales relacionadas con la proteccion del medio ambiente, necesitan
conocer si las concentraciones de contaminantes atmosféricos estan por
encima de los Estandares de Calidad Ambiental (ECA), para de este modo
llevar a cabo medidas de prevencion para minimizar la contaminacion, si es

gue los hubiere.

En las ultimas décadas, la modelacion matematica se convirtié en
una herramienta habitual de diversas disciplinas que buscan explicar o
reproducir sus respectivas observaciones. La modelacién permite
determinar los resultados o predecir lo que podria ocurrir a un sistema a

partir de un conjunto de datos de entrada. Existen modelos disefiados o



paquetes de programas para casi cada tarea que se pueda plantear, ya sea
el tratamiento de aguas residuales, la optimizacién de las rutas para los
camiones municipales de transporte de residuos sdlidos, la identificacion
de una localizacion éptima para el vertido de aguas residuales (con objeto
de maximizar la mezcla y dilucién) o por supuesto el modelamiento de la
calidad del aire; el problema es que no se conoce el cédigo fuente y esto

limita poder adecuarlo a la realidad tacnefa.

Desde el punto de vista de la dispersion de contaminantes en el aire,
la modelacién se utiliza para saber, entre otras cosas, como cambia en el
tiempo y el lugar la concentracion o la razén de mezcla de una sustancia o
traza habitualmente identificada como un contaminante criterio, a objeto de
predecir y analizar la calidad del aire y de esta forma colaborar en las
decisiones politicas y de planificacion respecto a la gestion ambiental,
mediante el desarrollo de planes, programas, proyectos y normas de

emision o calidad del aire.

Especificamente, en este trabajo de investigacion se estimara,
mediante la simulacion de un modelo numérico, la concentracién de
material particulado PM1o, en la zona urbana aledafa a las avenidas Cusco,
Circunvalacién Sur y Tarapaca de la ciudad de Tacna. Una vez conocidos
los datos de entrada, con este programa se podra obtener los resultados

en forma inmediata, permitiendo tomar mejores decisiones y manejar con



eficiencia recursos como el tiempo, el dinero y las personas. Con estos
resultados, las autoridades regionales encargados de las politicas
ambientales deberan tomar las medidas necesarias, conducentes a
minimizar el impacto en la contaminacion del aire por material particulado
PMao, evitar dafios en la salud de la poblacion, si los resultados que se

obtuvieren demostraran que existe tal contaminacion.

1.4 OBJETIVOS

1.4.1 Objetivo general

Determinar la validez de los datos obtenidos con la simulacién del
modelo matematico, que predice la concentracién de material particulado
PMuo, en la zona urbana aledafia al Ovalo Cusco de la ciudad de Tacna,
considerando las condiciones atmosféricas y de ubicacion, con respecto a

los datos obtenidos de un equipo de muestreo de particulas.

1.4.2 Obijetivo especificos

e Identificar los parametros meteorologicos que influyen en el nivel de
concentracion de material particulado PMao, utilizadas en la simulacion
del modelo matematico para estimar la concentracion de material
particulado PMio en la zona urbana aledafia al Ovalo Cusco de la ciudad

de Tacna, Per0.



e Determinar la similitud entre los datos obtenidos de la simulacion del
modelo matematico que estima la concentracion de material particulado
PMaio, y los datos obtenidos de un equipo de muestreo de particulas

PMao.

1.5 HIPOTESIS

1.5.1 Hipotesis general

La simulacion del modelo matematico que estima la concentraciéon
de material particulado PM1o0 en la zona urbana aledafia al Ovalo Cusco de
la ciudad de Tacna, considerando los parametros meteorologicos, con

respecto a un equipo de muestreo de particulas, es valida.

1.5.2 Hipdtesis especificas

e El viento, es el parametro meteorologico que influye en los resultados
de la simulacion del modelo matemético que estima la concentracion
de material particulado PM1o0 en la zona urbana aledafia al Ovalo Cusco

de la ciudad de Tacna, Perd.

e Los datos obtenidos de la simulaciéon del modelo matematico, que
estima la concentracibn de material particulado PMio, y los datos

obtenidos de un equipo de muestreo de particulas, son similares.



CAPITULO I

MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES DEL ESTUDIO

La validacion de los datos obtenidos con los modelos matematicos
dependera de cuan aproximado este con respecto a los datos reales, tal
como se muestra con los resultados que se obtuvieron en Christchurch,
Nueva Zelanda, una ciudad con niveles altos de contaminacion atmosférica
por particulas, en donde las concentraciones medias observadas (42,9
ug/m3) y modeladas (43,4 microgramos m?) son aproximadas (Burns &

Higashi, 1991; Gaines Wilson & Zawar-Reza, 2006).

La concentracion de PMio en las dos estaciones utilizando el
DataRam 4 fue de 23,64 ug/m3y 36,86 ug/m3; y utilizando el muestreador
de alto volumen PMuo fue de 25,09 ug/m3y 36,64 ug/m3. Se observa que
los datos obtenidos con el modelo y el muestreador son aproximados. (R.

R. Alvarado, Montiel, & Deluque, 2011).

La simulacién es la ejecucion de un modelo matematico en el
computador para obtener las respuestas de las ecuaciones y compararlas
con los datos reales obtenidos en un determinado problema (Pelaez &

Mejia, 2009).
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Las comparaciones entre simulaciones y mediciones de PMioen tres
sitios (industrial, urbano y rural) fueron satisfactorias (Wang, Chen, Wang,

Lee, & Tsai, 2009).

La simulacion también se podria dar con un inventario de datos, y se
podria comparar con los resultados de otros modelos (Barna & Gimson,

2002).

Las concentraciones de particulas (PMio) también varian de acuerdo
al interior y exterior de un hogar, como lo muestran los resultados en Agra,
India en que las concentraciones medias anuales de particulas PMio en
interiores y al aire libre fueron 247 mg/m3 y 255 mg/m3 (Massey,

Kulshrestha, Masih, & Taneja, 2012).

En las tres ciudades mas grandes de Taiwan se llevo a cabo un
muestreo de aerosoles atmosféricos para medir el PM1o. De acuerdo con
estos resultados, las concentraciones de PMio en masa en Taipei, Taichung
y Kaohsiung fueron 42,19, 60,99 y 77,10 g/m3, respectivamente (Chen et

al., 1999).

Asi mismo, la velocidad y la direccién del viento influye en el aumento
o disminucion de la concentracion de PMio; cuando la mayor cantidad de
polvo de China ha pasado por Kangnung bajo la influencia de un viento del

oeste, la concentracion PMio alcanzé 340 mg/m? (Choi & Choi, 2008).
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El andlisis de los niveles de PMio debe centrarse en las variaciones
espaciales y temporales de los contaminantes y sus posibles fuentes (Unal,

Toros, Deniz, & Incecik, 2011).

Las particulas en suspension PMio, segun la prediccion del modelo
HYSPLIT muestran que la contaminacion por metales pesados de las
emisiones industriales en una determinada area estd dominada por las
fracciones de tamafio ultra-finos (<0,66 m) y fino (<2,5 mm) (Chen, Mao, &

Lin, 1999).

También el trafico vehicular en vias de acarreo ha sido identificado
como la mas prolifica fuente de MP fugitivo, y puede contribuir con cerca

del 80% del total de MP emitido (Angulo, Huertas, & Restrepo, 2011).

En las tres ciudades mas grandes de Taiwan se llevo a cabo un
muestreo de aerosoles atmosféricos para medir el PM1o. De acuerdo con
estos resultados, las concentraciones de PMio en masa en Taipei fue de
42,19 pg/m?3, Taichung 60,99 ug /m3y Kaohsiung 77,10 ug/m3 (Chen et al.,

1999).

Los principales contaminantes atmosféricos en la Europa mas
desarrollada son las particulas en suspension, el diéxido de nitrégeno vy el
ozono troposférico. Los niveles medios de PMz1o en ciudades como Berlin,

Londres o Amsterdam suelen aproximarse a 30-35 pg/m?3 (Querol, 2008).
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La concentracion de material particulado PMio en la ciudad de
Riobamba, lo cual proviene de la ceniza emanada por el volcan
Tungurahua, present6 un promedio aritmético de 48 pug/m3, hallandose por

debajo de los 50 pug/m? limite permisible (Jiménez & Carlos, 2010).

Los 6xidos de minerales contribuyen a las concentraciones de PMao.
Las concentraciones de PMio en masa representan una media del 26,4 +

16% (n = 1090) de la masa de PMio (Limbeck et al., 2009).

Las concentraciones de PMio se encontraron altas y excedian los
limites permisibles exigidos por el Gobierno de la India (500 yg/m? para
areas industriales, 200 ug/m? para areas residenciales, y 100 yg/m? para

areas sensibles) en todas las locaciones (Arciniégas Suarez, 2012).

Los modelos estadisticos paramétricos Gamma presentan mejores
aciertos que los no paramétricos para las concentraciones de PMio con
valores 240 ug/m?3 para el afio 2001; y los modelos no paramétricos
presentan mejores aciertos para aquellas que exceden los 240 ug/m? de

PMaio para todos los afios (S. A. Alvarado, Silva, & Caceres, 2010).

Cuando se simula el promedio diario de material particulado PMio y
este es mayor que 150 mg/m3. Evidentemente es necesario estudiar los
impactos de origen antes de establecer un modelo de simulacion (Liu,

2009).
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Se ha utilizado el modelo Gaussiano para estimar el impacto de las
distintas fuentes de emision de PMio. Con esta metodologia se pudo
estimar la variacion estacional e interanual de PMio, considerando la
influencia de las variables meteoroldgicas y establecer la importancia

relativa de las distintas fuentes de emision (Abril & Diez, 2010).

Para registrar la composicién y las concentraciones promedios
(ug/m3) de material particulado suspendido en el aire de un sector
correspondiente al area urbana de la ciudad de Santa Marta, departamento
del Magdalena, Colombia, se utilizé el método gravimétrico con un equipo
muestreador de alto volumen (Manjarrés Garcia, Manjarrés Pinzon, &

Linero Cueto, 2005).

Se debe elegir una muestra para realizar las mediciones, como la
qgue se llevé a cabo en un ambiente suburbano cerca de una carretera
principal en Kuopio, Finlandia. Las concentraciones en masa de las
particulas finas (PMzs) se midieron simultdneamente en las distancias de
12, 25,52 y 87 m desde el centro de una carretera principal a una altura de

1,8 m, con equipos de muestreo idénticas (Tiitta et al., 2002).

La estabilidad atmosférica se utiliza para el estudio de los parametros
gue afectan a las concentraciones ambientales de contaminantes,
especialmente en el caso de complejas éareas del terreno (Zoras,

Triantafyllou, & Deligiorgi, 2006).
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2.2 MODELACION MATEMATICA

En las dltimas décadas, la modelacion se convirti6 en una
herramienta habitual de diversas disciplinas que buscan explicar o
reproducir sus respectivas observaciones. Un modelo mateméatico es un
conjunto de expresiones matematicas que describen el comportamiento de
las variables que caracterizan un sistema y se obtiene al estudiar las leyes

fisicas que estan involucradas en el proceso (Peladez & Mejia, 2009).

Un modelo matemético se define, de manera general, como una
formulacién o una ecuacion que expresa las caracteristicas esenciales de
un sistema fisico o de un proceso en términos matematicos (Chapra &
Canale, 2007). También (Burns & Higashi, 1991) sefalan: “La modelacion
matematica es una metodologia sistematica de comprobado éxito en el
descubrimiento y entendimiento de los procesos y causas subyacentes en

la naturaleza basada sobre sus partes observables y sus relaciones”.

Como se muestra esquematicamente en la Figura 1, la modelacién
permite determinar los resultados o predecir lo que podria ocurrir a un
sistema a partir de un conjunto de datos de entrada. Suponiendo que se
desea modelar un contaminante descargado a la atmdsfera a través de una
chimenea. Los datos de partida seran la altura de la chimenea, la tasa de

emision del contaminante, las condiciones meteorolégicas, la topografia del
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terreno, las concentraciones basales, etc. Mientras que los resultados
esperados seran los niveles del contaminante a una determinada distancia

de la fuente o las tasas de deposicion del contaminante sobre el terreno.

Salida que
Entrada se desea
conocida ; Comportamiento del sistema conocer y

conocido o supuesto

Figura 1. Concepto de modelacion simple
Fuente: Kiely, 1999

El nivel de sofisticacion puede variar enormemente entre las diversas
implementaciones de los modelos, no obstante, la sofisticacion del modelo
depende en general del nivel de comprensién y entendimiento del sistema
en si. Por ejemplo, para modelar la hidrodinAmica del flujo de un rio, los
modelos usados mas comunmente son unidimensionales; es decir,
modelos que dan un valor Unico a la velocidad en cada corte transversal.
En el extremo mas sofisticado se encuentra la solucion numérica completa

de las ecuaciones que describen completamente el flujo total (Kiely, 1999).

Algunas veces, no se comprende completamente el problema o el
sistema no se encuentra bien definido, dando lugar a que el conocimiento
y manejo del sistema de simulacion sea incompleto. Esta es la situacion de

muchos problemas reales en el mundo. Por ejemplo, el estudio del
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movimiento de un contaminante en las aguas subterraneas o en el aire
puede verse dificultado debido al conocimiento incompleto de algunos de
los parametros de campo, tales como la conductividad hidraulica, la rapidez
y direccién del viento o las reacciones quimicas que afectan a los
contaminantes en su trayecto. Muchos de los problemas se resuelven
analiticamente para condiciones en régimen estacionario (es decir,
condiciones del problema que no varian con el tiempo); pero en la realidad,
la mayoria de los problemas presentan condiciones que cambian con el
tiempo o simplemente no tienen soluciones analiticas, debiendo ser

resueltas numéricamente.

No solo Burns & Higashi (1991) sefialaron a la modelacion como una
metodologia sistematica, Tanji (1994) y Kiely (1999) coinciden en que la
modelacién es una metodologia que sigue o se ajusta a un conjunto de
reglas o principios racionalmente enlazados entre si. Esta aproximacion
metodoldgica, sin ser exactamente coincidente para estos autores en el
namero y alcance de sus etapas, concuerda en la necesidad de analizar y
definir el problema, construir o seleccionar el modelo, especificar los
valores de las variables y los parametros, ejecutar la modelacion, evaluar y

validar los resultados, ver Tabla 1.

El andlisis y definicién del problema para efectos de la modelacion

difiere poco del utilizado en cualquier otra herramienta de analisis.
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Especialmente, implica estudiar los procesos fisicos, quimicos o biol6gicos
o de otra indole; identificar aquellos procesos que son esenciales y
dominantes; reconocer el problema, especificar los objetivos de la
modelacién e identificar aquellas variables del sistema en estudio que son

controlables o no.

El primer paso de la construccién o seleccion de un modelo es
determinar qué propiedades del sistema real permanecen fijas
(parametros) y cudles pueden variar durante todo el funcionamiento del
modelo (variables), para, a continuacion, deducir, desarrollar o seleccionar
una expresion matematica que describa el sistema. Esta puede ser tan
sencilla como una simple expresién algebraica o una ecuacion diferencial
o compleja como un conjunto de ecuaciones diferenciales y expresiones

algebraicas.
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Tabla 1
Pasos para el desarrollo y aplicacién de modelos de simulacion de
sistemas

Situacion del problema y objetivos del estudio

Reconocimiento de una situacién problemética concreta

Identificacion de los objetivos de la modelacién

Andlisis del sistema

Aislar el sistema de interés del entorno de dicho sistema
Evaluacion de los datos existentes
Conceptualizacion del modelo

Formulacién

Sintesis del sistema

Modelar en ordenador, programacion.

Verificacién del esquema numérico

Calibracién del modelo

Sensibilidad del modelo

Validacién del modelo usando otros conjuntos de datos

Puesta en marcha del modelo

Andlisis de simulacién

Evaluacion e interpretacion de los resultados simulados

Nuevo examen de los analisis y sintesis del sistema

Fuente: Adaptado de Tanji, 1994

Luego de construir o seleccionar el modelo, es necesario especificar
los valores que tomaran las variables y parametros durante la modelacion,
a objeto que dichos valores reflejen en la mejor forma posible el estado del

sistema, ver Figura 2.
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Definir el problema

\
Construir o seleccionar el modelo

v

Especificar los valores de las
variables y los parametros
del modelo

-
|

Y
Hacer la simulacién

Y

Evaluar los resultados
Validar

v

Proponer un nuevo
experimento

Fin

Figura 2. Principales fases de la modelacion
Fuente: Kiely, 1999

La ejecucién del modelo propiamente tal, consiste en resolver
analiticamente o numéricamente la(s) ecuacion(es) y obtener los resultados

de dicha ejecucion.

Las conclusiones que pueden extraerse de una modelacion

dependen, naturalmente, del grado en el cual el modelo refleja al sistema
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real, pero también dependen del disefio del modelo en un sentido

estadistico.

En la mayoria de las situaciones, el analista tiene informacion
disponible para comparar los resultados de la modelacion con datos del
sistema real, datos del desempefio de sistemas similares y el conocimiento
propio del analista sobre la operacion del sistema real. Sin embargo, la
informacion obtenida de estas fuentes probablemente no es suficiente para
validar las conclusiones derivadas de la simulacion. Asi pues, la Unica
prueba verdadera de una simulacion es qué tan bien se desempefia el
sistema real después de que los resultados del estudio se hayan puesto en
ejecucion.

La validacion se refiere al hecho de probar el modelo para garantizar
gue la simulacién esté correcta. Especificamente, se trata de verificar si el
modelo representa al sistema real de manera adecuada. Durante el
desarrollo, seleccién o aplicacion del modelo, pueden surgir errores en
cualquiera de las etapas de la modelacion. EI modelo puede funcionar, pero

fallar en la produccion de resultados correctos.

Con base en los resultados de la modelacién, puede realizarse un
nuevo experimento de modelacién. Se pueden cambiar, entre otros, los
pardmetros, las variables, las normas de decision, las condiciones iniciales

y la duracion del funcionamiento. Se puede reproducir la modelacién con
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niveles de emision de contaminantes o precios del producto diferentes para
ver qué cambios pueden ocurrir. Este ejercicio, se conoce como analisis de
sensibilidad. Dicho analisis, al realizarse de manera sistematica de modo
de optimizar la eleccidbn de parametros para ajustar los resultados a un
conjunto de observaciones, se conoce como modelacion inversa (Bennett,

2005).

Finalmente, el hecho de ensayar duraciones de funcionamiento
diferentes constituye un nuevo experimento en lugar de ser una
reproduccion de uno previo que depende de los tipos de eventos que

ocurren en la operacién del sistema con el tiempo.

2.3 MODELOS DE DISPERSION ATMOSFERICA

Los modelos de dispersion atmosférica son una de las soluciones
mas extendidas al problema del comportamiento de los contaminantes en
la atmésfera. Su planteamiento general sigue el esquema de un modelo de
procesos o fendémenos, es decir, consisten en aplicar un modelo
matematico a cada fendmeno que experimentan los contaminantes en la
atmaosfera, y sumar las contribuciones de todos los modelos de proceso en

una ecuacion de balance o conservacion para cada propiedad considerada.

El balance de contaminante en la atmdsfera aplicable de forma

general es (Seinfeld & Pandis, 2012) el siguiente:
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oc, 0 o’c, . .
E_'_a_xj(ujci): Di anan + Ri (Cl,"'CN ,T)+ S(X,t); | 21521---1 N

donde el primer término representa la variacion de concentracion del
contaminante 1 en el tiempo; el segundo, la entrada neta de contaminante
asociada al flujo atmosférico (adveccion y turbulencia); el tercero, la
variacion de la concentracion de contaminante debido a la difusion
molecular; el cuarto, la velocidad de desaparicion del contaminante por
reaccion quimica; y el quinto, la aparicion de contaminante en el entorno

considerado, proveniente de focos emisores en el propio entorno.
Sin embargo, la resolucion analitica de estas ecuaciones no es
posible, puesto que no se conoce la forma de la funcion u;c; ni de la difusion

turbulenta asociada. Ademas, hay que tener en cuenta que es necesario

resolver las N ecuaciones diferenciales simultaneamente, para tener en

cuenta la influencia de la concentracion de un contaminante C; en la

velocidad de reaccion R, de los otros contaminantes y, por tanto, en su

balance. Por ello existen dos aproximaciones generales a la resolucion de
este problema, la via euleriana y la via lagrangiana; y muchas soluciones

particulares, especialmente para la segunda de estas.
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2.4  MODELO GAUSSIANO DE DISPERSION

Este modelo describe a través de una formula simple el campo
tridimensional de concentraciones generado por una fuente puntual en

condiciones meteoroldgicas y de emision estacionarias.

Perfiles de
concentracion
vertical
Concentracion
Punto (x, 0, 2) ’
Velocidad C(x, 0,2 ‘ EJe/deI penacho
delivientor mo—————Ere S P - el 0 R s e
U——— __A\ik___- ——————— —
{ /,/'z —:;_T Baja turbulencia
£ h Perfiles de .
g[ﬁ = l v 8 concentracion az Alta turbulencia C(x,0,0)
zl nivel de terreno
5[ ,;s l = - . bl L - e o e o e i G i ) 5 0 10 O
ESEI N

Figura 3. Elevacion del perfil de concentracion de un penacho
gaussiano

Fuente: Kiely, 1999

A medida que un penacho progresa en la direccion del viento, el
modelo gaussiano supone que el perfil de concentracion por mezcla
turbulenta adquiere una distribucion gaussiana. Si la condicion atmosférica
es neutra, entonces se desarrollara un penacho en forma de cono. La
concentracion en la linea central del penacho sera maxima a una distancia

cercana del foco emisor y disminuira en la direccién viento abajo. A medida
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que la distancia viento abajo aumenta, los extremos del penacho pueden
impactar sobre el terreno tal y como se muestra en la Figura 3. La

concentracion de un contaminante en cualquier punto es tal que:
1
C(x;y;z)ocUQG (2.1)

donde U, es la velocidad del viento, Q es la tasa de emisiony G es la
curva de Gauss normalizada en el plano yz, esto es, el plano perpendicular

a la direccioén del viento, x.

En la Figura 4, se representa la curva normal (gaussiana), empleada
para caracterizar un proceso estocastico. La altura central en el eje de
ordenadas se denomina “media” y el ancho de la curva se describe como
“desviacion estandar”.

El drea comprendida en 16
de la ordenada general

es el 68,3 % del area total
bajo la curva

,-4-1"—>k Ordenada general -2 -1
Una desviacion
20 estandar

Dos desviaciones
estandar

(a) Tipica (b) Variacién de o

Figura 4. Curva de distribucién normal (Gaussiana)
Fuente: Kiely, 1999
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La distribucion de Gauss en la direccion lateral se describe por la

expresion:

G, = L exp —ELLJ (2.2)
(o}

o [270, 2

Analogamente enelejedela z.

1 1(zY
Gz:mexp{a(c)_—zj] (2.3)

A medida que la distancia viento abajo se incrementa, la

concentracion maxima en la linea central disminuye ya que el penacho se

ensancha en las direcciones z e Y. En la Figura 4 (b) se muestra cémo el

valor aumenta a medida que la distancia a partir del foco emisor aumenta.

La Figura 5 (a) es una grafica de la evolucion del penacho en tiempos
diferentes. En cualquier instante, el penacho presenta un contorno
serpenteante. A los 10 minutos o 1 hora, el contorno se extiende y con €l la
concentracion de la linea central disminuye, tal y como se muestra en la

grafica de la Figura 5 (b).
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Limite medio 10 min

Limite instantdneo

Direccién media del viento

Eje promedio de tiempo del penacho

(a) Vista en planta (b) Concentracidn relativa

Figura 5. Desarrollo de series de tiempo de un penacho
Fuente: Kiely, 1999 en Seinfeld, 1986

El penacho gaussiano que es transportado en la direccion positiva

del eje x puede ser expresado, en general como:

2 2
C—Lexp _%[ACWJ exp _%KWJ (24)

- 270,00, |U| o, o,

donde c(s;r), es la concentracién en r=(X,;Y,;z,) debido a las emisiones

en s=(X;Y.;Z); Q es la tasa de emisién; o, (j,;d) y o,(j,;d) son la
desviacion estandar (horizontal y vertical, respectivamente) de la

distribucion espacial de la concentracion del penacho (o, también se
escribe como o, ); J, Yy J, son los estados de turbulencia vertical y

horizontal; d es la distancia viento abajo desde la fuente al receptor, donde:
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(2.5)

U es la rapidez promedio del vector viento a la altura de la emision
. _ 2 2 12 . . .
(suponiendo que T, s(|r—s| —d ) ); A, esladistancia a lo largo del viento

entre la fuente y el receptor (es decir, entre el receptor y la linea central del

penacho), donde:
Ay =(r =5 )" (2.6)

Y Ah es la elevacién del penacho por sobre la chimenea, que es una
funcion de los parametros de la emision, condiciones meteorolégicas y la

distancia viento abajo d. La ecuacion (2.4) es aplicable para d >0; si d <0,

entonces ¢c=0.

Como puede observarse, la ecuacion (2.4) esta referida a estado
estacionario, utiliza condiciones meteorologicas (viento y estados de
turbulencia) que requieren ser consideradas homogéneas y estacionarias
en el area modelada (es decir, entre r y s) y no opera en condiciones de
calma cuando la rapidez tiende a cero. Sin embargo, la simplicidad de la
aproximacion gaussiana, la hacen sencilla de usar con parametros

meteoroldgicos faciles de medir.

La ecuacion (2.4) es generalmente escrita en la forma:
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2 2
c—LeXp —E{L] exp —l(he_sz (2.7)
2\ o

- 2700, |LT| y

donde U, es la rapidez media del viento, h, es la altura efectiva de la emision
(es decir, h,=h,+Ah) y o, reemplaza a o,, utilizando un sistema de

coordenadas cartesiano cuyo eje x estd orientado en la direccion del

viento.
2.5 MODELOS EULERIANOS

Los modelos eulerianos son unos de los mas completos a la hora de
modelar los fendmenos de transporte. Estos se fundamentan en calcular
para cada punto del espacio en cada instante de tiempo el valor de las
propiedades y concentraciones de las sustancias contaminantes
dependiendo de si estos ocupan o no los puntos en el instante especifico.
Para esto se describe numéricamente el comportamiento de las sustancias
0 compuestos contenidos dentro de un volumen fijo de manera global por
medio de una ecuacién de transporte conocida comiUnmente como

ecuacion de difusidon-adveccion-reaccion, ecuacion (2.8).

oc, o
(

0 oC. .
i~ (uC)=—| K = [+ f, I=1---,N,enQ .
at axj j |) 8X ( |anJ i (2 8)

i
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donde C =(X;y;z;t), es la concentracion media del contaminante i, uj,
representa el campo de velocidades del flujo presente en el dominio de

simulacion; K; es el tensor diagonal de difusividad; f es la fuente o

generacion externa para cada sustancia y N, es el nimero de sustancias
0 especies consideradas en el estudio (Baik, Kim, & Fernando, 2003).
Esta ecuacion es modificada como en la ecuacion (2.9) para los
casos en los que es necesario incluir los efectos debido a los fenémenos
turbulentos, asi como a procesos naturales relacionados directamente con
la interaccion entre sustancias como es el caso de los procesos reactivos.
Otros procesos que pueden ser incluidos son los procesos fisicoquimicos

como es el caso de la deposicién que para un estudio atmosférico se deben

principalmente a la humedad y la lluvia.

%+i(ujci)=i p & —i(u_;c_;)+Ri+fi, i=1--,N.enQ (2.9)
ot X, X; OX; | OX;

En esta ecuacion U; es la velocidad media del flujo; u; y ¢’ son las

fluctuaciones en la velocidad y la concentracion respectivamente debidas a
la turbulencia; D, es la difusividad molecular para cada sustancia i; R, es

el término que representa los procesos reactivos entre sustancias.

En la ecuacion (2.9) el primer término representa la variacion en el
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tiempo de las concentraciones de las substancias sobre un punto en
especifico dentro del entorno de simulacion; es debido a esto que se

conoce como derivada local o tendencia local en el tiempo.
2.5.1 Término de adveccion

El término de adveccion comprende el proceso de transporte de las
sustancias debido al movimiento de los fluidos causado por la variacién de
las propiedades como son la presion y la temperatura, asi como por la
presencia de otros procesos artificiales.

El transporte advectivo J, se expresa como una funciéon del campo

vectorial de los fluidos a lo largo del dominio, ver ecuacion (2.10).
‘]a IUjCi (210)

Donde u;, es la velocidad del fluido en la direccién j; 'y C, es la

concentracion de la sustancia i. Reemplazando J, en la ecuaciéon de
conservacion de las especies, ecuacion (2.11), se obtiene la ecuacion

(2.12) de transporte de sustancias por adveccion.

6C &

= (2.11)
ot axj
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o uc) (2.12)

ot X;
Como se puede observar, esta ecuacion es una simplificacion de la
ecuacion (2.9), donde solo se incluyen los efectos de dispersién debido al

movimiento de los fluidos.
2.5.2 Término de difusién molecular

Este término considera la difusion molecular, que es un proceso
fisico que conlleva a la dispersion de las sustancias presentes en un

espacio debido a los movimientos aleatorios que presentan sus moléculas.

Por medio de este proceso las sustancias tienden a difundirse en el
espacio hasta lograr una uniformidad de la concentracion presente en el
mismo, esto por medio del transporte de las sustancias desde regiones de

alta concentracién hacia regiones de baja concentracion.

Los movimientos moleculares que comprenden este tipo de difusion
solo dependen de la temperatura, la viscosidad y el tamafio de las
moléculas de las sustancias, debido a esto es que el proceso de difusion
molecular se presenta aun cuando no existe una diferencia de

concentracion de los contaminantes en el espacio.

La difusion de las sustancias en el espacio se representa

matematicamente por medio de la primera ley de Fick, ecuacion (2.13).
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Jg =~ ia—c‘ (2.13)
OX;

Donde J,, es la tasa de transporte de sustancias por difusion; C, es la

concentracion de la sustancia i; D. es el coeficiente de difusion para la

sustancia 1 que representa la facilidad en que una sustancia puede
dispersarse en un fluido; y el signo negativo presente en la ecuacion se
debe a que el transporte de sustancias se realiza en sentido contrario al

gradiente de concentracion.

Reemplazando J, en la ecuacién de conservacion de las especies,

ecuacion (2.11), se obtiene la segunda ley de Fick, ecuacion (2.14), o
ecuacion de transporte de sustancias por difusion (Roberts & Webster,
2002), donde se incluye el término de difusion molecular presente en la

ecuacion (2.9).

oC. 0 oC.
—=—|D 2.14
ot 8xj( 'axjj ( )

El desarrollo de los demas términos de la ecuacion (2.9) son

presentados de manera mas completa en (Lozano, 2012).

Entre las ventajas que presenta este modelo esta la facilidad de
predecir el comportamiento de una o varias sustancias cuando se

presentan esquemas complejos de emisién. Un ejemplo de esto son los
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sectores industriales urbanos que presentan numerosas y diversas fuentes
de emision sobre un area especifica. Asimismo en los casos en donde es
importante tener en cuenta los procesos reactivos entre sustancias, debido
a que pueden llegar a jugar un papel importante en el comportamiento de
las sustancias, como es el caso de los estudios sobre contaminantes
secundarios, los cuales solo son productos de la reaccién entre los

contaminantes que son emitidos a la atmdsfera.

2.6 EL METODO DEL ELEMENTO FINITO

En el método de diferencias finitas, el dominio de la solucién se
divide en una malla con puntos discretos o nodos, tal como se muestra en

la Figura 6.

Ay

~———1

X

Figura 6. Dominio mallado en el plano cartesiano Xy

Fuente: Elaboracion propia
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Se aplica la ecuacion en derivadas parciales (EDP) en cada nodo,
donde las derivadas parciales se reemplazan por diferencias finitas
divididas. Aunque tal aproximacion por puntos es conceptualmente facil de
entender, tiene varias desventajas. En particular, es dificil de aplicar a
sistemas con una geometria irregular, con condiciones de frontera no

usuales.

El método del elemento finito (MEF) ofrece una alternativa que es
mas adecuada para tales sistemas. A diferencia de las técnicas por
diferencias finitas, la técnica del elemento finito divide el dominio de la
solucion en regiones con formas sencillas o “elementos”, como por ejemplo

triangulos, tal como se muestra en la Figura 8.

Se puede desarrollar una solucién aproximada para la ecuacién en
derivadas parciales para cada uno de estos “elementos”. La solucion total
se genera uniendo o “ensamblando”. El uso de “elementos”, en lugar de
una malla rectangular, proporciona una mejor aproximacion para sistemas
en forma irregular. Ademas, se pueden generar continuamente valores de
las incdgnitas a través de todo el dominio de la solucién en lugar de puntos

aislados.

El método de elementos finitos combina varios conceptos
matematicos produciendo sistemas de ecuaciones lineales y no lineales. El

namero de ecuaciones por lo general es muy grande, ya que puede variar
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de 20 a 200000 o méas y requiere obviamente de una gran potencia
computacional en cuanto a velocidad y a memoria. El método resulta por lo
tanto de poco valor practico si no se cuenta con el software y hardware

adecuado.

Aungue las particularidades varian, la implementacion del método
del elemento finito usualmente sigue un procedimiento estandar paso a
paso. La aplicacion de tales pasos en la solucion de una ecuacion en

derivadas parciales se desarrollara en las siguientes secciones.

2.6.1 Discretizacién unidimensional

Consiste en dividir el dominio de la solucién en elementos finitos. El
dominio puede ser unidimensional, bidimensional o tridimensional. Si el
dominio es unidimensional, se tiene como “elementos” a lineas, tal como

se muestra en la Figura 7.

v

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3 Nodo 4

Figura 7. Dominio unidimensional X, cuyos “elementos” son lineas

Fuente: Elaboracion propia

Si el dominio es bidimensional, se tiene como “elementos”’ a

triangulos o cuadrilateros, tal como se muestra en la Figura 8.
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\

Figura 8. Dominio en el plano cartesiano Xy, cuyos “elementos” son
triAngulos
Fuente: Elaboracion propia

Si el dominio es tridimensional, se tiene como “elementos” a

tetraedros o hexaedros.

2.6.2 Ecuaciones de los elementos

Consiste en desarrollar ecuaciones para aproximar la solucion de
cada elemento. Elegir una funcion apropiada con coeficientes
desconocidos, que aproximara la solucidon y evaluar estos coeficientes
desconocidos de modo que la funcion aproxime la solucion de manera
optima.

Debido a que son faciles de manipular matematicamente, a menudo

se utilizan polinomios para este propadsito.
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En el caso unidimensional, la aproximacion mas sencilla es un

polinomio de primer grado o linea recta.
u(x)=a, +ax

donde u(x), es la variable dependiente, a, y 4 son los coeficientes, y x es
la variable independiente.

En el caso bidimensional, para un elemento triangular, la

aproximacion mas sencilla es el polinomio lineal
u(Xy)=a,+a,x+a,y

donde u(X; y), es la variable dependiente, a,,a, y a, son los coeficientes,

y x Y Y son las variables independientes.

Una vez que se ha elegido la funcion base, se debe desarrollar la
ecuaciéon que rige el comportamiento del elemento. Esta ecuacion
representa un ajuste de la funcién a la solucion de la ecuacion diferencial
de que se trate. Existen varios métodos para este propdsito; entre los mas
comunes estan el método directo, el método de los residuos ponderados y

el método variacional.

Matematicamente, las ecuaciones del elemento resultante a menudo
consisten en un sistema de ecuaciones algebraicas lineales que puede

expresarse en forma matricial:
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[k][u]=[F]
donde [k], es la matriz de una propiedad del elemento o matriz de rigidez,

[u] es el vector columna de las incognitas en los nodos y [F] es el vector

columna determinado por el efecto de cualquier influencia externa aplicada

a los nodos.
2.6.3 Ensamble

Una vez obtenidas las ecuaciones de elementos individuales, estas
deben unirse o ensamblarse para caracterizar el comportamiento de todo
el sistema. El proceso de ensamble esta regido por el concepto de
continuidad. Es decir, las soluciones de elementos contiguos se acoplan,
de manera que los valores de las incognitas en sus nodos comunes sean

equivalentes. Asi, la solucidn total sera continua.

Cuando finalmente todas las versiones individuales de [k][u]=[F]

estdn ensambladas, el sistema completo se expresa en forma matricial

como.

donde [K], es la matriz de propiedades de ensamble; y [u'] y [F'] son los

vectores columna de las incognitas y de las fuerzas externas.
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2.6.4 Condiciones de frontera

Antes de resolver la ecuacion [K][u']=[F ], esta debe modificarse

para considerar las condiciones de frontera del sistema. Dichos ajustes dan

como resultado:
[K][u=[F]
2.6.5 Solucién

La solucién se obtiene al resolver la ecuacién [K}[u']:[lf'] Una

vez obtenida la solucion, esta se despliega en forma tabular o de manera

gréfica.
2.7 EL METODO DEL ELEMENTO FINITO EN DOS DIMENSIONES
2.7.1 Discretizacion bidimensional

Para iniciar el procedimiento se divide la regién D en un conjunto

de triangulos T,,T,, T,,---,T,, en el que el i-ésimo triangulo tiene tres vértices,
o nodos, denotados con V" = (xg‘); yg‘)) ,para j =1,2,3, tal como se muestra

en la Figura 9.
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vértice o
(v nodo
v
i-ésimo

v / - triangulo

X

Figura 9. El i-ésimo triangulo con sus respectivos nodos

Fuente: Elaboracion propia

2.7.2 Ecuaciones de los elementos

Se debe desarrollar una ecuacion para aproximar la solucién del

elemento. Para cada elemento triangular, es decir, para el i-€simo triangulo

T. la funcién de aproximacion o de forma es el polinomio lineal

u(x;y)=a;+bx+c;y (2.15)

donde u(x;y), es la variable dependiente, a;,b;,c; son los coeficientes y

X, Y son las variables independientes.

Esta funcién debe pasar a través de los valores de u(X;y) en los
vértices o nodos (x"; "), (x";y3") y (x{, y") del triangulo. Esto significa

que para el i-ésimo triangulo T de la figura anterior, se tiene las ecuaciones
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u’ (xy)=a +b’x +cfly,
ugi) (X; Y) = af) + bl(i)xz + Cl(i)Y2
u’ (xy)=af’ +b"% +cly,

u(xy)=a+bx +cy,
uz(X; y)= a +bx, +cy,
U3(X; y):a1+blx3+cly3

O en forma més simplificada,

L x yja U
Que, expresado en forma matricial es, |1 X, VY, || b [=|u,
1 X VYill¢ U,

Y cuya solucion del sistema esta dado por:

a, :[XZY3 — yzstUl_(XDIs _y1X3Ju2 +[X1y2 _leZ}us
A A A
bl{—y;:iyz}ul_[—y;:yljuz+(—VZTV1JUS 2.16)
cl{‘XS”Zjul—{Mjuﬁ[ﬂ]ug
A A Y

donde A, =X,Y;—Y,% —XY; + Y%+ XY, — ¥,X, Yy el area del i-ésimo triangulo

Toes, (%)A;.

Las ecuaciones correspondientes a los coeficientes a;, b, y ¢, se
sustituyen en la ecuacion u(x;y)=a,+bx+c;y. Después de reagrupar

términos semejantes, el resultado se expresa como sigue:
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u(X;y) =Ny, +N,u, + Nyu, (2.17)

Donde

XoYs = Yo%)+ (Y2 = Yo ) X+ (X% =%,) ¥

X Y5 = Yo X =X Y3 + Y X £ XY, — VX,

ij&m—m&%(%—mW+Urmﬁy (2.18)
XoYs = YoXs =X Y5 + ViXs + XY, = Vi X,

(XY, = YiX, )+ (Y = Vo ) X+ (%, =% ) ¥

Xo Vs = Yo X =X Y3 + Y X5 + XY, — VX,

o

N, =

La ecuacion u(x;y)=N,u,+N,u,+Nu, permite predecir valores
intermedios en el elemento, con base en los valores de sus nodos.

En las Figuras 10, 11, 12 y 13 se muestran la funcién de

aproximacion lineal u(x;y)y las funciones base respectivamente.

u I:Jc _:L'J = Ny, + Ny, + N,

i

g rif)
X A%

Figura 10. Funci6n de aproximacion lineal u(x;y)
Fuente: Elaboracion propia
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X I..-:.:.':.
Figura 11. Funcidn base N,
Fuente: Elaboracion propia

X

Figura 12. Funcién base N,
Fuente: Elaboracion propia

X Vl(l)

Figura 13. Funcién base N,
Fuente: Elaboracion propia
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Para cada vértice V" =(x{;y{’) asociamos un polinomio lineal

D). ; : : SN G 1 si j=k
i i). ., i i i OV ORVORTE b
NE)(xﬁ),yﬁ)):a§)+b§)x+c§)y,donde NS (xk Tyl )—{0, S irk

(i),

A.  Desarrollo para el nodo V," NS (%7 y) = al +bx+ ¢y

Si X=X y Y=Y, entonces,

):(Xzys_yzx )"‘( _y3)xl+(x _Xz)yl -1

Ny (% ¥y BT (2.19)

Si X=X,y Yy=Y,, entonces,

Nl(i)(xz;yz):(xzys_yzx D) (V2= Ya) %+ (%= %)Y, -0 (2.20)
X2Ys = YoXs =X Y3+ ViXs + XY, — Vi X,

Si X=X, y Y=Y,, entonces,

Nl(i)(X3;y3):(X2y3_y2X )+ (V2= Ya) X%+ (% —%,) Vs -0 (2.21)

XYs— XY YK XY, Y%

Entonces, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales,
a+bx +cy =1
a +bx,+cy,=0
a +bx,+cy, =0

Que, escrita en forma matricial que como:

45



Lx ynjja |1
1 X% Y, ||b|=|0
1 x5 yijlaf [0
Cuya solucion de este sistema es:
X Y3 = Yo X —Y;t+ Y, X3 — X,
== =— C, =
R b Sy

donde A; =X,Y; = Y, Xg =X Y5 + Vi Xg + X Y, = Y X, .
Por lo tanto, la funcion base N, (X;y) esta dada por
N, (X y)=a,+bx+cy
Desarrollo para el nodo V,": NS)(XS); y.ﬁi))zaﬁ) +bx+cly
Si X=X y Y=Y, entonces,

i XY =YX )+ Y = Y ) X (X — X ) Y
Né)(xl;yl)=( 3J1 3X1) ( 3 1)X1 (X1 3) 1 -0 (2.22)
XYs = Yo X = X Y3 + Vi Xs £ XY, =YX,

Si X=X,y Yy=Y,, entonces,

ND (x,5y,) = (Y3 = Yo%)+ (Vs = ¥1) %+ (4 = %)Y _, (2.23)
XoYs = Yo X = X Y3 + YiXs + XY, = YiX,

Si X=X, y Y=Y,, entonces,

NS)(XS; y3)= (Xsyl_y3X1)+(y3_y1)X3+(X1_X3)y3 -0 (2.24)
XoYs = YoXg = X Y3 + YiXs + XY, — Vi X,

Entonces, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

46



a, +b,x +c,y, =0
a, +b,x,+c,y, =1
a, +b,x,+c,y, =0

Que, escrita en forma matricial queda como:

1 x v|a 0
L X Y|k =1
1 % Vyfc 0

Cuya solucion de este sistema es:

XY~ YK y3X1 b ZY3_Y1 _XTX
A, A A,

a, =

Donde A, =X,Y,— =X Yy + Y X+ XY, —
Por lo tanto, la funcién de interpolacion N, (x; y) esta dada por

N, (X; y) =a, +h,x+C,y

Desarrollo para el nodo V.": NS (x5 y7) =al’ +bx+cy

Si X=X y y=Y,, entonces,

NG () = (XY = y1><)+( L Ye) % (e X)W (2.25)
N Yo X XY VX XY, — Vi
Si X=X,y y=Y,, entonces,
NG (:y,) = (X2 = ¥i%e )+ (Y= Yo ) X (%, ><1)y2:O (2.26)

X Y5 = Yo Xg = X Y5 T Vi X £ XY, = YiX,

Si X=X, y Y=Y,, entonces,
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XY, — Y1X2)+(y1_ yz)xs +(X2 _X1)y3
Xo Y3 = Yo X =X Y5 + Y1 Xs £ XY, =YX,

Néi)(xs;ys): ( =1 (2.27)

Entonces, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

a,+bx, +cy, =0
a, +bx, +c,y,=0
a,+bx;+cy, =1

Que, escrita en forma matricial que como:

— V. X
agleyzA_ylz, b, = oo

Donde A; =X,Y; = Y, X = X Y3 + YiXs + XY, = Y1 X, .
Por lo tanto, la funcion de interpolacion N;(X;y) esta dada por
N, (X y)=a, +bx+c,y
En resumen, para el i-ésimo triangulo T., se tienen las siguientes

funciones base:

N, (x;y)=a +bx+cy
N, (x;y)=a, +bx+c,y

N, (X y)=a,+bx+c,y

Y la funcién de aproximacion es: u(X;y)=Nu, +N,u, +N,u,
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Por ejemplo, se puede determinar las funciones base Nl(x; y),

N,(x;y) y Ny(X;y) en el punto interior P(385;4,8) para el elemento

triangular de la Figura 14.

Vi(47)

P(3.85:4.9)
V(7;3,5)

Vi(1,5;2)

¥y

Figura 14. Dominio bidimensional con un solo “elemento” triangular

Fuente: Elaboracion propia

A.  Parael vértice V;: N,(x;y)=a +bx+cy

Se tiene el sistema de ecuaciones:

1 x ylal [L
1 % Y, b1:0
1 % Y& 0
115 21a 1
1 7 35| b(=|0
1 4 7]¢ 0

Desarrollando el sistema se tiene:
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a, =1,4737
b, =-0,1474
¢, =—0,1263

Por lo tanto, la funcion es N, (X;y)=1,4737-0,1474x—0,1263y
Para el vértice V,: N,(X;y)=a, +b,x+c,y

Se tiene el sistema de ecuaciones:

1 x v|a 0
1 x, v,|lb,|=|1
1 X Y][¢ 0
115 2]a,] [O
1 7 35|b,|=|1
1 4 7 ]gc 0

Desarrollando el sistema se tiene:

a, =—0.1053
b, =0.2105
¢, =—0.1053

Por tanto la funcion es,

N, (X, y) = —0.1053+0.2105x — 0.1053y

Para el vértice V;: N;(X,y)=a,+bx+c,y

Se tiene el sistema de ecuaciones:
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1 x vy|la 0 115 2| 4q 0
1 x, y,||by|=]0], 1 7 35|b|(=|0
1 X y|lc¢ 1 1 4 7 |c 1

Desarrollando el sistema se tiene:

a, = -0,3684
b, =—0,0632
¢, =0,2316

Por tanto la funcion es,
N, (x, y) =-0,3684-0,0632x +0,2316y
Entonces se tiene:

N, (X, y)=1,4737 -0,1474x - 0,1263y
N, (X, y)=-0,1053+0,2105x —0,1053y
N, (X, y) =-0,3684-0,0632x + 0,2316y

N, (3,85;4,8) =1,4737 —0,1474(3,85)—0,1263(4,8) = 0,3000
N, (3,85;4,8) = -0,1053+0,2105(3,85) - 0,1053(4,8) = 0,1997
N, (3,85;4,8) = ~0,3684 - 0,0632(3,85) + 0,23164,8) = 0,5000

2.7.2.1 Metodo de residuos ponderados

El problema a resolver, expresado en la forma mas general, es
determinar una funcién desconocida U tal que satisfaga un determinado

sistema de ecuaciones diferenciales (Zienkiewicz & Taylor, 1994)
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A (u)
A(u)= AZ.(u) =0 (2.28)

En un dominio Q°, ya sea volumen, superficie, etc, junto con ciertas

condiciones de contorno

B(u)=1B,(u);=0 (2.29)

Ay

Subdominio £¥
(elemento)

> X

Figura 15. Dominio Q y su contorno I'

Fuente: Elaboracion propia

La funcion buscada puede ser un escalar o bien un vector de varias
variables. Similarmente, la ecuacion diferencial puede ser una sola o un
sistema de ecuaciones simultaneas. Es por esta razén que se ha recurrido

antes a la notacién matricial.
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Todo céalculo por elementos finitos, siendo un método aproximado,

busca una expresion aproximada de la solucion, de la forma
u=G=>» Na=Na (2.30)
1

En la que N; son funciones de forma expresadas en funcién de

variables independientes (tales como las coordenadas X, Yy, etc.) y donde

todos o algunos de los parametros & son incognitas.

Como el sistema de ecuacion diferenciales, ver ecuaciéon (2.28),

tiene que ser cero en todos los puntos del dominio €2, se deduce que

IVTA(u)dQsJ'[lei(u)HZAQ(u)+-~~]sz@ (2.31)
donde
Vl

V=1V, (2.32)

es un conjunto de funciones arbitrarias de niumero igual al de ecuaciones

(o componentes de U) del problema.

Esto tiene importantes consecuencias. Puede afirmarse que si la
ecuacion (2.31) se cumple para cualquier v, las ecuaciones diferenciales
mostradas en la ecuacion (2.28) deberan satisfacerse en todos los puntos

del dominio. La prueba de la validez de esta afirmacion es obvia si se
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considera la posibilidad de que A(u) #0 en un punto o porcién del dominio.

Inmediatamente se puede encontrar una funcién v que haga la integral de

la ecuacion (2.31) distinta de cero, con lo que se demuestra lo afirmado.

Para satisfacer simultaneamente las condiciones de contorno,

ecuacion (2.29), se debe imponer que

jvTB(u)dFEI[VlBl(u)+VZBZ(u)+---]d1“56 (2.33)

Que la expresion integral

ijTA(u)dQ+jr\7TB(u)dF:6 (2.34)

Se satisfaga para todos los v y V equivale a que satisfagan las ecuaciones
diferenciales, ecuacion (2.28), y sus condiciones de contorno, ecuacion

(2.29).

Consideremos la expresion integral

A(g) g(k%j+g(k%j+uxﬁ+u %+Q=O

Tl ax) oyl o) oy

B(¢)=¢-¢=0 en T, (2.35)
_ 99~ _

B(¢)_k8n q=0 en T,
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donde (siendo n la normal a I') ¢ =u, representa la temperatura, k es la

conductividad, y ¢ y 0 son los valores de contorno, respectivamente,

establecidos para la temperatura y el flujo térmico. Aqui, u, y U, son

funciones conocidas de la posicion y representan velocidades del fluido a

través del cual se transfiere el calor.

La expresion de la ecuacion (2.34) se puede escribir asi
0(,09\ Of,0¢ |, 09 _
V| —|k—|+—| k= dxd Vik—-g |d'=0
[ 55 o oo o[ a] 2:36)

Advirtiendo que v y V son funciones escalares y presuponiendo que
una de las condiciones de contorno, tal como ¢—¢ =0 se satisface

automaticamente mediante la eleccion adecuada de las funciones ¢.

Ahora se puede integrar por partes la ecuacion (2.36) haciendo uso
de las féormulas generales para este tipo de integracion (las formulas de

Green).

Jvi(k%jdxdys— @(k%jdxcng’l v(k%jnxdr
Q ox\  oX Q0ox\  OX q OX

o o ov(, o 0 (2.37)
jv—[k—‘z’jdxdyz— —[k—¢jdxdy+mr v(k-‘”}nydr
@ oy\ oy eoy\ oy a0y

Asi pues, la ecuacion (2.36) quedaria como
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ov 8¢5 v 6¢ o0¢ o9
j[ax ™ ay Y Qdexder[ﬁrvk(a +8yn)dl"+

+I [——qjdl“ 0

(2.38)

Teniendo en cuenta que la derivada respecto de la normal viene dada por

op 09 ¢
L =—"n
o ox « T oy n, (2.39)
Y, ademas haciendo
V=—V (2.40)

Se puede escribir, sin pérdida de generalizacion (ya que ambas funciones

son arbitrarias), la ecuacion (2.38) como

IQVTka¢dQ—JQVQdQ—L qur-jr vk %dl‘ =0 (2.41)
q 3

o
. oX
Donde el operador V es simplemente V = 5
oy
Obsérvese que:

a) Lavariable ¢ desaparece de las integrales sobre el contorno I'; y que

las condiciones de contorno
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Correspondientes al mismo, se satisfacen automaticamente. Tal

condicion se conoce como condicién de contorno natural, y

b) Si ¢ se toma de manera que satisfaga las condiciones de contorno

forzadas ¢—¢ =0, se puede omitir el Gltimo término de la ecuacion
(2.41) restringiendo la eleccion de las funciones v solo a aquellos que

den v=0 en F¢.

Si para expresar la funcion incognita u se toma una expresion aproximada

como la ecuacion (2.30), o sea
n
u=G=>» Na=Na
1

Seré& evidentemente imposible que en el caso mas general se satisfagan a
la vez la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno. Las
expresiones integrales de la ecuacion (2.34) permiten efectuar una
aproximacion si, en lugar de cualquier funcién v, se toma un conjunto finito

de funciones preestablecidas

donde n, es el numero de parametros incognita a que entran en el

problema.
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Asi, las ecuaciones (2.34) proporcionan un sistema de ecuaciones
ordinarias, de las que pueden calcularse los parametros a. Es decir, tendra

el sistema siguiente:

JQWJTA(Na)dQ+LW,TB(Na)dF=6 j=lan (2.43)

Si se tiene en cuenta que A(Na) representa el residuo o error que

se obtiene al sustituir la solucién aproximada en la ecuacion diferencial (y

B(Na) el residuo obtenido al hacer esta sustitucion en las condiciones de

contorno), la expresion de la ecuacion (2.43) sera la integral ponderada de
tales residuos. Por ello este procedimiento de aproximacién puede recibir

el nombre de método de residuos ponderados.
2.7.2.2 Método de Galerkin

A efectos de ponderacion, se utiliza el conjunto de funciones
independientes W, = NJ-. Como se aprecia, este método permite
frecuentemente (pero no siempre) obtener matrices simétricas y por esta y
otras razones se adoptaran casi exclusivamente para las operaciones con
elementos finitos.

Sustituyendo V=W; en la ecuacion (2.41) y afiadiendo los términos

de conveccion a la misma, se puede escribir inmediatamente la ecuacion

de residuos ponderados. Se obtiene asi
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~ A

. o9 04 -
[ Viwkvgda-| w, (ux Y EJdQ—J.QWdeQ—J.Fq w,gdr =0 (2.44)

Donde ¢?: z N.a tal que los valores impuestos de ¢ se dan en le contorno

I'=¢ yalavez w; =0 en dicho contorno.

Estableciendo la aproximacion de Galerkin, es decir, haciendo

W, = Nj, se obtiene inmediatamente un sistema de ecuaciones de la forma

Ka+f=0 (2.45)
donde
KJ..:I VTNjkVN.dQ—j (N.u N N %]dgh

i Q 1 Q 17X aX 1y ay

ON. OoN. ON. &N oN oN (2.46)
= [ |kt [ dQ- [ NG, Ny, == [dQ
ol ox  ox oy oy o ox 'V ooy

f=—[ NdeQ—IFq N,qdr (2.47)

La ecuacion de la conduccion del calor en dos dimensiones en

régimen transitorio se obtiene a partir de la ecuacion (2.35) afiadiendo el

Lo : 0
término que expresa el almacenamiento de calor c—¢, donde ¢ es el calor
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especifico. Se tiene ahora un problema definido en un dominio Q(x; y;t) y

gobernado por la siguiente ecuacion:

A(9) Q(k%}i[k%]wxZ—f+uy%+Q—c;—¢=0

T ax) oyl oy
B(#)=¢-¢=0 en T, (2.48)
B(¢)=kg—f—q=0 en I,
Tomando
p~9=3 Na (2.49)

Con a =a/(t) y N, =N;(xy) y utilizando el método de Galerkin, se sigue

exactamente los pasos descritos en las ecuaciones (2.44) a (2.47) para

llegar a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Ka+C%+f =0 (2.50)

En este caso, la expresion K; es idéntica a la de la ecuacion (2.46)

(prescindiendo de los términos de conveccion); la de f, es idéntica a la de

la ecuacion (2.47), y la matriz C viene dada por

C; ='|'Q N;cN;dxdy (2.51)
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Como siempre, la matriz C puede formarse por ensamblaje de las

contribuciones de cada elemento.

2.7.3 Ensamblaje y condiciones de frontera

Una vez obtenidas las ecuaciones de elementos individuales, estas
deben unirse o ensamblarse para caracterizar el comportamiento de todo
el sistema. El proceso de ensamble estad regido por el concepto de
continuidad. El sistema completo se expresa en forma matricial tal como se
muestra en la ecuacién (2.13), la cual debe modificarse para considerar las
condiciones de frontera del sistema, ver ecuacion (2.14). De la ecuacion

(2.14) se obtiene la solucion.

2.8 MATERIAL PARTICULADO

El material particulado (MP) es un conjunto de particulas sélidas y
liquidas emitidas directamente al aire, tales como el hollin de diesel, polvo
de vias, el polvo de la agricultura y las particulas resultantes de procesos

productivos (Fang et al., 2003).

Estas particulas en suspension (MP) son una compleja mezcla de
productos quimicos y/o elementos biolégicos, como metales, sales,

materiales carbonosos, organicos volatiles, compuestos volatiles (COV),
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hidrocarburos aromaticos policiclicos (HAP) y endotoxinas que pueden

interactuar entre si formando otros compuestos (Billet et al., 2007).

Debido a que son de tamafio, forma y composicion variada, para su
identificacion se han clasificado en términos de su didmetro aerodinamico
gue corresponde al diametro de una esfera uniforme en unidad de densidad
gue alcanza la misma velocidad terminal de asentamiento que la particula
de interés y que esta determinado por la forma y densidad de la particula.
De acuerdo a esto, pueden ser clasificadas como finas y gruesas (Bell,

Samet, & Dominici, 2004; Garcia, 2002), como se presenta en la Figura 16.

10 i ;
- ! !
| . TSP

| ] |
1° T PM 10 ! |
c 8 a PN 22 o
o PM I 2 I |
b Yl I |
g g1 e | |
; AW o\
5 : : :
&) i i i
o 4+ | Sulfate, | |
-_; i Nitrate, i i
] ! Ammonium, | I

& i3 Organic & f

2+ i Elemental
Carbon, Heavy
Metals, Clays
0 —

0.01 0.1 1 10 100
Particle Aerodynamic Diameter (um)

Figura 16. Distribucion tipica de las particulas en la atmosfera donde
se muestran las particulas finas y las gruesas

Fuente: Tomado de Watson & Chow, 2000
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29 PANORAMA MUNDIAL Y NACIONAL DE LOS PMio

Investigaciones recientes relacionadas con el material particulado se
han realizado en todo el mundo. En Italia (Perrone et al., 2005), Espafia
(Viana et al., 2006), Beijing (Wu et al., 2008), Suecia (Sternbeck et al.,
2002), China (Zhang et al., 2006) y Estados Unidos (Wilhelm, Qianc & Ritz,
2009), entre otras. En ellas demuestran la presencia de MP en la atmosfera
por causas naturales y antropogénicas, manifestando ademas la necesidad
de adelantar estudios detallados relacionados con los efectos causados por
la presencia de este contaminante, con el fin de implementar estrategias

para el control del mismo.

En el Perd, de acuerdo al ultimo Informe Técnico de Estadisticas
Ambientales presentado por el INEI, (2016), correspondiente al mes de
febrero de 2016, el maximo valor obtenido de PM1o se registro en el distrito
de Villa Maria del Triunfo (169,8 ug/m?3), que sobrepasé el ECA (150 ug/m?)
permitido, seguido de Puente Piedra (125,1 ug/m?), Ate (98,8 ug/m?),
Carabayllo (82,0 ug/m?), Huachipa (80,4 ug/m?), San Juan de Lurigancho
(73,4 ug/m?), Santa Anita (70,1 ug/m?3), San Borja (48,8 ug/m3), San Martin

de Porres (39,5 ug/m?3) y Jesus Maria (38,2 ug/m?3).
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2.10 MATERIAL PARTICULADO PMzs

Las particulas de diametro menor o igual a 2,5 micras (PMz5) son
100 veces mas delgadas que un cabello humano. Agrupan a particulas
sélidas o liguidas generalmente &acidas, que contienen hollin y otros
derivados de las emisiones de vehiculos e industrias. Son altamente
peligrosas porque son respirables en un 100% y por ello, se alojan en
bronquios, bronquiolos y alvéolos pulmonares. Pueden alterar los
mecanismos defensivos del organismo y facilitar el ingreso de
microorganismos, como bacterias o virus, produciendo infecciones
respiratorias y problemas cardiovasculares. Las particulas finas pueden
estar constituidas por metales pesados, u otros elementos nocivos,

causando dafo a la salud a mas largo plazo.

Estas particulas se dividen en ultrafinas o de nucleacion y las de
acumulacion. Las de nucleacion, tienen diametros inferiores a 0,08 micras,
debido a que rapidamente coagulan con particulas mas grandes o sirven
de nucleo a gotas de lluvia y neblina. Al rango de diametro de particulas
finas que comprenden de 0,08 a 2 micras se le conoce con el nombre de
acumulacion ya que estas particulas son el resultado de la coagulacion de
pequefias particulas emitidas por fuentes de combustién, de la
condensacion de especies volatiles, de la conversién de gas a particulas y

de particulas finas de suelos (INEI, 2009).
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2.11 MATERIAL PARTICULADO PMu1o

Son particulas en suspensién con un diametro aerodinamico de
hasta 10 um (micras); son 20 veces mas pequefias que un cabello, por su
tamafio el PMio es capaz de ingresar al sistema respiratorio del ser
humano; las particulas PMio son transportadas por el aire y pueden
permanecer suspendidas por minutos u horas. El material particulado
generado por la combustion incompleta, el trafico, chimeneas de viviendas,
incineracion, mineria y la quema de carbon en centrales térmicas tiene un
tiempo de permanencia de 5 a 10 dias. El PM1o se produce principalmente
por la desintegracién de particulas, a través de procesos mecanicos, el
polvo, el polen, las esporas, el moho, el hollin, particulas metalicas,
cemento, los fragmentos de plantas e insectos, polvo toxico de las fabricas
y agricultura y de materiales de construcciéon. EI PM1o también se genera
por el alto contenido de azufre de los combustibles diesel agravandose por
la antigiiedad y mal estado del parque automotor especialmente de los

vehiculos que transportan pasajeros.

Mediante DS 074-2001-PCM se establece los estandares nacionales
de calidad del aire entre los cuales se considera un estandar de media
aritmética anual para el PM1o de 50 microgramos por metro cubico (ug/m?3).
Asimismo, se determina que para 24 horas este contaminante no debe

sobrepasar 150 microgramos por metro cubico (ug/m?3) sin excederse a mas
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de 3 veces al afio. En el mes de setiembre del 2009, la Direccion General
de Salud Ambiental (DIGESA) report6 que la concentracion de material
particulado PM1o ascendia a 100,0 microgramos por metro cubico (ug/m?3),
cifra inferior en 23,0% en relacién a igual mes del 2008. Asimismo, fue
inferior en 2,0%, con respecto a agosto del 2009. No obstante, fue mayor
en 100,0% en relacion al estandar de la calidad del aire, que es 50

microgramos por metro cubico (ug/m?), (INEI, 2009).

2.12 REGLAMENTO DE ESTANDARES NACIONALES DE CALIDAD

AMBIENTAL DEL AIRE

e Decreto Supremo D.S. N° 003-2008-MINAM. Aprueban Estandares de

Calidad Ambiental para Aire.

e Resolucion Presidencial N° 089-2005-CONAM/PCD. Programa Anual
Mayo 2005 - Abril 2006, para Estandares de Calidad Ambiental (ECA)

y Limites Maximos Permisibles.

e Decreto Supremo D.S. N° 074-2001-PCM. Aprueban el Reglamento de

Estandares de Calidad Ambiental para Aire (tablas 2, 3y 4).

El Estandar de Calidad Ambiental (ECA), es la medida de la
concentracion o del grado de elementos sustancias o pardmetros fisicos,

guimicos y biolégicos en el aire, agua o suelo en su condicion de cuerpo
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receptor, que no representa riesgo significativo para la salud de las

personas ni al ambiente.

Tabla 2

Estandares Nacionales de Calidad Ambiental del Aire D.S. N° 074-
2001-PCM. (Todos los valores son concentraciones en microgramos
por metro cubico. NE significa no exceder)

METODO DE
ANALIsIS1[1]

CONTAMINANTES PERIODO FORMA DEL

VALOR FORMATO

Anual 80 Media aritmética

anual Fluorescencia UV

(método automético)

Diéxido de Azufre

24 horas 365 NE mas de 1 vez

al afio

Anual 50 Media aritmética
anual Separacién inercial/
PM filtracion (Gravimetria
K 24horas 150  NEmas de 3 ( )
veces/afio
. 8 horas 10000  Promedio movil Infrarrojo no dispersivo
Monéxido 1 hora 30000  NE mas de 1 (NDIR)
de Carbono vezlafio (Método automético)
Anual 100 Promedio
Dioxido de aritmético anual Quimiluminiscencia
Nitrégeno : At
rog Thora 200  NEmasde 24 (Metodo automatico)
veces/afio
Ozono 8 horas 120 NE mas de 24 Fotometria UV
veces/afio (Método automatico)
Anual 22] Método para PM10
Plomo Mensual 15 NE mas de 4 (Espectrofotometria
veces/afio de absorcion atomica)
Sulfuro de Fluorescencia UV
Hidrégeno 24 horas 2 (método automatico)

111 O método equivalente aprobado

221 A determinarse segun lo establecido en el Articulo del presente reglamento.
Fuente: Decreto Supermo N° 074-2001-PCM
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Tabla 3
Valores de transito

CONTAMINANTE PERIODO FORMA DEL ESTANDAR METODO DE
VALOR FORMATO ANALISIS
Anual 100 Media aritmética Fluorescencia UV
Dioxido de Azufre anual (método automatico)
Anual 80 Media aritmética Separacién inercial/
anual filtracion (Gravimetria)
PM1o
24 horas 200 NE méas de 3
veces/ano
Dipxido de 1 hora 250 NE mas de 24 Quimiluminiscencia
Nitrégeno veces/afio (Método automatico)
Ozono 8horas 160 NE mas de 24 Fotometria UV
veces/afio (Método automatico)

Fuente: Decreto Supermo N° 074-2001-PCM

Tabla 4
Valores Referenciales
FORMA DEL ESTANDAR . )
CONTAMINANTE PERIODO METODO DE ANALISIS
VALOR
Anual 15 Separacién inercial/ filtracion
PM-2.5 (gravimetria)
24 horas 65

Fuente: Decreto Supremo N° 074-2001-PCM

Todos los valores son concentraciones en microgramos por metro
cubico; NE significa no exceder. El método de andlisis puede también ser

un método equivalente aprobado.
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CAPITULO Il

MARCO METODOLOGICO
3.1 TIPO DE DISENO DE LA INVESTIGACION

En el presente trabajo de investigacion se empleo el disefio cuasi-

experimental o de campo.

Los disefios cuasi-experimentales, principales instrumentos de
trabajo dentro del ambito aplicado, son esquemas de investigacion no
aleatorios. Dado la no aleatorizacion, no es posible establecer de forma
exacta la equivalencia inicial de los grupos, como ocurre en los disefios

experimentales (Bono Cabré, 2012).
3.2 VARIABLES ATMOSFERICAS Y UBICACION
3.2.1 Para el modelo matematico

Variables dependientes
e Ubicacion (x;y;z) del emisor (m) — variable cuantitativa.

e Concentracién de material particulado PM1o (,ug/m3 ) — variable

cuantitativa.

e Tiempo desde la liberacion del contaminante (s).
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3.2.2

Variables independientes

e Ubicacion (x;y;z) del receptor (m) — variable cuantitativa.
e Velocidad del viento (m/s) — variable cuantitativa.

e Direccién del viento (en grados sexagesimales) — variable
cuantitativa.

e Estabilidad atmosférica (A, B, C, D, E o F) — variable discreta.

e Tipo de suelo (Rural o Urbano) - variable discreta.

e Cantidad de contaminante del emisor (g/s) - variable

cuantitativa.
e Temperatura ambiente (K) — variable cuantitativa.

e Humedad (%) — variable cuantitativa.
Para el equipo de medicion de particulas PMio

Variables dependientes

e Concentracién de material particulado PM1o (,ug/m3 ) — variable
cuantitativa.

e Ubicacion (x;y;z) del emisor (m) — variable cuantitativa.

e Tiempo desde la liberacion del contaminante (s).

e Direccion del viento (en grados sexagesimales) — variable

cuantitativa.
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e Temperatura ambiente (K) — variable cuantitativa.
e Estabilidad atmosférica (A, B, C, D, E o F) — variable discreta.

e Velocidad del viento (m/s) — variable cuantitativa.

e Tipo de suelo (Rural o Urbano) - variable discreta.

Variables independientes

e Ubicacion (x;y;z) del equipo de alto volumen PMio (m) —

variable cuantitativa.
3.3 AREA DE ESTUDIO

El presente estudio se llevé a cabo en la zona urbana aledafa al
Ovalo Cusco de la ciudad de Tacna, que se ubica en la capital del
departamento del mismo nombre, la cual se encuentra en la zona mas
extrema del sur del Pais con las siguientes coordenadas: La Concordia,
frontera con Chile 18° 19’ latitud Sur y 70° 20’ longitud Oeste; el Tripartito,
frontera con Chile y Bolivia 17° 27’ latitud Sur, 69° 10’ longitud Oeste y se
encuentra a una altitud de 562 msnm. Cuenta con una superficie de 8
170,39 km?, y su cantidad de habitantes en el afio 2 012 fue de 279 750;

de los cuales 265 763 viven en la zona urbana y 13 987 en la zona rural.

La zona urbana aledafa al Ovalo Cusco, comprende las avenidas

Circunvalacion Sur, Cusco, Tarapaca, la calle Billinghurst y la Universidad
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Nacional Jorge Basasdre Grohmann - UNJBG, tal como se muestra en las

Figuras 17, 18 y 19.

MOQUEGUA

Figura 17. El mapa de Peru y Tacha
Fuente: Elaboracion propia

. -
oo
@ %

@
&
K Gold Apart

w2
o Babul Islam ‘O';('. M)\ otel Tacna AT c%v
o ) Mezquita - 9%, Billingurt R
<« o %,

o 2
T e 3 v %
£ 5 2 oo e o (N o
i 2 2 = 1@ T e [P o
Direccién g 5 ® e = & e *
i) Regional de i O = < 5 o
Agricultura Tacna @) W qat ®
o
R L <+ g <
Avenida Cusco g
o
sl et 7
@
oF
0’1‘
>
F
F

CORTEC SRL (=

Avenida
Circunvalacién Sur
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Figura 19. La UNJBG ubicada en la zona urbana aledafia al Ovalo

Cusco

Fuente: Google earth

3.4 PROTOCOLO PARA LA MEDICION DE LOS PMio

Los equipos de monitoreo automatico requieren temperaturas
estables en el rango de 20°C a 25°C, por lo que se requiere un sistema de
aire acondicionado (DIGESA, 2005).

Los muestreadores de material particulado, como el de alto volumen,
son generalmente localizados al aire libre sobre la caseta, mientras que los
monitores automaticos de particulas y gases son ubicados dentro de la
estacion (en estantes) recibiendo la muestra de aire del exterior a través de

mangueras de material inerte (recomendable teflon).
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Existen diferentes recomendaciones de distancias y elevaciones

pertinentes para cada contaminante en particular. La entrada del

muestreador debe protegerse de manera adecuada de condiciones de

tiempo como altas temperaturas, luz solar intensiva, lluvia y viento fuerte,

entre otras. La Tabla 5 resume los criterios de la USEPA para la toma de

muestra por contaminante y escala de medicion.

Tabla 5

Criterios de ubicacion de la toma muestra por contaminante y escala

de medicién

Contaminante  Escala Altura de la Distancia vertical y
tomade horizontal de las
muestra (m) estructuras de soporte

Media
B,C, D E Local

S0 Urbana 3-15 >1
Regional
Microescala 3+05 >1

coc™F Media

3-15
Local
Media
B.C.D Local B

Os Urbana 3-15 >1
Regional
Media

NO, & P Local 3-15 >1
Urbana
Microescala 2-7
Media

PM-10 ® ©P&C | ocal > 2, solo horizontal

2-15

Urbana
Regional

Pb Microescala 2-7
Media
Local > 2, solo horizontal
Urbana 2-15
Regional

Fuente: DIGESA 2005
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Donde:

A Cuando el sensor se localiza en un tejado, esta distancia de separacion
hace referencia a las paredes, a los parapetos o a los aticos situados
en la azotea.

B Debe ser > 20 metros de la linea de goteo del arbol y debe estar a 10
metros de la linea de goteo cuando el arbol actia como obstruccién.

€ La distancia entre los obstaculos (arboles y edificios) y el muestreador
debe ser mayor que dos veces la altura del obstaculo sobre el nivel de
las entradas del muestreador.

PDeben tener circulacion de aire sin restriccion de 270 grados alrededor
del sensor o muestreador, 180 grados si el sensor esta en el lado de un
edificio.

E El sensor o muestreador debe estar ausente de fuentes menores tales
como hornos o tubos de incineracién. La distancia de separacion es
dependiente de la altura de emision de la fuente de menor importancia
(como un tubo de emision), del tipo de combustible o de basura
guemada, y de la calidad del combustible (sulfuro, ceniza, o contenido
de plomo). Este criterio se disefia para evitar influencias indebidas de
fuentes menores.

F Para microescalas de sitios de monitoreo de CO, el sensor debe estar

> 10 metros de una interseccion de calle y preferiblemente en una
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localizaciéon a mitad de calle

© Para monitores de PMio una distancia de separaciéon de 2 a 4 metros

entre los monitores colocados.
3.5 UBICACION DE LA ESTACION DE MONITOREO

El lugar de monitoreo para obtener la concentracion del
contaminante PMio se ubico al costado del edificio de la Escuela de
Metalurgia que esta ubicada dentro del campus de la Universidad Nacional
Jorge Basadre Grohmann de Tacnha — UNJBG. Su ubicacién se encuentra
a 18°01'35.51" S 70°15'01.84" O, y en coordenadas UTM, 367568.00 m E
(Coordenada Este) y 8006300.00 m S (Coordenada Norte), tal como se

muestra en las figuras 20, 21y 22.

ESME: Lugar
de monitoreo

N

< o e
OvalolGusco! ¢ < i‘ . | AW
2, »

A

\3
%

‘Google Earth

Figura 20. El Ovalo Cusco ubicado en la ciudad de Tacna.

Fuente: Google earth.
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ESME: Lugar de monitoreo,
367568.00 m E (Coordenada
Este) y 8006300.00 m S
(Coordenada Norte)

Figura 21. Lugar de monitoreo ESME - UNJBG, 367568.00 m E (Coord.
Este) y 8006300.00 m S (Coordenada Norte)

Fuente: Google earth

ESME: estacién de
monitoreo

Figura 22. La estacion de monitoreo del Gobierno Regional de Tacha
ubicado en el campus de la Universidad Nacional Jorge
Basadre Grohmann, donde se realiz6 el monitoreo de PMio
desde el 28 de marzo al 05 de abril del 2016.

Fuente: Elaboracion propia
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3.6 EQUIPOS PARA MEDICION DE MATERIAL PARTICULADO

Los equipos utilizados para la medicion de material particulado,
succionan una cantidad medible de aire ambiente hacia una caja de
muestreo a través de un filtro, durante un periodo de tiempo conocido,
generalmente 24 horas. Elfiltro es pesado antes y después para determinar
el peso neto ganado. El volumen total de aire muestreado se determina a
partir de la velocidad promedio de flujo y el tiempo de muestreo. La
concentracion total de particulas en el aire ambiente se calcula como la
masa recolectada dividida por el volumen de aire muestreado, ajustado a
las condiciones de referencia. Existen dos muestreadores de este tipo que
se diferencian en su controlador de flujo, pueden ser de sistema MFC
(controlador de flujo de tipo masico) o VFC (controlador de flujo de tipo

volumétrico) (MAVDT, 2010).

3.7 EQUIPO UTILIZADO EN EL PROYECTO

El Thermo Scientific TEOM 1405-DF, es un monitor de aire ambiente
dicotémica continua con dos Filtrar Dynamics Sistemas de Medicién (Figura
23). El sistema de una sola pieza proporciona tres mediciones: PM1o, PMz25
y PM-Grueso las mismas que representan fracciones PM volatiles y no

volatiles.
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MC (ugimy:
1HEMC (ugime):
BHr MC (ugims).
12-Hr MG (ugims).
29-Hr MC ugims -

Figura 23. El equipo Thermo Scientific TEOM 1405-DF

Fuente: Elaboracién propia

Figura 24. Vista del equipo instalado en la Loza deportiva de la ESME
- UNJBG

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 25. Equipo Thermo Scientific TEOM 1405-DF parala medicion
de PMwoy PM2s

Fuente: Empresa TEOM

Sistema totales

El  Thermo Scientific TEOM 1405-DF, monitor, mide
simultaneamente PM-10, PM-25 y PM-Grueso (PM10-2,5) de
concentracion de masa, tal como existe en el aire ambiente. El sistema
1405-DF se compone de dos: Filtrar Dynamics Sistemas de Medicion

(EMDC) y dos sensores de masa TEOM alojados en un solo armario, la
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configuracion preparada para la red que incluye el sistema de control con

interfaz de usuario de pantalla tactil.
Medida total

El sistema esta disefiado para proporcionar la lectura representante
de corto y largo plazo de la concentracion ambiental PM, incluso en la
presencia de materiales volatiles. Los enfoques convencionales de
monitoreo de PM no dan cuenta de la rapida pérdida que puede ocurrir con
captacion en un filtro mientras degusta ambiente PM. El 1405-DF supera
este reto mediante la generacidbn automatica de las mediciones de
concentracion de masa (mg / m3) que dan cuenta de los dos componentes
no volatiles y volatiles PMi1o, PM25 y PM-gruesos. La salida de datos por
defecto del sistema consiste en una concentracion de masa media de 1
hora y 24 horas corriendo actualizado cada 6 minutos y en la hora,
respectivamente. El monitor calcula una base de concentraciones FD EM 1
hora y masa de referencia actualizados cada 6 minutos. Los usuarios
pueden seleccionar tiempos de promediado adicional de 30 minutos a 23

horas.
La certeza total (precision)

El 1405-DF proporciona una referencia a si misma, NIST medicion

de masa real utilizando la tecnologia Thermo Scientific TEOM alta fiabilidad
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probada. El sistema se diferencia de otros métodos de medicion de PM
mediante la utilizacién de una medicién directa de masas que no esta sujeto
a incertidumbres de medicién. Se encuentran en técnicas indirectas, como

la atenuacién beta, dispersion de la luz y la caida de presion.
Especificaciones del producto
Designaciones reguladoras

e Candidato de la EPA y TUV muestreador método equivalente para las

PM10, PM-2,5 y fracciones de tamafo PM-Gruesos.
Seguridad / Denominaciones eléctricas
Disefiado para cumplir con:

e CE:EN61326: 1997 + A1: 1998 + A2: 2001 + A3: 2003, EN: 61010-1
e UL: 61010-1: 2004
e CSA:C22.2 No. 61010-1: 2004

e FCC: Parte 15 Subparte B, Clase B
Configuracién del sistema estandar

e El software guiado por menu para la interaccién del usuario a través de
un cuarto de pantalla VGA con pantalla tactil
e Conexion y cables de interfaz, y la bomba de vacio

e Los consumibles para la operacion del primer afio medio (ambiente)
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e RPCOMM vy exportacion de software para la comunicacion local o

remota.
Instrumento desempeiio (3 1/ min, 1s, condiciones estables)

¢ Rango de medicion: 0 a 1.000.000 g/ m3 (1 g/ m3)
¢ Resolucion: 0,1 mg/ m3
e Precision: £ 2,0 mg/ m3 (ave de 1 hora), = 1.0 mg / m3 (24 horas ave)

e La exactitud de medicidon de la masa: + 0,75%
De promedio y salida de datos

e En tiempo real de masas Conc. Promedio: 1 hora promedio movil
actualiza cada seis minutos

e Valor promedio a largo plazo: 1, 8, y 24 horas

e Velocidad de datos de salida: seleccionable desde 10 segundos a 24

horas
Rango de operacion

La temperatura del aire muestreado puede variar entre -40 y 60 ° C.
La unidades de sensor y de control TEOM debe ser protegido de la
intemperie dentro de la gama de 8 a 25 ° C. Un recinto al aire libre completa

opcional proporciona proteccién contra la intemperie completa.
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Flujo de muestra

e Sistema de control de flujo Activol utiliza los sensores de flujo de masa
y la temperatura ambiente medida y presién para mantener los caudales
volumeétricos constantes.

e Velocidad de flujo principal: filtro fino PM: 3,0 | / min; Filtro grueso PM:
1,67 1/ min

e Velocidad de flujo de derivacion: 12,0 | / min
Almacenamiento de datos

e Registro de datos interna de las variables especificadas por el usuario;

capacidad de 500.000 registros.
Medios de filtro

¢ Filtro de la muestra: Pallflex TX40, de 13 mm de diametro efectivo

e Acondicionador de muestra del filtro: 47 mm de diametro situado en un
casete de filtro moldeado de estilo FRM, mantenida a 4 ° C. Adecuado
para recoger y archivar muestras de MP integrada en el tiempo para el

analisis de laboratorio posteriores.
Acondicionamiento de la muestra

e Sistema de equilibrado de la muestra (SES) secadora reduce el flujo

principal de humedad relativa y permite el funcionamiento del
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transductor de masa a 5 °C sobre la temperatura de la estacion de
monitoreo de aire pico.

De purga del filtro del acondicionador contiene un intercambiador de
calor que mantiene la temperatura del filtro de flujo y de particulas
principal a 4 °C para filtrar eficientemente el PM volétil y no volatil en la

muestra.

Datos de saliday de entrada

Interfaz de usuario de pantalla tactil

Ethernet con servidor integrado FTP, USB, RS232, RS485

8 definido por el usuario salidas analdgicas (0-1 o 0-5 VDC)

2 circuitos de alarma Cierre por Contacto definidas por el usuario

4 entradas anal6gicas promediado (0-5 VCC) con la conversién definida

por el usuario a unidades de ingenieria

Requerimientos de energia

Modelo 1405: 100-240 VCA, 440 VA, 47-63 Hz

Bomba: 120 VAC / 60 Hz: 4,25 A; 240 V / 50 Hz: 2,25 A

Dimensiones fisicas

W: 17 (43,2 cm) x D: 19" (48,3 cm) x H: 50 "(127 cm)

Peso: 75 libras (34 kg)
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3.8 INSTALACION DE LA ESTACION PARA EL MONITOREO

Para la instalacion de la estacion de monitoreo, se tuvo en cuenta lo
siguiente: a) tipo de emisiones y fuentes de emision; b) factores
topograficos y meteorologicos, c) informacion de la calidad de aire, d)
analisis de las caracteristicas del flujo de viento (velocidad y direccion)

alrededor del Ovalo Cusco y de la ciudad universitaria de la UNJBG.

Para la seleccion del punto de monitoreo se tuvo en cuenta el mayor

flujo de vehiculos.

La estacion de monitoreo se instal6 en la loza deportiva del pabellon
de la Escuela Profesional de metalurgia — ESME, que esta ubicada dentro
del campus de la Universidad Nacional Jorge Basadre Grohnmann-UNJBG.
El sensor se ubic6 a una altura de 3,80m, tal como se muestra en la Figura
26y 27.

La estacibn de monitoreo estuvo administrado por personal
profesional y capacitado en las operaciones de monitoreo del Gobierno
Regional de Tacna, dando como resultados las concentraciones de los
contaminantes PMio, PM25, CO, NOx (NO y NOz2), SO2, H2S y O3z y los
pardmetros meteorolégicos de la velocidad y direccion del viento, la
humedad relativa, la temperatura, la precipitacion, la radiacién solar, la

presién barométrica y la radiacién ultravioleta.
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Figura 26. Loza deportiva de la ESME donde se instalo la estacion de
monitoreo

Fuente: Elaboracion propia

Figura 27. Estacién de monitoreo en laloza deportiva de la ESME-
UNJBG

Fuente: Elaboracion propia
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3.9 FECHAS DE MONITOREO DE LOS PMio

El monitoreo de los PMio se realiz6é durante las fechas descritas en
la tabla 3.2, de acuerdo a las facilidades otorgadas por el Gobierno
Regional de Tacna (préstamo del equipo) y de la UNJBG donde se instalo

la estacion de monitoreo.

Tabla 6.
Cronograma de monitoreo de los PM1o

Mes N° de Fecha Hora Hora  Tiempo medido
muestras Inicial Final (horas)
1 28/03/2016 13:00 24:00 12
29/03/2016  00:00 24:00 24
MARZO
3 30/03/2016  00:00 24:00 24
4 31/03/2016  00:00 24:00 24
5 01/04/2016  00:00 24:00 24
6 02/04/2016  00:00 24:00 24
ABRIL 7 03/04/2016  00:00 24:00 24
8 04/04/2016  00:00 24:00 24
9 05/04/2016  00:00 07:00 7

Fuente: Elaboracion propia

3.10 ECUACION DE ADVECCION - DIFUSION

La ecuacion de advecciéon-difusion, es una ecuacion diferencial
parcial (EDP) de tipo parabdlico, y describe el proceso de la adveccion y la

difusién de una sustancia en un fluido, donde la adveccion es una especie
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de transporte de la sustancia, es decir, la sustancia es transportada por el

efecto de un campo vectorial, generado por una energia.

Esta ecuacién aparece en el estudio de la propagacion de sustancias
contaminantes en diferentes medios, su solucidbn representa la
concentracion de la sustancia que se dispersa y es una informacién muy
importante en el estudio de diversos problemas de diferente naturaleza
(fisica, quimica, econdmica, ambiental, etc.). Debido a la complejidad de
estos problemas no es posible en general obtener una solucion analitica de
esta ecuacion, por lo que se usé el método del elemento finito (MEF) para

hallar una solucién aproximada (Galeano Vargas, 2013).

La ecuacién de adveccién-difusion esta dada por U, tal que

aat—u—uAu+ﬂ’Vu:f para xeQ

u(x;t)=g,(x) para xel';, coQ, t>0 (3.1)
Vu(xt)n(x)=gy(x) para xel'y, coQ, t>0
u(0;x)=u,(x) para xeQ

ou ou o
E_l{axl X5
u(x;t)=go(x) para XEFDC8Q, t>0
vu(xt)n(x)=gy(x) para xel'y coQ, t>0
u(0;x)=u,(x) para xeQ

ou ou
j ,Bl ﬂza—xzzf para xeQ
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ou o’u  o%u
donde —, es el diferencial a través del tiempo, Au=—+—- es el
ot OX,  OX;

término correspondiente a la difusion, con coeficiente de difusion x>0, las

primeras derivadas parciales corresponden a la adveccion en la direcciéon
ﬂ:(ﬂl;ﬂZ) y X:(Xl;XZ)’

Para la aplicacion del método del elemento finito a la ecuacion de
adveccion-difusion, se denominara a la ecuacion (3.1) como la formulacion
fuerte de esta, se hallara su respectiva formulacién débil, y asi se seguira
con el método para llegar a la solucion de la ecuacion. Se puede ver que

esta ecuacion depende del tiempo y del espacio.

3.11 FORMULACION DEBIL DE LA ECUACION DE ADVECCION -

DIFUSION

Para hallar la formulacion débil de la ecuacién de adveccién-difusion,

se comienza suponiendo que U es una solucion a la ecuacion (3.1); se toma

ve Hy(Q) como funcién de prueba y se multiplica por el primer término

de la ecuacion (3.1), pero antes se sabe qué ﬁ:(ﬂl;ﬂz) y

Vu= [a—ua—uj entonces, VU=

ou
ox, ' OX, X,

ou
0 ﬂzaxz

Por lo tanto, la ecuacion de adveccion-difusion se escribe como,
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ou
— —pAU+ VU = f
ol PV

Que al multiplicarla por V se obtiene,

Zt—uv — p(Au)v + S(Vu)v = fv

Que al integrarla sobre el dominio Q ] ? se tiene
ja—uv—jy(Au)v + I,B(Vu)v :_[ fv
Q 61: Q Q Q
Que al aplicar la formula de Green se obtiene,
Ia—uv+yIVqu— _[vVu -77+J'ﬂ(Vu)v:J. fv
Q at Q oQ Q Q
Se usa el hecho de que V=0 en 0Q, entonces
ja—uv + yJVqu + Iﬁ(Vu)v =I fv
Q at Q Q Q
Con lo anterior, se escribe la formulacion débil de la ecuacion de adveccion-
difusién como:
jg—l:v+ijqu+Iﬂ(Vu)v:I fv Vv veH;(Q)
Q Q Q

Q

u(x;it)=g,(x) para xel'y coQ, t>0 (3.2)
vu(xt)n(x)=0gy(x) para xel, coQ, t>0
u(0;x)=uy(x) para xeQ
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Ahora, con la ecuaciéon (3.2), que es la formulacion débil de la
ecuacion de adveccion-difusion, se debe elegir un espacio de dimension
finita adecuado, para construir la formulacién de Galerkin, la cual es el paso

a seguir en el método del elemento finito.

3.12 FORMULACION DE GALERKIN Y APROXIMACION DE

ELEMENTOS FINITOS

La formulacion de Galerkin es un método para discretizar el espacio
(2 en el que se esta trabajando, pero el tiempo sigue siendo continuo.
Luego de realizar esta discretizacion del espacio, se vera un método para

discretizar el tiempo.
Se sabe que para esta formulacion, lo primero que se necesita es

. . ., h . .
construir una tnangulamon T, con aspecto regular Yy cuasi-uniforme en el

dominio Q. Con esta triangulacién se obtiene los elementos K. y los

vértices X;, que crearan un espacio de dimension finita. Para la ecuacion

de adveccion-difusion se emplea el espacio de funciones PO2 (rh )

( )={V€C(a b):v|K esun polinomio de grado total 2 VK ¢ }

{v C(ab) : V| K =a+bx+cy + dxy + ex’ +fy}

2( ={V€ P? ( ) : v(x)=0 VXE@Q}
es decir, este sera el espacio de funciones de formay funciones de prueba.
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Por lo que la formulacion de Galerkin se escribe como,

Encontrar u e P? (rh) tal que:

J‘Z—Ltjv+y£Vqu+£,B(Vu)v:£fv V ve Poz(rh)

Q

u(x;it)=9g,(x) para xel'; coQ, t>0 (3.3)
vu(x;t)n(x)=gy(x) para xel'y, coQ, t>0
u(0,x)=uy(x) para xeQ

Con esto se tiene la formulacién de Galerkin semidiscreta, ya que el
tiempo aun esta continuo. Para obtener la formulacién discreta se utiliza un

método para discretizar el tiempo.

Ahora, se escribe la formulacidbn matricial semidiscreta (tiempo

continuo), por lo que se usa las funciones base ¢, de Poz(rh), tal que U

es combinacion lineal de estas ¢, .

u:ia(xi)gpi

\ . . -z
donde N, , es el nUmero de vértices de la triangulacion, y Ues el vector que

representa las coordenadas de la funcion de elementos finitos.

Por lo que se escribe la formulacion matricial semi-discreta (tiempo

continuo) como:
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Encontrar o € By ("), tal que

(T+A+V)a=B VveP/(r")

u(x;t)=g,(x) para xel', coQ, t>0
Vu(x;t)n(x)=gy(x) para xel'y coQ, t>0
u(0;x)=uy(x) para xeQ

(3.4)

Donde

oQ.
T :[tij] y tij :'[8_(?%
)

A:[aij] y & :,u_'-vﬂv@j
Q
\Y :|:Vij:| Y Vi :Jﬂ(v¢i)¢j
Q
B:[bu] y b, :j fo +1
Q
son las matrices formadas por las funciones base de Poz(rh) y |, esun

término que surge de acuerdo a la condicion de frontera.

En consecuencia, la ecuacion (3.4) no es posible solucionarla en un
software para el desarrollo del método del elemento finito, ya que el tiempo

esta continuo, por lo que se estudié un método para discretizar el tiempo.
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3.13 DISCRETIZACION DEL TIEMPO

Para obtener la discretizacion del tiempo, se escribe la serie de

Taylor de U como,

u(t+At;x)= u(t;x)+At%+At2r(x;t)

ou
Despejando E y asumiendo que r(x;t) es acotado, se tiene que

au(t;x) _u(t+Atx)-u(tx)

ot At

Con un error de aproximacion de orden At . Para simplificar la escritura, se

denota esta expresién como,

au (t’X) ~ U, —Upny

3.5
ot At (35

donde t, =t+At, t, =t, u, =u(t+At;x) y u,, =u(t;x)

m-1

Con esto, se aplica el método de Euler-Galerkin, el cual consiste en

reemplazar la ecuacién (3.5) en la ecuacion (3.3) y asi se obtiene,

J%v+yJ‘Vqu+Iﬂ(Vu)v:jf\/ (3.6)
Q Q Q

Q
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Ahora,como U_, = u(t; X), es decir en el tiempo t, se despeja la ecuacion
(3.6) de la siguiente manera:

Aitz[umv+ ,uiVuva + E[,B(Vum)v =I fv + Aitium—lv

Q

Por lo tanto, tenemos que, dado uoePOz(rh) encontrar

u,u,,us,---u.,--- tal que

iiumv+y£Vuva+iﬂ(Vum)v:I fv+iz[um_lv, YV e P02<z'h)

Q

u(x;t)=g,(x) para xel', coQ, t>0 (3.7)
vu(x;t)n(x)=g,(x) para xel, coQ, t>0
u(0;x)=u,(x) para xeQ

es la formulacién de Galerkin discreta e implicita, asi ya se puede hacer la

aproximacion por elementos finitos.

Ahora se toma las funciones base ¢, de Poz(rh), tal que U es

combinacion lineal de estas ¢, , es decir,

v 7 7 . - (e
donde N, , es el numero de vertices de la triangulacion, y U es el vector que

representa las coordenadas de la funcion de elementos finitos.
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Ahora, se define la formulacion matricial implicita como:

Dado U. €] % encontrar U,, U,, U, ---,d._, ---tal que:
0 1 2 3 m

iMum +Al_ +Vi_ =B +i|\/|um,l, vePR’ (")

At At
u(x;it)=g,(x) para xelI'y coQ, t>0 (3.8)
Vu(x;t)n(x)=gy(x) para xel'y, coQ, t>0

u(0;x)=u,(x) para xeQ

Donde

M:[mij] y mij:j(ﬂi(pj

)
A:[aij:| y aij:/uJ.v¢iV¢j

° (3.9)
V=[Vu'] y Vij:,[ﬂ(v(”i)(”j

O

B:[bi] y bi:Jf¢i+ki
Q

\

Donde estos términos son las formas bilineales y los funcionales lineales y

ki es un término que surge de acuerdo a la condicion de frontera.

La ecuacion (3.8) es la formulacion matricial de la ecuacion de
adveccion-difusion, para hallar una aproximacién por elementos finitos,
basta con resolver este sistema, el cual en una triangulacién muy fina,

tendra un alto costo computacional.
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3.14 LA ECUACION DE ADVECCION-DIFUSION COMO MODELO DE

DISPERSION

El modelo matemético que se utilizd6 en el presente trabajo y que
representa la concentracion de PMio que se dispersa, es la ecuacion de

adveccion-difusion:

2 2
@+UX£+UY@:(D+KC) 8(22+8C2: +Q (3.10)
ot OX oy ox® oy
Que matricialmente es de la forma:
M%+KC+F=O (3.11)

Para hallar una aproximacion de la solucion por elementos finitos,

basta con resolver esta ecuacion matricial y reemplazar las funciones base
@ (% y) por N;(X,y) en la ecuacién (3.9). Se reformulé de la siguiente

M=[m; |y m =J‘NiNj :”Ni(x;y)Nj(x;y)dQ

A= [aij] y & = yIVNiVNj , es decir,
Q

ON. - ON.
aijz(D+kc)HaN'6 i ON; N,

+ dQ
5 OX ox oy oy
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\Y% :[Vij] YV :Jﬂ(VNi)Nj ﬂ:(ﬂl;ﬁZ):(uX;uy)’

Se hace K = A+V , entonces

N, N, N N
kij:(D+kC)”aN'a iy N O JdQ+”NiuXL+NiuyLdQ
S OX OX oy oy S OX oy

F=[f]y f :J.QNi +1., es decir f, :_UQNi(x;y)dQHi

(ux,uy), es el campo de velocidades del flujo presentes en el dominio de

simulacion; D es la difusividad molecular; K, es el coeficiente de difusion

de masa debido a la turbulenciay Q es la fuente o generacion externa. Las

funciones base N, (X, y) se muestran en la ecuacion (2.18) y Figura 9.

3.15 PROGRAMAS CODIFICADAS EN MATLAB PARA SOLUCIONAR

LA ECUACION DE ADVECCION-DIFUSION

Para resolver la ecuacion matricial (3.11) se utilizé el lenguaje de
programacion MATLAB, cuya estructura de computacional esta basada en

funciones.
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3.15.1 Funcién matriz_M

Esta funcién devuelve el valor de
m, =IjNi(x;y)Nj(x;y)dQ,
Q

donde Q es una region triangular del i-ésimo elemento como se observa

en la Figura 28 y 29.

A y
vértice o

(f nodo
Vz(i) Vl(l)
/i-simo

v, 4 triangulo

X

Figura 28. El i-ésimo elemento triangular del dominio

Fuente: Elaboracion propia

AY

(X23y2) (X13y1)

(X33Y3)

> X

Figura 29. El i-ésimo elemento triangular con sus coordenadas

Fuente: Elaboracion propia
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Para ilustrar el desarrollo de esta funcion véase el ejemplo 3.1.
Ejemplo 3.1.
Hallar las funciones base N,(Xy), N,(Xy) y N,(Xy) y la solucién de
m; = ” N; (x;¥)N;(x;y)dQ, para el triangulo de la Figura 30.

Q

AL . AY
" (-1:2)

(]
t

; : 2
-1 (0:0) 1
Figura 30. Dos elementos triangulares del dominio

Fuente: Elaboracion propia

Solucién

Para hallar las funciones base, se utilizan las ecuaciones:

N1 _ (Xzys - y2X3)+(y2 —ys)x+(x3 _Xz)y
Xo¥Ys = YoXs =X Y H YiXs £ XY, =YX,

N2 _ (X3y1_ y3X1)+(Y3_y1)X+(X1_X3)y
XoYs = Yo Xs =X Y H ViXs XY, —YiX,

N3 _ (X1y2 —le2)+(yl—y2)X+(X2—Xl)y
Xo Y3 = YoXs =X Y3 T YiXs XY, = Vi X,

2A= XY = YoXs = X Y3 + Vi X3 + X Y, =YX,
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Donde A es el area del triangulo.

y y X, — X X
N1:A1X+Bly+Cl, Ai 22A3 Blzﬁ’ Cl:T

—X XV, —
N2=A2X+Bzy+C2: Az—ySZAyl BZZ%' C2=M

N, = Ax+B,y+C,, Aa_yleyz B =X o XYW

O el siguiente procedimiento:

A. Funciones base para el triangulo T,
Para el vértice Vl(l) ; Nl(l)(x; y)= a” +bx+cVy

Se tiene el sistema de ecuaciones:

1 1 17/a"

1 x 3" 1 1
1 x v,|b"[=0 1 -1 26" |=]0
1% Y M O 1 0 0ffcW 0

Desarrollando el sistema de ecuaciones se obtiene: {h"

y la funcién base es N (x;y) :§x+% y.
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donde se verifica que para el vértice (1; 1) , Nl(l) (1; 1) =1, para el vértice
(-12), N¥(~12)=0; y para el vértice (0;0), N(0;0)=0
Para el vértice V) : N (x;y)=al +bx+cly

Se tiene el sistema de ecuaciones:

1 x vy ][& | o 1 1 1] | To
1 x, v,|bY|=|1], 1 -1 26" |=[1
1% Y cl 0 1 0 0ffcW 0

al) =0
. . . 1
Desarrollando el sistema de ecuaciones se obtiene: {h" = -3
w_1
c e
3

y la funcién base es N{”(x; y):—%x+%y.

donde se verifica que para el vértice (1; 1) , Ngl) (1; 1) =0; para el vértice
(-1 2), Ngl)(—l; 2)=1; y para el vértice (0;0), N (0;0)=0
Para el vértice V.71 N (x;y)=al +bx+c{y

Se tiene el sistema de ecuaciones:

1 x y[& ] o 1 1 178" [o
1 x, vy,| b |=|0], 1 -1 26 |=l0
1% v, lc¥| |2 1 0 0fc0| |2
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al) =1
Desarrollando el sistema de ecuaciones se obtiene: {b{" = —%
W__2
CY =——
P03

y la funcién base es N{”(x; y)=1—%x—§y.

donde se verifica que para el vértice (1; 1) , Ngl) (1; 1) =0; para el vértice

(-1 2), N{’(-1,2)=0; y para el vértice (0;0), N{’(0;0)=1

Por lo tanto, las funciones base para el triangulo T, son:

1
NY (x; y)—§x+§y
1 1
Ngl)(X, Y)=_§X+§y (312)
1 2
NS (x; y):l——x—gy

Funciones base para el triangulo T,

Para el vértice Vl(z): Nl(z)(X; y)= afz) +bl(2)x+cf)y

Se tiene el sistema de ecuaciones:

1 x yad? n 11 1)a?| [1
1 x vy, |[b?|=l0], 10 0|lb?|=|0
1 X Y c? 0 11 0]c? 0
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y la funcion lineal es Nl(z) (x; y): y.

donde se verifica que para el vértice (1;,1), N/ (11)=1; para el vértice
(0;0), N?(0;0)=0; y para el vértice (1;0), N{?(L0)=0

Para el vértice V,”: N (x;y)=al? +b?x+c?y

Se tiene el sistema de ecuaciones:

@

I x 2 0
1% Y, b£2) =1
1 X Y ng) 0
11 17387 | o
10 0f|b?|=|1
11 0]jc@| [0

al?) =1
Desarrollando el sistema de ecuaciones se obtiene: {b\? =—1
¢” =0

y la funcién lineal es NP (x;y)=1-x.
donde se verifica que para el vértice (1; 1) , Nf) (1; 1) =0; para el vértice

(0;0), N{(0;0)=1; y para el vértice (;0), N{?(L0)=0
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Para el vértice V,”: N (x;y)=al +b?x+cy

Se tiene el sistema de ecuaciones:

1 x v a” 0

1% Y, b3€2) =|0

1 % Yafc? 1

11 1]]&7| o

1 0 0| =0

11 0jcP? 1
ol 0
Desarrollando el sistema de ecuaciones se obtiene: {h{® =1
P =-1

y la funcién lineal es N.? (%y)=x-y.
donde se verifica que para el vértice (1; 1) , Nf) (l; 1) =0; para el vértice
(0;0), N{(0;0)=0;y para el vértice (1,0), N{?(10)=1

Por lo tanto, las funcione base para el triangulo T, y T, son:

2 1
N (y) =%+ 3y N (x:y) = y
@ (xy)=
1 1
Ngl)(x;y):—§x+§y NS (x;y)=1-x
2 N (xy)=x—y
Ngl)(x;y):l—gx—gy > (%)
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C. Solucion de laintegral doble m;
Para calcular la integral doble:
m; :iji(x; y)N;(xy)dQ,
Q

Inicialmente se va a transformar cada triAngulo de la Figura 29 en un

triangulo de la Figura 31.

yA
(uzivs) o 1Y)
(Ug;vy) ‘(Uzin) R
0:0) (1,0

Figura 31. Nuevo i-ésimo elemento triangular del dominio con sus
coordenadas

Fuente: Elaboracion propia

Las ecuaciones para la transformacién son:
ax+hy+c =u (3.13)
a,x+hby+c,=v (3.14)

Reemplazando (X; ;) (X,:¥,) (X Ys) en la ecuacion (3.13) se tiene:
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x v, lja U,
X, Y, 1li|b|=|u,
X, Y; 1jl¢ U,

x y, 1ljja| |0
X Y, 1 bl =11
X3 Y 1 C, 1

Gl Y 110
b |[=inversal | x, vy, 1|1

C, X, Y, 11|11

Utilizando el software MATLAB se obtiene:

>> XX=simplify(inv([x1 y1 1;x2 y2 1;x3 y3 1])*[0;1;1])

al= -(y2 - y3)/(x1*y2 - x2*yl - x1*y3 + x3*yl + x2*y3 - x3*y2)
bl=(x2 - x3)/(x1l*y2 - x2*yl - x1*y3 + x3*yl + x2*y3 - x3*y2)
cl=(x1*y2-x2*yl-x1*y3+x3*yl) / (x1*y2-x2*yl-x1*y3+x3*yl+x2*y3-x3*y2)

Reemplazando (X;V;),(X,:¥,). (X ¥s) en la ecuacion (3.14) se tiene:

X1 yl 1 a‘2 Vl
X, Y, 1||b, =]V,
XS y3 1 CZ V3

X Yy 1llla, 0
X, ¥, 1fb,|=]0

X3 y3 1 CZ

a, Xy, 11)|0
b, |=inversa| X, Yy, 1|0
C, X ¥ 1])|1

Aplicando el software MATLAB se obtiene:
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>> YY¥=simplify(inv([x1l y1 1;x2 y2 1;x3 y3 1])*[0;0;1])

a2=(yl - y2)/(x1*y2 - x2*yl - x1*y3 + x3*yl + x2*y3 - x3*y2)
b2=-(x1 - x2)/(x1*y2 - x2*yl - x1*y3 + x3*yl + x2*y3 - x3*y2)
c2=(x1*y2 - x2*yl)/ (x1*y2 - x2*yl - x1*y3 + x3*yl + x2*y3 - x3*y2)

X u-c
_inversa| | b '
y a, b,])lv-c,
Aplicando el software MATLAB se obtiene:

>> xyuv=simplify(inv([al bl;a2 b2])*[u-cl;v-c2])
X = x1 - u*xl + u*x2 - v*x2 + v*x3

y =yl - u*yl + u*y2 - v*y2 + v*y3
Estas ecuaciones se sustituyen en:

Nl=(x* (y2-y3)+ (x3-x2) *y+x2*y3-x3*y2) / (x1*y2-x2*yl-
x1*y3+x3*yl+x2*y3-x3*y2)

Aplicando el software MATLAB, se obtiene:

>> nnl=simplify (subs (N1, {x,y}, {xyuv(l) ,xyuv(2)}))
N1l (u,v)= 1 - u

Ahora se evaluara la integral doble utilizando la transformacién

H N, (%, Y)N; (x,y)dQ :J:.I N, (u,v)N, (u,v)[J (u,v)|dvdu

Q
Aplicando el software MATLAB se obtiene:

>> J=jacobian (uv, [u Vv])
J =
[ x2 - x1, x3 - x2]

[ vy2 - y1, y3 - y2]
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>> J=det (J)

J =

x1*y2 - x2*yl - x1*y3 + x3*yl + x2*y3 - x3*y2

>> Id=int (int (nnl*nnl*J,v,0,u),u,0,1)

Id = (1/12)*(x1*y2 - x2*yl - x1*y3 + x3*yl + x2*y3 - x3*y2)

1
H Nl(X’ y) N1(Xv y)dQ :E(Xiyz =X Y XY XY, XY, _Xsyz)

Q

Y asi sucesivamente se evallan las siguientes integrales dobles:

”N X, Y)N,(x,y)dQ, ﬂN X, Y)N; (x,y)dQ, Isz(x,y)Nl(x,y)dQ
”N X, Y)N,(x,y)dQ, “N X, Y)N; (%, y)dQ, IIN3(x,y)Nl(x,y)dQ

HN X Y)N,(xy)dQ y ”N X, Y)N; (x,y)dQ

Dando como resultado la siguiente matriz

2 11
Mzﬁl 2 1
12

11 2

donde A= %(xly2 — XY — X Y5+ XY, + %Y, — XY, ), es el &rea del tridngulo

D. Cadigo de la funcion matriz_M
El codigo para evaluar la integral m, :‘”Ni (%, y)N;(x,y)dQ se
Q

muestra a continuacion:
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function M=matriz M(x1l,yl,x2,y2,x3,y3)
A=0.5% (x2*y3+x1*y2+x3*yl-x2*yl-x1*y3-x3*y2) ;
M=(A/12)*[2 1 1;1 2 1;1 1 2];

Ejecucidn de la funcion matriz_M

>> M=matriz M(2,1,8,4,5,6)

M =
1.7500 0.8750 0.8750
0.8750 1.7500 0.8750
0.8750 0.8750 1.7500

3.15.2 Funcion matriz_Kuxuy

Esta funcién devuelve el valor de la expresion:

CON. &N, ON. oN oN.
ki.:(D+kc)”aN' i, N L+ [[Nu, —L+Nu, —dO
! OX OX oy oy OX Yoy

Q Q

donde (2, es una regién triangular
La funcion devuelve la matriz k; de 3x3, donde k=(D+Kc)*I1 + I2.
I1=integraldoble(dp(Ni,x)*dp(Nj,x)+dp(Ni,y)*dp(Nj},y))

I2=integraldoble(Ni*ux*dp(Nj,x)+Ni*uy*dp(Nj,y))

(XY5 = YoXg )+ (Vo = Vs ) X+ (X = %,) ¥

Nl B Xo¥Ys = Yo X =X Y3 + YiXs + XY, = ViXp
v, O30+, 3 ) (%)
Xo¥Ys = Yo X =X Y3 + YiXs + XY, = Vi X,
N, = (XY = YiXe )+ (Y= Yo ) X+ (X = %) Y
Xo¥Ys = YoXs =X Y3 + Vi X3 + XY, — ViX,
N, (%,Y) Y, = Ys _YYs

OX XY = Yo Xs = X Ys + Vi X + X Y, = YiX, 2A
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N, (x,Y) X, — X, _ X%

ay XY = Yo Xs =X Y Vi X + X Y, — Y%, 2A

oN, ON, oN, &N oN oN
ky =(D+ke) [[ v ayl ayldQ+HN1uXa—Xl+NluyEldQ

Q Q

s = (Do) [ L Ye YooY X=X %% 4o [Ny, Ty Ny, T g
L 2A 2A 2A  2A T ax o Y oy

Yo=Y ¥ (%=% ) oN, N,
k,, =(D+kc) T T HdQ+HN1uXE+NluyE Q
Q Q

Pero HdQ es el area del triangulo, entonces:
Q

1
J.J.dQ :E(X1Y2 =X Y =X Y3 XY XY, _X3y2): A
Q

Yo~ Ys i X=X ’ aNl aNl
k,, =(D+kc) o)t oA A+ﬂNluX§+ NluyEdQ
Q

N
+HN1uX%+ N, T g
o OX oy

" =(D+kc)((yz ~¥5) (%2 = %)+ (% = %) (% —Xz)J+

4A

+%jﬂleude+%jﬁleude
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(YZ _Y3)(YZ _Y3)+(X3 _Xz)(xa _Xz)
4A

+

ky, =(D+kc)
Yo = Y3 X3 =%
+Tg NluXdQ+Tg N,u,dQ
Para el caso de las integrales dobles

J'J' N,u,dQ y ” N,u,dQ se aplicara la cuadratura gaussiana

Q Q

Cddigo en MATLAB de la funcion que evalla la expresion

N, N, 0N, oN, oN,
kj =(D+ke) [ N, 2, N, 7, dQ+[[Nu, —L+Nu, —LdQ
5 OX oOx oy oy S OX oy

function k=matriz Kuxuy(xl,yl,x2,y2,x3,y3,D,kc,ux,uy)

Matriz de rigidez para un elemento triangular
%(x1,yl) coordenadas del primer nodo

(x2,y2) coordenadas del segundo nodo

(x3,y3) coordenadas del tercer nodo

Devuelve la matriz k de 3x3

Donde k= (D+kc)*I1 + I2
$I1l=integraldoble (dp (Ni, x) *dp (Nj, x) +dp (Ni, y) *dp (N7, v))
I2=integraldoble (Ni*ux*dp (Nj, x) +Ni*uy*dp (N, vy))
sobre un triangulo

E

>

k

>k=matriz Kuxuy(2,1,8,4,5,6,0,1,'10*y"', " '-10*x")

% -=70.9405 10.8095 60.1310

% -57.5238 12.0595 45.4643

% -76.5357 15.4643 61.0714

% Il=integraldoble (dp (Ni, x) *dp (Nj, x) +dp (Ni,y) *dp (NJ,vy))

cl=D+kc;
AreaT=0.5% (x2*y3-y2*x3-x1*y3+yl*x3+x1*y2-y1*x2);

T1(1,1)=((x3-x2)* (x3-x2)+ (y2-y3)* (y2-y3))/ (4*AreaT);
T1(1,2)=((x3-x2)* (x1-x3)+(y2-y3)*(y3-yl))/ (4*AreaT) ;
T1(1,3)=((x3-x2)* (x2-x1)+ (y2-y3)*(yl-y2))/ (4*AreaT);

T1(2,1)=T1(1,2);
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T1(2,2)=((x1-x3)* (x1-x3)+ (y3-yl)*(y3-yl))/ (4*AreaT);
T1(2,3)=((x1-x3)* (x2-x1)+ (y3-yl)*(yl-y2))/ (4*AreaT) ;

T1(3,1)=T1(1,3);

T1(3,2)=T1(2,3);
T1(3,3)=((x2-x1)* (x2-x1)+ (yl-y2)* (yl-y2))/ (4*AreaT) ;
Tl=cl*T1;

$I2=integraldoble (Ni*ux*dp (Nj, x) +Ni*uy*dp (Nj,vy))

J=det jacobiano_ xuv_yuv ([x1l,yl,x2,y2,x3,y3]);

[A B C]l=funcforma xy coef ([x1l yl;x2 y2;x3 y31);

[P Q R]=funcforma uv coef ([x1l yl;x2 y2;x3 y3]);

[D E Fl=nuevascoord uv_coef ([x1 yl;x2 y2;x3 y3]);

for i=1:3
textl=sprintf (' ($f*u+Sf*v+3£f)',P(i),0(1i),R(1));
textl=strrep (textl, "+-',"'=-");
for §=1:3

xuv=sprintf (' ($f*u+%f*v+%£)',D(1),E(1),F(1));

yuv=sprintf (' ($f*utsfrv+sf)',D(2),E(2),F(2));

xuv=strrep (xuv, '+-',"'=-");
yuv=strrep(yuv, '+-"',"'=-");
text2=strrep (ux, 'x',xuv);
text2=strrep (text2, 'y',yuv);
text2=strrep (text2,'--","'+");
text3=strrep (uy, 'x',xuv);
text3=strrep (text3, 'y',yuv);

text3=strrep (text3,'--',"+");

%Une las dos funciones Ni(x,y) y ux en sus nuevas variables u,v
Niux=strcat ('@ (u,v) ',textl,'*',6 text2);
Niux=vectorize (Niux) ;

Niux=str2func (Niux) ;

%Une las dos funciones Ni(x,y) y uy en sus nuevas variables u,v
Niuy=strcat ('@ (u,v) ',textl,'*',text3);
Niuy=vectorize (Niuy) ;

Niuy=str2func (Niuy) ;
T2(i,J)=A(j)*integraldoble fNuv (Niux,J)+B(j)*integraldoble fNuv (Ni
uy,J);

end
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3.15.3 Funcioén ejemplolg

function [x,yl]l=ejemplolg(bs, s)

$[x,yl=ejemplolg(bs,s) da las coordenadas de los puntos
$limitrofes.

%bs especifica los segmentos de contorno (segmento 1,
$segmento2,...). bs puede ser un escalar.

%s especifica los valores de los paradmetros correspondientes
nbs=4; %nbs numero de segmentos de contorno

if nargin==0,

x=nbs;
return
end
d=[
0 00 0 % valor del parametro de inicio
1111 % valor del parametro final
1111 % valor de la region de la mano izquierda
0 00 0 % valor de la region de la mano derecha
17
bsl=bs(:)"';

if find(bsl<l | bsl>nbs),
error (message ('pde:squareg:InvalidBs'))

end

if nargin==1,
x=d(:,bsl);
return

end

X=zeros (size(s));

y=zeros (size(s))
[m,n]=size (bs);

if m==1 && n==1,
bs=bs*ones(size(s)); % expande bs

’

elseif m~=size(s,1l) || n~=size(s,2),
error (message ('pde:squareg:SizeBs'));
end

if ~isempty(s),
% segmento de contorno 1

ii=find (bs==1);

if length(ii)
x(ii)=interpl ([d(1,1),d(2,1)],[0 1],s(ii));
y(ii)=interpl ([d(1,1),d(2,1)]1,[0 Ol,s(ii));

end
% segmento de contorno 2
ii=find(bs==2);

if length(ii)
x(ii)=interpl ([d(1,2),d(2,2)],[1 1]1,s(ii));
y(ii)=interpl ([d(1,2),d(2,2)],[0 1]1,s(ii));

end
% segmento de contorno 3
ii=find (bs==3);
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if length(ii)
x(ii)=interpl ([d(1,3),d(2,3)]
y (ii)=interpl ([d(1,3),d(2,3)]
end

% segmento de contorno 4
ii=find (bs==4);

4

4

[1
[1

if length(ii)

x(ii)=interpl ([d(1,4),d(2,4)],
y(ii)=interpl ([d(1,4),d(2,4)]1,

end
end

[0
[1

3.15.4 Funcién gcoord_nodos

function

o

]

%La funcion gcoord nodos (xy)

[gcoord nodos]=gcoord nodos (xy)

devuelve las coordenadas de los

svertices y los nodos de los triangulos

XY :

o°

1lc

[m n]l=size (xy);
gcoord(l:m,1l)=xy(l:m,1);
gcoord(l:m,2)=xy(l:m,2)
nodos=delaunay (gcoord) ;

Q

’

3.15.5

function

matriz mx2 con los vertices de los triangulos

% devuelve los nodos

Funcion cond_frontera

[nodo frontera valor frontera]=cond frontera(nf)

$Funcion para ingresar los valores en la frontera

%nf: nodos de la frontera.

Matriz nx2

gnf=[1 0;2 0;3 0;4 0;5 0;6 0;11 0;16 0;21 0;22 38.2683;23

$70.7107;24 92.388;25 100]
$primera columna:
$segunda columna:
nodo_ frontera=nf (:,1);
valor frontera=nf(:,2);

3.15.6 Funcién feeldof

function
gnd:

% de libertad (DOFS)

nodo de la frontera
valor de la frontera en ese nodo

[index]=feeldof (nd, nnel, ndof)
numeros de nodo de elemento cuyo sistema de grados
estan por determinar
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%index - de vectores dof vector asociado con cada elemento
$nnel: numero de nodos por elemento
$ndof: numero de grados de libertad (dofs) por nodo
k=0;
for i=1:nnel
start=(nd(i)-1) *ndof;
for j=l:ndof
k=k+1;
index (k)=start+j;
end
end

3.15.7 Funcién det_jacobiano_xuv_yuv

Esta funcidén devuelve el determinante del jacobiano de las funciones:
x=g(u,v)=D(i,2)u+E(i,1)v+F(i,1)

y=h(u,v)=D(i,2)u+E(i,2)v+F(i,2)

Cdédigo de la funcién

function dj=det jacobiano xuv yuv(vt)

$Devuelve el determinante del jacobiano de las funciones:
x=g(u,v)=Dlut+Elv+F1

y=h (u, v) =D2u+E2v+F2

o°

o\°

vt = Es una matriz donde cada fila esta compuesta por los
$vertices de un triangulo [x1 yl x2 y2 x3 y3]

$Primer vertice del triangulo 1: (x1,yl)=(v(1l,1),v(1,2))
$Segundo vertice del triangulo 1: (x2,y2)=(v(1,3),v(1,4))
$Tercer vertice del triangulo 1: (x3,y3)=(v(1,5),v(1,6))

o

[m,n]=size(vt);
for i=1:m
for 3=1:3
xX(i,j)=vt(i,2*j-1);
vy (i,3)=vt(i,2%3);
end
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yl=y(i,1);

y2=y(1,2);

y3=y(1,3);

A=[[x1 x2 x3]" [yl y2 y3]"' ones(3,1)];
a=A\[0;1;1];

b=A\[0;0;11;
ml=b(2)/(a(l)*b(2)-b(1l)*a(2));

m2=-b (1) /(a(l)*b(2)-b(1l)*a(2));
m3=-a(2)/(a(l)*b(2)-b(1)*a(2));

m4=a (1) /(a(l)*b(2)-b(l)*a(2));

mm=[ml m2;m3 m4];
dj (1)=ml*m4-m2*m3;
end

Ejecucidon de la funcion

>> p=VerTri([2 1;5 1;8 1;8 4;5 4;2 4;2 6;5 6;8 6]);
>> a=det jacobiano xuv_yuv (p)
a =
9 9 6 6
6 9 6 9

3.15.8 Funcion funcforma_xy_coef

Esta funcion devuelve los coeficientes en las matrices A(i,j), B(i,j) y C(i,j), j=1:3,
de las funciones de forma del i-ésimo tridngulo:
N1(x,y)=A(i,1)*x+B(i,1)*y+C(i,1)
N2(x,y)=A(i,2)*x+B(i,2)*y+C(i,2)

N3(x,y)=A(i,3)*xB(i,3)*y+C(i,3)

Caodigo de la funcién

function [A B C]=funcforma xy coef (xy)

$Esta funcidén devuelve los coeficientes en las matrices A, B y C,
%$3=1:3, de las funciones de forma del i-ésimo triangulo:
1(x,y)=A(i,1)*x+B(i,1)*y+C(1i,1)
2(x,y)=A(i,2)*x+B(1,2)*y+C(i,2)
3(x,y)=A(1,3)*x+B(i,3)*y+C(1i,3)
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%$xy = Es una matriz nx2, donde en la primer columna estan las
%abcisas y en la segunda columna las ordenadas. Son los vertices
%$de un %triangulo.

format short
vt=VerTri (xy) ;

[m,n]=size(vt);
for i=1:m
for §=1:3
vx(i,j)=vt(i,2*j-1);
vy (i,3)=vt(i,2*]);
end
end
for i=1:m

y3=vy (i, 3);
d=x2*y3-y2*x3-x1*y3+yl*x3+x1*y2-yl*x2;
A(i,1)=(y2-y3)/d;
=(x3-x2)/4d;
x2*y3-y2*x3)/d;
y3-y1l)/d;
x1-x3)/d;
x3*yl-y3*x1)/d;
yl-y2)/d;
x2-x1)/d;
x1*y2-y1*x2)/d;

(
=
=
=
=
=
=
=

end

Ejecucion de la funcion

>> xy=[2 1;5 1;8 1;8 4;5 4;2 4;2 6;5 6;8 6];
>>[A B C]=funcforma xy coef (xy)

A =
-0.33333 0.33333 0
0 0.33333 -0.33333
-0.33333 0.33333 0
-0.33333 0.33333 0
-0.33333 0 0.33333
-0.33333 0.33333 0
-0.33333 0 0.33333
-0.33333 0 0.33333

B =
-0.33333 0 0.33333
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-0.33333 0.33333 0
-0.5 0 0.5
-0.5 0 0.5

0 -0.5 0.5
-0.33333 0 0.33333
0 -0.5 0.5

0 -0.33333 0.33333

C =

2 -0.66667 -0.33333

1.3333 -2 1.6667
3.6667 -0.66667 -2
4.6667 -1.6667 -2
1.6667 3 -3.6667

3 -1.6667 -0.33333

2.6667 3 -4.6667
2.6667 1.3333 -3

3.15.9 Funcion VerTri

Esta funcion devuelve una matriz conteniendo los vértices de cada
triangulo y su grafica. Por ejemplo, la primera fila de la matriz contiene los
vértices del tridngulo 1. El argumento de entrada son los vértices de cada

triangulo en una matriz de nx2, donde n es el numero de filas.

Cddigo de la funcién

function vt = VerTri (xy)

$VerTri = Vertices de los Triangulos

$VerTri (xy) devuelve una matriz mx6 cuya lra fila contiene los
Svertices del primer triangulo (x1,yl), (x2,vy2), (x3,vy3) ([x1 yl x2
sy2 x3 y3])

nodos=delaunay (xy (:,1),xy(:,2));

vt=tri verticesnodos (xy,nodos) ;

triplot(nodos,xy(:,1),xy(:,2));

axis equal

Ejecucion de la funcion

>> xy=[2 1;5 1;8 1;8 4;5 4;2 4;2 6;5 6;8 6];
>> vt=VerTri (xy)
nodos =
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vt =
2 1 5 1 2 4
5 1 5 4 2 4
2 4 5 4 2 6
5 4 8 4 5 6
2 6 5 4 5 6
5 1 8 1 5 4
5 6 8 4 8 6
5 4 8 1 8 4
6
5.5
5l
45
4
35
3l
25
oL
15}
1 . . ; \
2 3 4 5 6 7 8

Figura 32. Grafica obtenida con la funcién VerTri

Fuente: Elaboracion propia

3.15.10 Funcidn tri_verticesnodos

Esta funcion devuelve una matriz conteniendo los vértices de cada
triangulo. Por ejemplo, la primera fila de la matriz contiene los vértices del

triangulo 1. El argumento de entrada son los vértices de cada triangulo en
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una matriz de nx2, donde n es el numero de filas, y los nodos de cada

triangulo.

Cddigo de la funcién

function V=tri verticesnodos (vertices,nodos)

o

s
$Devuelve una matriz conteniendo los vertices de cada triangulo
$vertices: lista de vertices

$nodos: numeros que indican los vertices de cada triangulo
gmvt: matriz de vertices de cada triangulo

%$La primera fila de "V" contiene los vertices del triangulo 1
%$La segunda fila de "V" contiene los vertices del triangulo 2

% 0.2000 0.2000 0.2000 0 0.3000 0.1000
% 0.4000 0.2000 0.3000 0.1000 0.4000 0
% 0.2000 0.2000 0 0.4000 0 0.2000
$Triangulo 1
$x(1,1)=vertices(1,1) y(1l,1)=vertices(1l,2) vli=(x(1,1),y(1,1))
%$x(1,2)=vertices (1, 3) y(1l,2)=vertices(1,4) v2=(x(1,2),y(1,2))
%$x(1,3)=vertices(1,5) y(1l,3)=vertices(1l,06) v3=(x(1,3),y(1,3))
[m,cl]=size(vertices);
[n,c2]=size (nodos);
for i=1:m
X (i)=vertices(i,1);
Y (i)=vertices (i,2);
end
for k=1:n
for L=1:3
J=nodos (k, L) ;
Vi(k,2*L-1)=X(J);
Vi(k,2*L)=Y(J);
end
end

Ejecucion de la funcion

>> vertices=[2 1;5 1;8 1;8 4;5 4;2 4;2 6;5 6;8 6]
>> nodos=[1 2 5;2 3 1;3 4 5;4 9 5;5 9 8;5 8 7;6 5 7;1 5 6]
>> triplot (nodos,vertices(:,1),vertices(:,2));

nodos =

1 2 5
2 3 1
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>> V=tri verticesnodos (vertices,nodos)
V:

NN U1 U1 U N
R O QN QY QY
U1 U1 U1 O O W O Ul
SR Y oY O S
NN N OO0 N Ol
NG N W) TSI QSN

2 3 s 5 6 7 5
Figura 33. Grafica obtenida con la funcién tri_verticesnodos

Fuente: Elaboracion propia

3.15.11 Funcion funcforma_uv_coef

Esta funcion devuelve los coeficientes en las matrices P(i;j), Q(i;)) y R(i;)),
j=1:3, de las funciones de forma del i-ésimo triangulo en términos de las

variables u y v:
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N1(u;v)=P(i;1)*u+Q(i;1)*v+R(i;1)
N2(u;v)=P(i;2)*u+Q(i;2)*v+R(i;2)

N3(u;v)=P(i;3)*u+Q(i;3)*v+R(i;3)

Cdédigo de la funcion

function [P Q R]=funcforma uv_coef (xy)

o)

$Funcion que devuelve

$P=[P1;P2;P3];

50=[01;02;Q3];

%$R=[R1;R2;R3]

%Que son coeficientes de las funciones de forma N1 (u,v), N2 (u,v)
%y N3 (u,v) en terminos de u, Vv

% N1=Pl*u+Ql*v+R1

% N2=P2*u+Q2*v+R2

% N3=P3*u+Q3*v+R3

$xy = Es una matriz nx2, donde en la primer columna estan las
%abcisas y en la segunda columna las ordenadas

$Ejemplo: [P Q R]=funcforma uv _coef ([2 1;8 4;5 6]) devuelve
P =

% -1 1 0

5Q =

% 0 -1 1

%R =

% 1 0 5.5511e-17

format short
vt=VerTri (xy) ;
[m,n]=size(vt);
[D E F]l=nuevascoord uv_coef (xy);
for i=1:m
for j=1:3
vx(i,j)=vt(i,2*j-1);
vy (i,3)=vt(i,2*3);
end
end
for i=1:m

d=x2*y3-y2*x3-x1*y3+yl*x3+x1*y2-yl*x2;
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y2-y3)/d;

1=(

1=(x3-x2)/d;

1= (x2*y3-y2*x3)/d

2=(y3-yl)/d;

2=(x1-x3)/d;

2=(x3*yl-y3*x1)/d;

3=(yl-y2)/d;

3=(x2-x1)/d;

3=(x1*y2- yl*x2)/d;

P(i,1)=A1*D(4i,1)+B1*D(4i,2);
Q(i,1)=A1*E (i l)+Bl*E(l,2)
R(i,1)=A1*F(i,1)+B1*F(i,2)
P(i,2)=A2*D(i,1)+B2*D(1i,2);
Q(i,2)=A2*E (i,1)+B2*E(i,2);
R(i,2)=A2*F (i, 1)+B2*F (i,2)
P(i,3)=A3*D(i,1)+B3*D(1i,2);
Q(i,3)=A3*E(i,1)+B3*E(i,2);
R(i,3)=A3*F(i,1)+B3*F(i,2)

end

Ejecucion de la funcion

>[P Q R]=funcforma uv_coef ([2
P:
-1 1
-1 1
-1 1
-1 1 8
-1 1 =2
-1 1
-1 1 =2
-1 1
Q:
-2.2204e-16 -1
3.3307e-17 -1
-4.4409%e-16 -1
2.2204e-16 -1
0 -1
0 -1
0 -1
0 -1
R =
1 -1.1102e-16
1 =-2.2204e-106 2
1 3.3307e-16
1 4.4409e-16
1 -4.4409e-16 4.
1 2.2204e-16
1 0 -8.
1 2.2204e-16 -4

+C1;

+C2;

+C3;

1;5 1;8 1;8 4;5 4;2 4;2 6;5 6;8 6])

0
0

0

.3267e-17
.2204e-16

0

.2204e-16

0

I N R

0

.2204e-16

0
0
4409e-16
0
8818e-16

.4409%e-16
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3.15.12 Funcion nuevascoord_uv_coef

Esta funcion devuelve los coeficientes D1, E1, F1, D2, E2 y F2. Esta
funcién transforma coordenadas cartesianas (X;y) de un triangulo en
coordenadas (u;v). Es decir T(u;v)=(X;y).
donde:

x=g(u;v)=D1u+E1lv+F1

y=h(u;v)=D2u+E2v+F2

Cdédigo de la funcion

function [D E F]=nuevascoord uv_coef (xy)

o

$Programado por MsC. Javier Lozano Marreros 28/8/2015
%Esta funcion devuelve los coeficientes D1 E1 F1 D2 E2 F2 de las
%$funciones x=g(u;v), y=h(u;v)

o

$Esta funcién transforma coordenadas cartesianas (x,y) de un
triangulo

%a coordenadas (u;v). Es decir T(u;v)=(x;Vy) .

sdonde:

o°

x=g (u;v)=DlutElv+F1
y=h (u;v)=D2u+E2v+F2
%$xy = Es una matriz nx2, donde en la primer columna estan las
abcisas
%y en la segunda columna las ordenadas
$xy=vertices de un triangulo:

o°

Txy=[x1 vyl
% X2 y2
% x3 y3
% Xn yn]

vt=VerTri (xy);
[m,n]=size(vt);
for i=1:m
for j=1:3
vx (i, J)=vt(i,2*3-1);
vy (i,3)=vt(i,2*]);
end
end
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for i=1:m

’

A=[[x1 x2 x3]" [yl y2 y3]"' ones(3,1)1;
a=A\[0;1;1];

b=A\[0;0;1];
al=a(l);bl=a(2);cl=a(3);a2=b(l);b2=b(2);c2=b(3);
D(i,1)=b2/ (al*b2-a2*bl);

E(i,1)=-bl/ (al*b2-a2*bl);

F(i,1)=(bl*c2-b2*cl)/ (al*b2-a2*bl);

D(i,2)=-a2/ (al*b2-a2*bl) ;

E(i,2)=al/(al*b2-a2*bl);

F(i,2)=(a2*cl-al*c2)/ (al*b2-a2*bl);
End

Ejecucion de la funcion

>>[D E F]=nuevascoord uv_coef([2 1;5 1;8 1;8 4;5 4;2 4;2 6;5 6;8
6])
D:
3 0
0 3
3 0
3 1.6653e-16
3 -2
3 0
3 -2
3 -3
E =
-3 3
-3 -9.992e-17
-3 2
-3 2
0 2
-3 3
0 2
0 3
P =
2 1
5 1
2 4
5 4
2 6
5 1
5 6
5 4
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3.15.13 Funcion matriz_F
Esta funcion devuelve la integral doble de R*Ni(x;y) mas la integral

doble de Ni(x;y)*Q(x;y) sobre el triangulo cuyos vértices son (x1;yl1), (x2;y2)
y (x3;y3).
Cdodigo de la funcién

function F=matriz F(x1,yl,x2,y2,x3,y3,R,0xy)

%Calcula integral doble (R*Ni (x,y))+integral doble (Ni(x,y)*Q(x,y))
%$sobre el triangulo con vertices [x1,v1;x2,y2;x3,y3]=[2 1;8 4;5 6]
$Ejemplo:

SNi(x,y)= -x/T7+2*%y/7

syms X y
$Fll=int (int (-x/7+2*y/7,vy,x/2,5*x/3-7/3) ,%x,2,5)

SF11l = 7/4
$F12=int (int (-x/7+2*y/7,y,x/2,-2*x/3+28/3) ,x,5,8)
$F12 = 7/4

SF=F11+F12=7/2

o\

o\

>>F=matriz F(2,1,8,4,5,6,1,' 'sin(x+y)")
F(l)= % 3.5000

o° oo

o°

Para la integral doble(R*Ni(x,y)) ——————————————————————————————

J=det jacobiano xuv_yuv([xl,yl,x2,y2,x3,y3]);
[A B C]l=funcforma xy coef ([x1l yl;x2 y2;x3 y3]);
[p g rl=funcforma uv coef ([x]l yl;x2 y2;x3 y3]);
for i=1:3
textl=sprintf ('Sf*u+s£*v+st',p(1),gq(i),r (1))
textl=strrep (textl, "+-',"'=-");

textl=inline (textl);
textl=char (textl);
textl=strcat ('@ (u,v) "', textl);
Ni=str2func (textl);
F1l(i)=R*integraldoble fNuv (Ni,J);
end
$Para la integral doble (Ni(x,y)*Q(xX,y))-——————————————————————————
xuv_yuv=nuevascoord uv_xuv_yuv ([x]l yl1;x2 y2;x3 y3]);
[D E Fl=nuevascoord uv_coef ([x1 yl;x2 y2;x3 y3]);
xy=xuv_yuv{:};
xuv=xy (1) ;

yuv=xy (2) ;

for i=1:3
text2=sprintf (' (£ u+sf*v+3f) ', p(1),9(i),r(i));
text2=strrep (text2, '+-',"'=-");
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text2=inline (text2);

text2=char (text2);

xuv=sprintf (' ($f*u+sf*v+%£f)',D(1),E(1),F (1))
yuv=sprintf (' ($f*u+Sf*v+s£f)',D(2),E(2),F(2));
xuv=strrep (xuv, '+-',"'=-");

yuv=strrep(yuv, '+-"',"'=-");
text3=strrep (QOxy, 'x',xuv);
text3=strrep (text3, 'y',yuv);
text3=strrep (text3, '--"',"+");
text3=inline (text3, 'u','v');

fl=char (text3);

%Une las funciones Ni(x,y) y Q(x,y) en sus nuevas variables u,v
NiQ=strcat ('@ (u,v) ',text2,'.*',fl);
NiQ=vectorize (NiQ) ;

NiQ=str2func (NiQ) ;
F2(i)=0.31107894*integraldoble fNuv (NiQ,J);
end

F=F1+F2;

3.15.14 Funcion integraldoble_fNuv

Esta funcién devuelve la integral doble de una funcién f(u;v) dado en
coordenadas (u;v). Esta funcién f(u;v) es producto de la transformacién
T(u;v)=(x;y). Utiliza la cuadratura gaussiana. Los limites de integraciéon son
fijos, es decir, u=0 hasta u=1 y v=g1(u)=0 hasta v=g2(u)=u.

La integral doble de la funcion f(u;v) es equivalente a la integral doble

de la funcion f(x;y).

Cddigo de la funcién

function I=integraldoble fNuv (fNuv,dj)

$Devuelve la integral doble de una funcidén fNuv=f (u,v) dado en
$coordenadas (u,v). Esta funcidén f (u,v) es producto de la
$transformacién T(u,v)=(x,y). Utiliza la cuadratura Gaussiana.
$fNuv: es la funcion transformada y donde los limites de
%integracién son fijos, es decir,

%u=0 hasta u=1 vy v=gl(u)=0 hasta v=g2(u)=u.

%gl(u) y g2(u) son funciones en u fijas.

$dj: esel discriminante del jacobiano
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%$int (int(1-u,v,0,u),u,0,1)=3.5
$Por ejemplo:La integral doble sobre los vertices de un triangulo:
[2 1;8 4;5 6], es:
$>>11=int (int (-x/7+2*y/7,vy,x/2,5*x/3=-7/3) ,%x,2,5)
$>>12=int (int ((-x/7+2*y/7),y,x/2,-2*x/3+28/3) ,%,5,8)
T>>11+12
%A1 hacer la transformacidén a un triangulo rectédngulo de vertices
%(0,0),(1,0) v (1,1) se obtiene:
2 x==3u+6v+5
y=-5u+3v+6
>>fNuv=@ (u,v) (-1.00*u+0.00*v+1.00)
>>dj (1)=21
>>I=integraldoble fNuv (Q(u,v) (-1.00*u+0.00*v+1.00),d]J)
31 = 3.5
$Los resultados son equivalentes
textgl="'0*u';
textglf=strcat ('@ (u)',textgl);
gl=str2func(textglf);
textg2="u';
textg2f=strcat ('@ (u)',textg2);
g2=str2func (textg2f);

o® o° d° o o°

o°

I=dj*GaussLegendre I2(fNuv,0,1,9l1,92,8,8);

Ejecucion de la funcion

>> d (1)=21
dj =
21
>> I=integraldoble fNuv (@ (u,v) (-1.00*u+0.00*v+1.00),d]j)
I =
3.5

3.15.15 Funcion GaussLegendre_I2

Esta funcion devuelve la integral doble de la funcion f(x,y) desde
y=c(X) hasta y=d(x) y desde x=a hasta x=b. Utiliza el método de la

cuadratura gaussiana.

Codigo de la funcién

function I=GaussLegendre I2(fxy,a,b,gl,g2,m,n)
%Utiliza la cuadratura Gaussiana.
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%=
gl
m

o\

a hasta x=b, y=gl (x) hasta y=g2(x).

(x) v g2(x) son funciones en x. Pueden ser nombres de archivos
,n: grado de los polinomios de Legendre en xXx e y

sEjemplo:

sf(x,y)=x+y, gl (x)=x, g2 (x)=x"2, a=0, b=1
>>I=GaussLegendre I2(@(x,y) x+y,0,1,@(x) x,@(x) x."72,6,6)

o o° oo o

o\°

[x,cl]=NPLegendre (m) ;
x=(a+b) /2+ ((b-a) /2) *x; %eje x
cx=feval (gl,x);

dx=feval (g2,x);
[y,c2]=NPLegendre (n) ;

i=1;
while i<=(m)
if cx (i)==dx (i)
s(1)=0;
else
yn=((dx (i) -cx(i))/2)*y +(dx(i)+cx(i))/2;
fxyi=feval (fxy,x(1i),yn);
s(i)=((dx(i)-cx (1)) /2) *sum(c2.*fxyi);
end
i=1i+1;
end

I=((b-a)/2)*sum(cl.*s");
Ejecucion de la funcion

>>I=GaussLegendre I2(@(x,y) x+y,0,1,@0(x) x,0(x) x.72,6,6)
I =
-0.15

3.15.16 Funcion NPLegendre

Esta funcidon devuelve los nodos y los pesos que se van a utilizar en
la cuadratura gaussiana. Utiliza los polinomios de Legendre.

Caodigo de la funcién

function [Nodos, Pesos]=NPLegendre (n)

$Esta funcidén devuelve los nodos y los pesos que se van a utilizar
%en la cuadratura Gaussianan. Utiliza los polinomios de Legendre.
%n representa el numero de puntos.
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g=[1 0];

for k=1:n-1
p=(1/(k+1))* ((2*k+1)*[q 0]-k*[0 O r]);
r=q;
a=p

end

Nodos = roots (p):

dp=polyder (p); Sdevuelve la derivada de un polinomio
y=polyval (dp,Nodos) ;
Pesos=2./((1-Nodos."2) .*(y."2));

Ejecucion de la funcion

>> [N P]=NPLegendre (4)
N =

-0.86114

0.86114

-0.33998

0.33998

.34785
.34785
.65215
.65215

O O O o

3.15.17 Funcién nuevascoord_uv_xuv_yuv

Esta funcién devuelve las funciones x=g(u;v), y=h(u;v). Transforma
coordenadas cartesianas (x;y) de un triangulo a coordenadas (u;v). Es decir

T(u;v)=(x;y), donde x=g(u;v)=D1u+E1v+F1, y=h(u;v)=D2u+E2v+F2
Caodigo de la funcién

function xuv_yuv=nuevascoord uv_xuv_yuv (Xy)

%$xy = Es una matriz nx2, donde en la primer columna estan las
%abcisas y en la segunda columna las ordenadas
$xy=vertices de un triangulo:
vt=VerTri (xy);
[m,n]=size(vt);
for i=l:m
for j=1:3
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end

for i=1:m

’

A=[[x1 x2 x3]" [yl y2 y3]"' ones(3,1)]1;
a=A\[0;1;1];

b=A\[0;0;11;

al=a(l);

bl=a(2);

cl=a(3);

a2=b (1) ;

b2=b (2) ;

c2=b (3);

D(i,1)=b2/(al*b2-a2*bl) ;
E(i,1)=-bl/ (al*b2-a2*bl);
F(i,1)=(bl*c2-b2*cl)/ (al*b2-a2*bl);
D(i,2)=-a2/(al*b2-a2*bl);
E(i,2)=al/(al*b2-a2*bl) ;
F(i,2)=(a2*cl-al*c2)/ (al*b2-a2*bl);

X _uv=strrep (sprintf (' (%5.2f*u+35.2f*v+%5.2€)"',D(1i,1),E(1i,1),F(i,1)
ARy

y uv=strrep (sprintf (' (%5.2f*u+%5.2f*v+%5.2f)"',D(1,2),E(1,2),F(1i,2)
)r'+_'r'_');

xuv_yuvi{i}={x uv; y uv};
end

3.15.18 Funcion feasmbl2

Esta funcion ensambla las matrices de elementos en la matriz del
sistema y los vectores de elementos en el vector de sistema.
Codigo de la funcién

function [kk,ff]l=feasmbl2 (kk, ff,k,f,index)

% kk: matriz del sistema
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o° o

o o

ff: vector del sistema

k: matriz de cada elemento

f: vactor de cada elemento

index: d.o.f. vector asociado con un elemento

= length (index) ;
for i=l:edof

ii=index (1) ;
ff(ii)=£f£(1i)+£(1);
for j=l:edof

Ji=index (3) ;
kk(ii,33)=kk(ii,33)+k(i,3);

end

3.15.19 Funcién feasmbll

Esta funcidon ensambla las matrices de elementos en la matriz del

sistema

Cdédigo de la funcién

function [kk]=feasmbll (kk, k, index)

snd:

numeros de nodo de elemento cuyo sistema de grados de

%$1libertad (DOFS)estén por determinar

nnel:
gndof:

numero de nodos por elemento
numero de grados de libertad (dofs) por nodo

% [index]=feeldof (nd, 3,1)

Skk:

matriz del sistema

edof=length (index) ;
for i=l:edof

ii=index (i) ;
for j=l:edof

Jj=index (7j) ;
kk (ii,33)=kk(ii,33)+k(i,73):

end
end

3.15.20 Funcién feaplyc2

Esta funcién devuelve la matriz del sistema y el vector del sistema.
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Cédigo de la funcion

function [kk ff]=feaplyc?2 (kk, ff,nodo frontera,valor frontera)
n=length (nodo_ frontera);
sdof=size (kk) ;
for i=1:n

c=nodo_frontera (i) ;

for j=l:sdof

Kk (c,3)=0;

end

kk(c,c)=1;

ff(c)=valor frontera(i);
end

3.16 APLICACIONES DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO
Ejemplo 3.2.

Dada la ecuacién de difusion:
ou o%u o
~ " a2 T a2
ot ox° oy

Definida en el dominio 0 < X,y <1 y mostrado en la Figura 34
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Figura 34. Dominio discretizado del ejemplo 3.2

Fuente: Elaboracion propia
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Con las condiciones de frontera:
u(0;y;t)=u(Ly;t)=0
{u(x;o;t) =u(x;Lt)=0
Y las condiciones iniciales:
u(x;y;0)=100sen(zx)sen(y)
Hallar una solucion aproximada aplicando el método de elementos finitos
Solucién:

La solucion exacta es:
u(x;y;t) =100e’2”2tsen(7rx)sen(7ry)
La ecuacion diferencial parcial parabdlica esta validada. En efecto,

%u = —2007%¢ " *sen(zx)sen(zy)

o’u 2 277
y:—1007re sen(zx)sen(ry)

o’u 2, 27k
W:—loone sen(zx)sen(zy)

Por lo tanto, se verifica que:

ou o%u o
E:a?JFW

136



Codigo de la funcién en el software MATLAB:

o°

u(x,y,t)= u xx(x,y,t)+u_yy(x,y,t), 0<x,y<1
Condiciones de frontera:
u(0,y,t)=u(l,y,t)=0
u(x,0,t)y=u(x,1,t)=0

Condiciones iniciales:
u(x,y,0)=100*sin(pi*x) *sin (pi*y)

o® o o0 o°

o°

o

%$La solucion exacta es:
u(x,y,t)=100%exp (=2* (pi"2) *t) *sin (pi*x) *sin(pi*y) sobre el
dominio 0<x,y<1l

[p,e,t]=initmesh('ejemplolg');
[p,e,t]l=refinemesh('ejemplolqg',p,e, t);
xy=p';

[tnodos ver]=size (xy);
tri=delaunay(xy(:,1),xy(:,2));
[nel nn]l=size(tri);

nnel=3; %numero de nodos por elemento
ndof=1; %numero de dofs por nodo
sdof=tnodos*ndof; %totalde dofs del sistema
deltat=0.0001; S%tamafio de paso de tiempo
tiempoi=0.0; S$tiempo inicial

tiempof=0.1; Stiempo final

tiempo=fix ((tiempof-tiempoi)/deltat);

o)

o

k = boundary(xy(:,1),xy(:,2));

o

k=k (l:1length(k)-1);
nfron=[k(:) zeros(length(k),1)1;
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%$coordenadas y nodos

[gcoord nodos]=gcoord nodos (xy) ;
%condiciones de frontera

[nodo fron valor fron]=cond frontera(nfron);
%inicializacidén de matrices y vectores
ff=zeros (sdof,1);

fn=zeros (sdof,1);

fsol=zeros (sdof,1);
sol=zeros (2, tiempo+l) ;

kk=zeros (sdof, sdof) ;

mm=zeros (sdof, sdof) ;

index=zeros (nnel*ndof, 1) ;

for i=1l:nel
nd(l)=nodos (i, 1
nd (2)=nodos (i, 2
nd (3)=nodos (i, 3) ;
x1l=gcoord(nd(1l),1); yl=gcoord(nd(l),2);
x2=gcoord(nd(2),1); y2=gcoord(nd(2),2);
x3=gcoord(nd(3),1); y3=gcoord(nd(3),2);
[index]=feeldof (nd, nnel,ndof) ;
k=matriz Kuxuy(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,D,kc,ux,uy);
m=matriz M(xl,yl,x2,y2,x3,y3);
f=matriz F(x1,yl,x2,y2,x3,y3,R,0xy);
[kk, ff]=feasmbl2 (kk, ff, k, f, index) ;
[mm]=feasmbll (mm, m, index) ;

End

fsol=100*sin(pi*xy(:,1)) .*sin(pi*xy(:,2));
kn=2*mm + deltat*kk; %$Crank Nicolson

for it=l:tiempo
fn=deltat*ff + (2*mm-deltat*kk)*fsol; %$Crank Nicolson
[kn fn]=feaplyc?2(kn, fn,nodo fron,valor fron);
fsol=kn\fn; %$Crank Nicolson

end
fprintf ('Para t = $5.2f\n',it*deltat);
fprintf ('$10.6f\n',fsol);
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Comparacion entre la solucion exacta y la solucién aproximada

En la Tabla 7 se muestra la comparacion entre la solucién exacta y

la aproximada obtenida con la simulacion de la ecuacion de difusion.

Tabla 7

Comparacion de la solucion exacta y la simulacién del ejemplo 3.2

Nodo Coordenadas Solucién para t=0,1 Error

X y EXACTA Simulaciéon  relativo

101 0,7884 0,1838 4,6764  4,662062  0,003066
102 0,9201 0,496 3,4084  3,389975  0,005406
103 0,4451 0,0731 3,116  3,101107 _ 0,004780
104 055522 00,9217 3,3376  3,322151  0,004629
105 0,0765  0,5525 3,2595  3,244136  0,004714
106 0,646 0,9292 2,7493  2,734732  0,005299
107 0,0691 0,6454 2,6867  2,672706  0,005209
108 0354 0,068 26395  2,62559  0,005270
109 0,3351 0,1871 6,6908  6,657971  0,004907
110 0,2681 0,0757 2,4408  2,432977 _ 0,003205
111 09304 0,2558 2,1682  2,159762  0,003892
112 0,1889 0,664 6,7589  6,725726 _ 0,004908
113 0,0762 0,7316 2,4582  2,450476  0,003142
114 07331 0,9236 2,4564  2,448537  0,003201
115 0,6709 0,8056 6,8459  6,813465  0,004738
116 0,9255 0,0923 0,921 0921667 _ 0,000724
117 0,0756  0,9074 0,937 0937726 0,000775
118 0,9079 0,9258 09146 0914514  0,000094
119 0,0926  0,0755 0,9363  0,936845  0,000582
120 0,568 0,3331 11,7512 11,706406  0,003812
121 0,6999 0,428 11,0587  11,01769  0,003708
122 0,9169  0,5445 3,5503  3,533347  0,004775
123 0,7385  0,7539 7,1029  7,070412  0,004574
124 0,38 0,7104 10,3044 10,264367 _ 0,003885
125 0,2878  0,3851 10,2138 10,173398  0,003956
126 0,6299  0,6545 11,2785 11,218704  0,005302
127 09007 0,3468 3,7784  3,770742  0,002027
128 0,4113  0,4568 13,232 13,178632 _ 0,004033
129 0,4655  0,5929 13,226 13,159575  0,005022
130 055148 0,831 7,0272  7,00024  0,003837
131 0,1658 0,5169 6,014 6874596 0,003884
132 0,4842 0,1608 6,7136 6690391  0,003457

Fuente: Elaboracion propia
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Ejemplo 3.3.

Dada la ecuacion de adveccion-difusion:

2 2
8_u+8_u+8_u:8_l21+a_tzj+ ZOOﬁe‘z”ztsen(yr(x+ y))
o X oy ok oy

Definida en el dominio 0 < X, y <1 mostrado en la Figura 35:
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Figura 35. Dominio del ejemplo 3.3

Fuente: Elaboracion propia

Con las condiciones de frontera:

u(0;y;t)=u(Ly;t)
u(x;0;t)=u(x;Lt)

0..
0

Y las condiciones iniciales:
u(x;y;0)=100sen(zx)sen(zy)

Hallar una solucién aproximada aplicando el método de elementos finitos
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Solucion:

La solucién exacta de la ecuacion de adveccion-difusion es:
u(x; y;t)=100e"*sen(zx)sen(zy)

La ecuacion diferencial parcial parabdlica esta validada. En efecto,

%u = —2007%¢ " *sen(zx)sen(zy)
ou 2%t

P =1007e>" " cos(zx)sen(zy)
ou

5 —1007e 2" 'sen (zx)cos(ry)

82U 2 272
y:—1007re sen(zx)sen(ry)

o°u z
— =-1007"¢*""'sen(zx)sen(zy)

Por lo tanto, se verifica que:

2 2
M :a—g + a—g +2007e > 'sen(z(x + y))
ot ox oy ok oy

Se aplica el método del elemento finito para t = 0,1 entonces
Q(xy)= 2007ze‘°'2”zsen(7z(x +Y))

Codigo de la funcién en el software MATLAB:

o°

Ut(XIYIt)+UX(XIy1t)+Uy(xly1t):UXX(le1t)+UYY(XIy1t)+Q(XIy1t
), 0<x,y<1l
vt (x,y,t)+Ux(x,y,t)+0y(x,y,t) = Uxx(x,y,t)+tU0yy(x,vy, L)+

o°

o°
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% + 200*pi*exp (-2* (pi™2) *t) *sin (pi* (x+y)), 0<x, y<1
% Entonces Q(x,y,t)=200%pi*exp (-2* (pi”2)*t) *sin (pi* (xty))

%Condiciones de frontera:
su(0,y,t)=u(l,y,t)=0
Su(x,0,t)=u(x,1,t)=0

%Condiciones iniciales:
%u(x,v,0)=100*sin (pi*x) *sin (pi*y) sobre el dominio

%$La solucion exacta es:
u(x,y,t)=100*%exp (=2* (pi"2) *t) *sin (pi*x) *sin (pi*y) sobre el
dominio 0<x,y<1

clc

clear

D=0;

kec=1;

ux="'1";

uy=lll;

R=0;
Oxy='87.2804*sin (3.1416* (x+y)) ';

[p,e,t]=initmesh ('ejemplo2g');
[p,e,t]=refinemesh ('ejemplo2g’',p,e,t);

xy=p';

[tnodos ver]=size (xy);
tri=delaunay(xy(:,1),xy(:,2));
[nel nn]l=size(tri);

nnel=3; %numero de nodos por elemento
ndof=1; %numero de dofs por nodo
sdof=tnodos*ndof; %totalde dofs del sistema
dt=0.001; Stamafio de paso de tiempo
tiempoi=0.0; S%Stiempo inicial

tiempof=0.1; Stiempo final

tiempo=fix ((tiempof-tiempoi) /dt);

o)

o

k = boundary(xy(:,1),xy(:,2));
k=k(l:length(k)-1);

nfron=[k(:) zeros(length(k),1)1;
%$coordenadas y nodos

[gcoord nodos]=gcoord nodos (xy) ;
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%condiciones de frontera
[nodo fron valor fron]=cond frontera(nfron);

%$inicializacidén de matrices y vectores
ff=zeros (sdof,1);

fn=zeros (sdof,1);

fsol=zeros (sdof,1);
sol=zeros (2, tiempo+l) ;

kk=zeros (sdof, sdof) ;

mm=zeros (sdof, sdof) ;

index=zeros (nnel*ndof,1);

for i=1l:nel
nd(l)=nodos (i, 1
nd (2)=nodos (i, 2
nd (3)=nodos (i, 3) ;
x1l=gcoord(nd(l),1); yl=gcoord(nd(l),2);
x2=gcoord(nd(2),1); y2=gcoord(nd(2),2);
x3=gcoord(nd(3),1); y3=gcoord(nd(3),2);
[index]=feeldof (nd, nnel,ndof) ;
k=matriz Kuxuy(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,D,kc,ux,uy);
m=matriz M(xl,yl,x2,y2,x3,y3);
f=matriz F(x1,yl,x2,y2,x3,y3,R,0xy);
[kk, ff]=feasmbl2 (kk, ff, k, f, index) ;
[mm]=feasmbll (mm, m, index) ;

end

kn=2*mm + dt*kk; %Crank Nicolson

for it=l:tiempo
fn=dt*ff + (2*mm-dt*kk) *fsol; %Crank Nicolson
[kn fn]=feaplyc2(kn, fn,nodo fron,valor fron);
fsol=kn\fn; %$Crank Nicolson

end
fprintf ('Para t = $5.2f\n',it*dt);
fprintf ('$10.6f\n"', fsol);
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Tabla 8
Comparacion de la solucion exacta y la simulacién del ejemplo 3.3

Nodo Coordenadas Solucidn para t=0,1 Error
X y EXACTA Simulaciéon relativo
150 0,0637 0,3528 2,4704  2,616578 0,059172
151 0,638 0,0748 2,9333 2,937809 0,001537
152 0,3525 0,936 2,4804 2,49121 0,004358
153 0,429 0,8326 6,8031 6,763839 0,005771
154 0,1662 0,4306 6,7654  7,042713 0,040990
155 0,7748 0,6311 8,2747 8,042973 0,028004
156 0,3211 0,1246 4,483 4,812378 0,073473
157 0,1258 0,6784 4,5289 4,644065 0,025429
158 0,6811 0,8716 4,5933  4,478695 0,024950
159 0,8567 0,4178 5,8456 5,757876 0,015007
160 0,142 0,0449 0,843  0,921433 0,093040
161 0,9562 0,1416 0,8203 0,821424 0,001370
162 0,8584 0,956 0,8227  0,800291 0,027238
163 0,045 0,8579 0,844 0,837138 0,008130
164 0,5172 0,2908 10,9823 11,167185 0,016835
165 0,7913 0,4314 8,2729 8,149049 0,014971
166 0,6425 0,2745 9,5082  9,540529 0,003400
167 0,6633 0,3537 10,8463  10,83428 0,001108
168 0,6768 0,6021 11,2003 10,958249 0,021611
169 0,3094 0,7009 9,2635  9,348402 0,009165

Fuente: Elaboracion propia
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Ejemplo 3.4.

Dada la ecuacion de adveccion-difusion:

ou ou du_1(d%u &
8)(2 ayz

—t—+—=— +— |, O<xy<l
oo ox oy 10
Cuyo dominio se muestra en la Figura 36
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Figura 36. Dominio discretizado del ejemplo 3.4.

Fuente: Elaboracion propia

Con las condiciones iniciales:
u(x;y;0)=100sen(x—y)
Y las condiciones de frontera de Dirichlet:

u(0;y;t)=u(Ly;t)
u(x;0;t)=u(x;Lt)

Que se muestra en la Tabla 9. Simular la solucidn aproximada aplicando
el método de elementos finitos.
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Tabla 9

Condiciones de frontera del ejemplo 3.4.

N° Nodo Valor N° Nodo Valor N° Nodo Valor
1 1 0 31 18  0,4699 61 4 -0,8248
2 186 0,049 32 201 0,4264 62 216 -0,7973
3 5 0,0979 33 19 0,3817 63 32 -0,7678
4 187  0,1465 34 202 0,3361 64 217 -0,7364
5 6 0,1947 35 20  0,2897 65 33 -0,7032
6 188  0,2425 36 203 0,2425 66 218 -0,6681
7 7 0,2897 37 21 0,1947 67 34 -0,6315
8 189  0,3361 38 204 0,1465 68 219 -0,5932
9 8 0,3817 39 22 0,0979 69 35 -0,5535

10 190 0,4264 40 205 0,049 70 220 -0,5123
11 9 0,4699 41 3 0 71 36 -0,4699
12 191  0,5123 42 206 -0,049 72 221 -0,4264
13 10 0,5535 43 23 -0,0979 73 37 -0,3817
14 192 0,5932 44 207 -0,1465 74 222 -0,3361
15 11  0,6315 45 24 -0,1947 75 38 -0,2897
16 193  0,6681 46 208 -0,2425 76 223 -0,2425
17 12 0,7032 47 25 -0,2897 77 39 -0,1947
18 194 0,7364 48 209 -0,3361 78 224 -0,1465
19 13 0,7678 49 26 -0,3817 79 40 -0,0979
20 195 0,7973 50 210 -0,4264 80 225 -0,049
21 2 08248 51 27 -0,4699
22 196  0,7973 52 211 -0,5123
23 14  0,7678 53 28 -0,5535
24 197 0,7364 54 212 -0,5932
25 15 0,7032 55 29 -0,6315
26 198  0,6681 56 213 -0,6681
27 16  0,6315 57 30 -0,7032
28 199  0,5932 58 214 -0,7364
29 17  0,5535 59 31 -0,7678
30 200 0,5123 60 215 -0,7973

Fuente: Elaboracion propia
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Solucion:

La solucién exacta de la ecuacion de adveccion-difusion es:
u(x;y;t)=e"sen(x-vy)

Y la ecuacién diferencial parcial parabdlica esta validada. En efecto,

g—l: =-0,2e"*sen(x - y)
Z—i =e "% cos(x—Y)

%u =—e % cos(x—Y)
o°u 0,2t

5 =—e'sen(x—y)

2

Z—ylj =—e"%sen(x-y)

Por lo tanto, se cumple:

ou ou au o’u o
—+—+—=(01) +—
ot ox oy X% oy

Codigo de lafuncién en el software MATLAB.

o°

Solucion exacta: U(x,y,t)=exp(-0.2*t) *sin (x-y)

o°

o°

grafica en MATLAB:
ezmesh ('exp(-0.02) *sin(x-y) ', [0 pi 0 pil)

o°

o°
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oo

EDP parabolica:
Ut (x,vy,t)+Ux(x,y,t)+0y (x,y,t)=(1/10) (Uxx(x,y,t)+0yy(x,y,t))
, 0<x,y<1

o° o° oo

o\

Condiciones de frontera de Dirichlet:
u(0,y,t)=u(l,y,t)
u(x,0,t)y=u(x,1,t)

o° oo

o\°

Condiciones iniciales:
u(x,y,0)=100*sin(x-y) sobre el dominio

o0 oo

o\°

clc

clear

D=0.1;

kc=0.1;

ux="'1";

uy:lll;

R=0;

Qxy="'0"'; %Se utiliza t=0.1

[p,e,t]=initmesh ('ejemplo2g');
[p,e,t]l=refinemesh ('ejemplo2g',p,e, t);

%pdemesh (p,e,t); grafica de la discretizacion
xy=p';

[tnodos ver]=size(xy);
tri=delaunay(xy(:,1),xy(:,2));

[nel nnl=size(tri);

nnel=3; %numero de nodos por elemento

ndof=1; %numero de dofs por nodo

%tnodos=441; %numero total de nodos en el sistema ingreso
directo

sdof=tnodos*ndof; %totalde dofs del sistema
dt=0.01; Stamafio de paso de tiempo
tiempoi=0.0; Stiempo inicial

tiempof=0.1; Stiempo final

%incremento en el tiempo

tiempo=fix ((tiempof-tiempoi) /dt);

o)

o

contorno = boundary(xy(:,1),xy(:,2));

xx=xy(:,1);
yy=xy(:,2);

contorno=contorno (l:length (contorno)-1);
xf=xx (contorno) ;
yf=yy (contorno) ;
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ud=exp (-0.2*0.1) *sin (xf-yf);
nfron=[contorno (:) ud];
%$coordenadas y nodos

[gcoord nodos]=gcoord nodos (xy) ;

%condiciones de frontera
[nodo fron valor fron]=cond frontera (nfron);

%inicializacidén de matrices y vectores
ff=zeros (sdof,1);

fn=zeros (sdof,1);

fsol=zeros (sdof,1);
sol=zeros (2, tiempo+l) ;

kk=zeros (sdof, sdof) ;

mm=zeros (sdof, sdof) ;

index=zeros (nnel*ndof, 1) ;

for i=1:nel
nd(l)=nodos (i, 1
nd (2)=nodos (i, 2
nd (3)=nodos (i, 3) ;
x1l=gcoord(nd(1l),1); yl=gcoord(nd(l),2);
x2=gcoord(nd(2),1); y2=gcoord(nd(2),2);
x3=gcoord(nd(3),1); y3=gcoord(nd(3),2);
[index]=feeldof (nd, nnel,ndof) ;
k=matriz Kuxuy(x1l,yl,x2,vy2,x3,y3,D,kc,ux,uy);
m=matriz M(x1l,yl,x2,y2,x3,y3);
f=matriz F(x1,yl,x2,y2,x3,y3,R,0xy);

[kk, ff]=feasmbl?2 (kk, ff, k, f, index) ;

[mm]=feasmbll (mm, m, index) ;

end

fsol=sin(xy(:,1)-xy(:,2));
kn=2*mm + dt*kk; %Crank Nicolson

for it=l:tiempo
fn=dt*ff + (2*mm-dt*kk) *fsol; %Crank Nicolson
[kn fn]=feaplycZ2(kn, fn,nodo fron,valor fron);
fsol=kn\fn; %$Crank Nicolson

end
fprintf ('Para t = $5.2f\n',it*dt);
fprintf ('$10.6f\n"', fsol);
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Tabla 10
Comparacion de la solucion exactay la simulacion del ejemplo 3.4

Coordenadas Solucion para t=0,1 Error
Nodo| y  Exacta Simuladon - ivo
dt=0,001
160 0,142 0,0449 0,095 0,095418 0,0044000
161 0,9562 0,1416 0,713 0,707825  0,0072581
162 0,8584 0,956 -0,0955 -0,090288 0,0545759
163 0,045 0,8579 -0,712 -0,711632  0,0005169
164 0,5172 0,2908 0,22  0,228390 0,0381364
165 0,7913 0,4314 0,3452 0,345990 0,0022885
166 0,6425 0,2745 0,3527  0,364132  0,0324128
167 0,6633 0,3537 0,2987 0,303458  0,0159290
168 0,6768 0,6021 0,0732  0,066497 0,0915710
169 0,3094 0,7009 -0,374 -0,361548 0,0332941
170 0,2975 0,3067 -0,009 -0,008545 0,0505556
171 0,632 0,4934 0,1354 0,139862  0,0329542
172 0,4046 0,5461 -0,1382 -0,140647 0,0177062
173 0,4363 0,3855 0,0497 0,045402  0,0864789
174 0,7412 0,5877 0,1498 0,147722  0,0138718
175 0,2088 0,3864 -0,1731 -0,187520  0,0833044
176 0,386 0,7904 -0,3851 -0,364469  0,0535731
177 0,8211 0,3213 0,4698 0,453750  0,0341635
178 0,3391 0,6518 -0,3015 -0,295275 0,0206468
179 0,4505 0,6573 -0,2012 -0,193624 0,0376541
180 0,3403 0,4396 -0,0972 -0,101391 0,0431173
181 0,3451 0,3342 0,0106  0,009664 0,0833019
182 0,5884 0,1465 0,4193 0,436950  0,0420940
183 0,5875 0,7111  -0,1209 -0,123400 0,0206782
184 0,529 0,5649 -0,0352  -0,032821  0,0675852
185 0,709 0,2972 0,3923  0,391227 0,0027352
186 0,05 0 0,049 0,048990 0,0002041

187 0,15 0 0,1465  0,146479  0,0001433
188 0,25 0 0,2425  0,242505  0,0000206
189 0,35 0 0,3361  0,336108  0,0000238
190 0,45 0 0,4264  0,426353  0,0001102

Fuente: Elaboracion propia
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CAPITULO IV

RESULTADOS

4.1. ESTACION DE MONITOREO DE CALIDAD DE AIRE Y

METEOROLOGICA

En las tablas 11 y 12 se describen las caracteristicas técnicas de los
equipos que se utilizaron y conforman la estacion de monitoreo de calidad
de aire y estacion meteoroldgica. Esta estacion de monitoreo (Figura 3.6)
pertenece al Gobierno Regional de Tacna y fue prestado gentilmente para
realizar el monitoreo correspondiente a este proyecto.

Tabla 11
Equipos meteoroldgicos utilizados durante el monitoreo

PARAMETRO SENSOR/EQUIPO RANGO/PRECISION

Sensor de velocidad y
direccion del aire -

Direccion del aire; 0-360° +/- 3%
Velocidad del aire: 0-60m/s +/- 2%

Velocidad y direccién
del viento

WINDSONIC |
Temperatura del aire Sggsz%r oo lamperatura delale 40 A +60 °C +-0,1°C (23°C)
:it:énedad relativa del aér;ss(,); de humedad relativa - 0-100% +-0,8°C (23°C)
Radiacion solar global Slir;zc;r- céepﬁd;acién solar Irradiacié')r; r;gﬁwlv /i(])é)o w/m?2

500-1100 mBar, Precision: +-0,3m

Presién atmosférica Sensor presion atmosférica-  Bar@+20°C / +-0,6 mBar@0° a 40°C

CS106 [ +-1 mBar@-20° a +45°C / +-1,5
mBar@-40° a +60°C
Precibitacion Sensor de precipitacion - Precision: +-1 (0 a 30mm/h) +-5%(30
P MetOne365 a 120mm/h)

Fuente: Gobieno Regional de Tacha GRT- GRRN y GMA — Equipo de trabajo PIP MIA
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Tabla 12

Equipos de calidad de aire utilizados durante el monitoreo

] METODO DE
PARAMETRO EQUIPO RANGO ANALISIS
Método de
Material Particulado (PM+o) 'E)/IS ?I!;%TeLEE(I)%li? 0-1000000 microbalanza
Material Particulado (PM.s) Oscil ati% Microbalance) ug/m3  Oscilatoria (método
9 automatico)

Diéxido de Nitrégeno (NO) Qﬂfél)lz:ggr_rdhzr?ﬁédos de RREFT:O()_}ZOOO Quimiluminiscencia
Monoxido de Nitrégeno (NO) Scier?tific Modelo 42i bpm (Método automatico)
. Analizador de SO2/H,S Fluorescencia UV

g:m?g éj: I-Alifjl::’)ree(r?oo(zlzl S) Thermo Scientific Modelo 0'10’2100 pulsante (Método
9 2 450 PP automatico)
Analizador de Monéxido 0-10.000 Filtro de Correlacién
Monoéxido de Carbono (CO)  de Carbono Thermo ’m Infraroja (Método
Scientific Modelo 48i PP automatico)
Analizador de Ozono Fotometria UV
Ozono Troposférico (O3) Troposférico Thermo 0-200 ppm

Scientific Modelo 49 (Método automatico)

Fuente: Gobieno Regional de Tacna GRT- GRRN y GMA — Equipo de trabajo PIP MIA

4.2. LUGARY FECHAS DE MONITOREO

La estacion de monitoreo se instalo en el interior de la Universidad
Nacional Jorge Basadre Grohmann, en la loza deportiva de la Escuela
Profesional de Metalurgia (ESME). ElI monitoreo de calidad de aire
(concentracion de los PM1o) se realizo, desde el 28 de marzo al 5 de abril
del 2016, tal como se muestra en las tablas 13 y 14. Para la evaluacion del
modelo numérico se consideraron cuatro dias; desde la 00:00 horas del dia
29 de marzo del 2016 hasta las 23:00 horas del dia 1 de abril del 2016,

porque en estos dias no hubo ninguna interrupcién en el monitoreo.
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Tabla 13
Lugar (punto) de monitoreo

Estacion de Descrincia Coordenadas UTM Altura
: escripcion
monitoreo Zona Este Note ~ (msnm)
E-01 Escuela Profesional de

Metalurgia (ESME) - UNJBG

19K 367784 8006750 545

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 14
Fechas consideradas del monitoreo del material particulado PMzio para
la simulacién

Mes . Fecha Hora Hora  Tiempo medido
N° de Inicial Final (horas)
muestras
1 29/03/2016 00:00 23:00 24
MARZO 2 30/03/2016 00:00 23:00 24
3 31/03/2016 00:00 23:00 24
ABRIL 4 01/04/2016 00:00 23:00 24

Fuente: Elaboracion propia

4.3. PARAMETROS EVALUADOS POR EL EQUIPO

e Material particulado menores de 10 micras (PMu1o)
e Material particulado menores de 2,5 micras (PMz2,5)
e Dio6xido de azufre (SO2)

e Sulfuro de hidrogeno (H2S)
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4.4.

Oxidos de nitrégeno (NOX)
Monoxido de carbono (CO)

Ozono (Os)

RESULTADOS DEL MONITOREO DE LA ESTACION UBICADA
EN LA ESCUELA PROFESIONAL DE METALURGIA (ESME) -

UNJBG

Los resultados del monitoreo de calidad de aire estan
expresados en microgramos por metro cubico (ug/m3 ). El andlisis e

interpretacion de los resultados de los pardmetros monitoreados
estan basados en su comparacion con los estdndares nacionales de
calidad ambiental para aire (ECA) establecidos mediante D.S. N°

074-2001-PCM y D.S. N° 003-2008-MINAM.

Durante el monitoreo de calidad de aire en este punto se ha
registrado el comportamiento horario de las concentraciones de los
contaminantes PMio, PM25, CO, NOx (NO y NO2), SO2, H2S y Os.
Ademas de los anteriores contaminantes, también se han tomado

datos del comportamiento de los parametros meteoroldgicos.

Las tablas 15, 16, 17 y 18 muestran los valores minimos,
maximos y promedios de los parametros meteorologicos registrados

durante el monitoreo; velocidad y direccion del viento, humedad
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relativa, temperatura, precipitacion, radiacion solar, presion

barométrica y radiacion ultravioleta.

Tabla 15

Datos meteorolégicos de la estacién de monitoreo ubicada en la
Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG, del dia martes 29 de
marzo del 2016

Presion  Temperatura (°C)  Humedad relativa (%) Direccion velocidad del viento

Hora ' atmosféri del
ca (mbar) Prom Max Min Prom Max Min viento Prom Max Min

00:00 953,60 19,82 19,94 19,7 69,06 74,89 68,68 148 049 1,34 0,02
01:00 95330 @ 1962 199 1939 6835 7045 68,07 80 067 167 0,00
02:.00 952,77 19,22 19,6 1855 73,67 73,74 67,73 286 056 144 0,03
03:00 95244 @ 1848 18,77 1828 69,83 75,14 69,72 75 040 144 0,01
04:.00 95214 @ 18,69 18,84 1856 70,13 71,49 69,39 80 087 213 0,01
05:00 952119 1851 18,7 1829 6993 71,25 69,49 220 0,68 1,77 0,03
06:00 952,78 @ 18,02 18,33 17,82 7217 74,07 6993 48 053 1,12 0,06
07:00 953,33 1846 19,68 18,02 67,82 76,88 67,75 63 136 313 0,12
08:00 95390 @ 21,02 21,74 1961 6537 839 63,61 197 097 269 0,01
09:00 95418 22,32 23,33 2126 61,09 6746 59,71 158 1,37 3,08 0,09
10:00 953,92 23,84 249 2292 61,01 62,75 556 209 151 434 0,02
11:00 953,56 2524 26,63 2385 524 61,85 5091 217 1,88 468 0,02
12:00 953,28 26,46 27,98 2517 53,69 921 394 248 247 519 0,01
13:00 952,81 26,84 2761 2598 48,88 67,54 4414 209 316 7,06 0,67
14:00 952,30 26,48 27,24 2581 51,29 58,47 43,63 221 321 726 0,46
15:00 951,73 26,34 27,33 254 528 66,08 47,18 217 311 6,75 0,27
16:00 951,39 25,69 26,72 2459 5234 715 4745 205 292 641 012
17:00 951,54 2465 2585 23,71 5549 76,92 47,63 213 280 544 013
18:00 95224 22,73 2413 2166 624 67,21 5451 223 227 492 019
19:00 952,88 21,67 2193 213 6419 774 59,32 328 1,21 2,72 0,05
20:.00 953,35 2149 2164 2127 6283 68,63 61,75 281 0,76 166 0,02
21:.00 95356 @ 2151 2161 2141 63,75 709 61,81 313 069 148 0,04
22.00 95350 2144 2158 2127 6537 97,2 60,97 332 085 167 017
23.00 95349 @ 2126 2144 2104 7186 100 58,05 47 053 182 0,01

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 16

Datos meteorolégicos de la estacién de monitoreo ubicada en la
Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG, del dia miércoles 30 de
marzo del 2016

Humedad relativa

Presion Temperatura (°C) (%) Direccion Velocidad del viento
Hora atmosférica del

(mbar)  Prom Max Min Prom Max Min  viento  Prom Max Min
00:00 953,36 2091 2118 20,6 7711 100 24,33 29 1,06 242 0,06
01:00 953,16 20,73 20,94 204 819 978 7589 47 141 275 0,33
02:00 952,32 20,46 20,74 20,06 968 100 79,86 54 150 293 0,11
03:00 951,51 20,12 20,37 199 69,83 100 68,44 60 1,63 345 048
04:00 951,12 19,67 20,07 19,36 68,01 79,81 66,89 50 1,74 392 0,36
05:00 951,21 1969 1994 1946 857 90,7 66,51 294 0,82 257 0,02
06:00 951,92 19,21 1953 18,99 7757 964 7045 351 050 1,15 0,03
07:00 952,39 19,55 20,61 18,92 66,31 84,5 6556 67 1,04 213 025
08:00 952,91 22,23 23,86 20,44 62 72,01 569 239 115 2,87 0,03
09:00 953,17 2386 2448 2335 5855 70,79 55,11 199 1,86 392 0,18
10:.00 953,39 2425 2532 2353 5844 64,08 55,88 295 248 489 0,19
11:.00 953,15 2527 2632 244 59,01 64,09 55,08 174 2,03 499 0,10
12,00 952,46 26,07 2717 2514 57,72 63,65 53,56 323 232 554 023
13.00 951,92 26,81 27,84 2598 5467 5965 51,49 243 267 7,06 0,10
14:.00 951,70 27,03 28,07 26,28 5449 60,63 4952 240 3,00 6,05 024
15.00 951,62 26,02 277 25 5585 59,81 50,57 227 330 7,02 035
16:.00 951,65 2459 2615 2351 564 6527 52,57 237 324 674 0,29
17.00 951,95 2348 246 2218 6299 69,62 53,83 216 2,67 548 0,22
18:.00 952,34 21,85 2258 21,34 67,11 74,57 60,18 259 2,08 498 0,16
19.00 952,80 2113 2153 20,8 672 7341 64,61 274 1,30 332 0,12
20:00 953,06 2069 2114 20,32 67,75 7144 6571 272 1,01 211 0,10
21:00 953,36 20,21 20,53 19,92 70,16 75,14 66,06 254 0,87 1,89 0,09
22:00 953,29 1945 20,03 1868 824 836 6898 241 0,94 298 0,05
23:00 953,28 17,7 18,78 17,09 879 90,9 817 229 180 34 017

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 17

Datos meteorolégicos de la estacién de monitoreo ubicada en la
Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG, del dia jueves 31 de
marzo del 2016

Humedad relativa

Presion Temperatura (°C) (%) Direccion Velocidad del viento
Hora atmosférica del

(mbar)  Prom Max Min Prom Max Min  viento  Prom Max Min
00:00 953,33 16,93 1719 1666 994 100 87 263 1,09 249 0,01
01:00 953,10 17,06 1751 1669 872 100 86,7 51 0,80 1,93 0,02
02:00 952,57 1744 17,78 1711 90,7 939 838 203 0,84 2,77 0,02
03:00 951,97 1744 17,78 1714 829 93 822 199 043 142 0,02
04:00 952,12 175 17,78 1717 7949 88,2 78,04 47 0,70 2,28 0,03
05:00 952,00 17,74 1792 1751 7681 915 7515 65 155 374 013
06:00 952,08 17,99 1829 17,75 7481 87,3 7352 212 0,72 218 0,06
07:.00 952,73 18,78 2042 18,12 70,73 815 69,04 55 1,02 315 0,04
08:00 953,21 20,37 21,29 1993 7144 823 66,11 242 167 4 0,01
09:00 953,53 2044 2152 199 666 86,1 6522 194 198 446 0,03
10:.00 953,10 22,82 2397 2091 61,83 79,04 56,08 38 0,88 258 0,01
11:.00 952,62 2451 2588 2365 68,76 7455 62,36 177 163 3,79 0,05
12,00 952,39 26,13 27,37 2483 6446 7164 629 215 1,85 451 0,03
13.00 951,74 27,16 2818 26,12 58,39 72,88 53,48 200 258 6,28 028
14:.00 951,30 2627 27,77 2466 711 831 56,02 230 379 751 0N
15:.00 951,20 2494 26,02 2395 64,02 79,09 5985 183 3,36 6,75 0,28
16:.00 951,24 2445 2551 2361 588 70,56 56,33 203 248 532 022
17.00 951,61 234 2443 2258 67,06 72,33 56,94 223 256 592 0,04
18:00 952,50 2168 2319 20,71 7548 77,85 62,45 222 241 521 040
19.00 953,66 20,43 20,98 19,78 7998 835 72,69 253 1,65 4,36 0,12
20:00 954,54 19,77 20,05 1948 86,2 88,7 77,89 29 1,03 263 0,08
21:00 954,58 196 19,73 1943 805 943 76 241 0,68 22 0,02
22:00 954,78 19,22 19,56 18,95 82 881 774 283 0,90 257 0,05
23:00 954,66 18,83 19,09 18,58 836 100 7957 47 060 153 0,02

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 18
Datos meteorolégicos de la estacién de monitoreo ubicada en la
Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG, del dia viernes 1 de abril
del 2016

Humedad relativa

Presion Temperatura (°C) (%) Direccion Velocidad del viento
Hora atmosférica del

(mbar)  Prom Max Min Prom Max Min  viento  Prom Max Min
00:00 954,19 18,53 18,71 18,34 889 996 7733 290 0,79 1,85 0,07
01:00 953,96 184 1855 1828 100 100 77,78 57 056 125 0,05
02:00 953,68 18,39 18,53 18,26 99 100 0,39 72 080 181 0,03
03:00 953,46 18,17 184 1782 79,77 100 0,39 63 112 2,87 0,07
04:00 953,33 17,94 18,09 17,78 7481 100 721 58 147 277 0,08
05:00 953,34 17,61 17,85 1724 7302 893 7146 62 165 298 037
06:00 95347 1745 1768 1728 722 86 71,39 57 1,75 333 0,74
07:.00 954,03 18,19 19,65 17,34 7464 831 6891 67 162 274 012
08:00 954,91 20,92 22,08 1961 039 100 0,39 160 1,07 2,75 0,08
09:00 955,25 2248 2343 2159 039 0,762 0,39 209 0,87 2,33 0,04
10:.00 955,24 235 2448 2248 0,389 0,83 0,356 158 1,50 343 0,08
11:.00 955,01 25,05 26,02 2422 0,389 0,796 0,389 222 159 504 0,08
1200 954,18 26,75 279 2565 0,389 100 0,389 239 197 519 0,10
13.00 953,59 27,53 2858 26,72 0,389 0,762 0,389 196 253 535 0,06
14:.00 953,07 27,07 28,74 2557 0,389 0,762 0,389 227 399 824 046
15.00 952,75 26,15 26,79 2547 0,626 0,762 0,389 333 285 7,77 023
16:.00 952,44 25,79 26,79 2456 0,389 0,762 0,389 209 316 631 0,15
17.00 952,84 238 2531 2262 0,39 0,762 0,389 227 336 6,13 061
18:.00 953,50 2219 2313 2142 039 0,762 0,39 219 235 449 041
19.00 954,05 213 21,8 2086 039 079% 039 200 1,89 421 0,31
20:00 954,56 2089 212 2063 0239 0,763 0,39 238 1,31 276 0,05
21:00 954,79 20,51 20,69 2022 0239 0,797 0,39 351 0,82 2 0,08
22:.00 954,93 20,3 2043 2016 0,39 0,797 039 299 059 1,79 0,02
23:00 954,60 20,2 20,37 20,04 0,39 0,763 0,39 261 049 136 0,02

Fuente: Elaboracion propia
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Las concentraciones se expresan en microgramos por metro cubico
estdndar a 25°C y 1 atm. Las tablas 19, 20, 21 y 22 muestran las
concentraciones por cada hora y como promedio de 24 horas, registradas
en la estacion de calidad de aire en la Escuela Profesional de Metalurgia
(ESME). Cabe mensionar que durante la medicion se produjo cortes de
fluido eléctrico; por tanto, de los nueve dias en que la estacién de monitoreo
estuvo instalado (tabla 6), se han considerado sélo cuatro dias: martes 29,
miércoles 30 y jueves 31 de marzo y 1 de abril del 2016, porgue en esta

sucecion de dias no hubo ningun corte de fluido eléctrico (Tabla 14).
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Tabla 19

Resultados del monitoreo de la estacion ubicada en la Escuela de
Metalurgia - UNJBG obtenido con el equipo Thermo Scientific TEOM
1405-DF, el dia martes 29/03/2016

Concentracion de Material Particulado

Fec_ha de menor que 10 micras (PMq)
D'}‘;g:;ﬁ’;s Hora PMy, ug/m® ECA=150

1 hora 24 horas
29/03/2016 00:00 27,3991 0
29/03/2016 01:00 26,7703 0
29/03/2016 02:00 33,6074 0
29/03/2016 03:00 31,4979 0
29/03/2016 04:00 17,5049 0
29/03/2016 05:00 50,192 0
29/03/2016 06:00 65,8488 0
29/03/2016 07:00 62,3389 0
29/03/2016 08:00 78,66 0
29/03/2016 09:00 94,3431 0
29/03/2016 10:00 113,531 0
29/03/2016 11:00 74,1461 0
29/03/2016 12:00 53,4706 0
29/03/2016 13:00 74,4705 0
29/03/2016 14:00 59,4349 0
29/03/2016 15:00 43,3401 0
29/03/2016 16:00 38,2873 0
29/03/2016 17:00 32,673 0
29/03/2016 18:00 34,0386 0
29/03/2016 19:00 35,2565 46,7492
29/03/2016 20:00 33,7255 49,2592
29/03/2016 21:00 31,0561 48,8945
29/03/2016 22:00 31,314 48,8004
29/03/2016 23:00 23,6219 48,6054

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 20

Resultados del monitoreo de la estacion ubicada en la Escuela de
Metalurgia - UNJBG obtenido con el equipo Thermo Scientific TEOM
1405-DF, el dia miércoles 30/03/2016

Fecha de Concentracion de Material Particulado
regi§tro: Hora menor que 10 micras (PMyo)

Dia PM1, ug/m® ECA=150
miércoles 1 hora 24 horas
30/03/2016 00:00 30,4869 48,734
30/03/2016 01:00 49,9711 49,7007
30/03/2016 02:00 55,9643 50,6322
30/03/2016 03:00 42,282 51,0816
30/03/2016 04:00 39,41 51,9943
30/03/2016 05:00 35,2126 51,3702
30/03/2016 06:00 30,1894 49,8844
30/03/2016 07:00 38,5651 48,8938
30/03/2016 08:00 74,0844 48,7031
30/03/2016 09:00 85,5141 48,3353
30/03/2016 10:00 77,5882 46,8376
30/03/2016 11:00 36,815 45,2822
30/03/2016 12:00 32,2436 44,3977
30/03/2016 13:00 42,2067 43,0534
30/03/2016 14:00 37,4998 42,139%
30/03/2016 15:00 44,5173 42,1885
30/03/2016 16:00 60,8465 43,126
30/03/2016 17:00 40,8816 43,4764
30/03/2016 18:00 35,5109 43,5358
30/03/2016 19:00 37,7547 43,6403
30/03/2016 20:00 44,6412 44,0946
30/03/2016 21:00 56,5072 45,159
30/03/2016 22:00 42,4717 45,6149
30/03/2016 23:00 45,5663 46,5264

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 21

Resultados del monitoreo de la estacion ubicada en la Escuela de
Metalurgia - UNJBG obtenido con el equipo Thermo Scientific TEOM
1405-DF, el dia jueves 31/03/2016

Concentracion de Material Particulado

Fecha df" menor que 10 micras (PMso)
I;Izgj':g,:s Hora PMy ug/m® ECA=150

1 hora 24 horas
31/03/2016 00:00 34,4723 46,6952
31/03/2016 01:00 23,9794 45,6192
31/03/2016 02:00 20,1479 44,1287
31/03/2016 03:00 25,966 43,4437
31/03/2016 04:00 31,5026 43,1135
31/03/2016 05:00 42,4348 43,4129
31/03/2016 06:00 47,365 44,1268
31/03/2016 07:00 52,8797 44,7264
31/03/2016 08:00 64,8597 44,3549
31/03/2016 09:00 87,4755 44,4401
31/03/2016 10:00 55,5625 43,5192
31/03/2016 11:00 35,2003 43,4371
31/03/2016 12:00 45,777 44,0002
31/03/2016 13:00 43,6027 44,0621
31/03/2016 14:00 42,2081 44,2563
31/03/2016 15:00 93,3409 46,2933
31/03/2016 16:00 67,4545 46,5687
31/03/2016 17:00 38,4281 46,4587
31/03/2016 18:00 35,2862 46,4493
31/03/2016 19:00 40,4774 46,5628
31/03/2016 20:00 41,2778 46,4226
31/03/2016 21:00 32,501 45,4266
31/03/2016 22:00 24,6224 44,6828
31/03/2016 23:00 26,2193 43,8767

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 22

Resultados del monitoreo de la estacion ubicada en la Escuela de
Metalurgia - UNJBG obtenido con el equipo Thermo Scientific TEOM
1405-DF, el dia viernes 1/04/2016

Concentracion de Material Particulado

Fecha de menor que 10 micras (PM4o)
registro:  Hora PMqo ug/m? ECA=150
Dia viernes

1 hora 24 horas
01/04/2016 00:00 23,0631 43,4013
01/04/2016 01:00 19,099 43,198
01/04/2016 02:00 13,0263 42,9012
01/04/2016 03:00 18,1502 42,5756
01/04/2016 04:00 29,4001 42,488
01/04/2016 05:00 36,9489 42,2594
01/04/2016 06:00 41,9365 42,0332
01/04/2016 07:00 47,5235 41,81
01/04/2016 08:00 57,1154 41,4874
01/04/2016 09:00 78,0814 41,0959
01/04/2016 10:00 48,5448 40,8035
01/04/2016 11:00 44,434 41,1883
01/04/2016 12:00 49,8113 41,3564
01/04/2016 13:00 58,6106 41,9817
01/04/2016 14:00 49,8165 42,2987
01/04/2016 15:00 109,2547 42,9618
01/04/2016 16:00 55,9375 42,4819
01/04/2016 17:00 48,9858 42,9218
01/04/2016 18:00 42,8962 43,2389
01/04/2016 19:00 39,1145 43,1821
01/04/2016 20:00 35,2999 42,933
01/04/2016 21:00 31,5341 42,8927
01/04/2016 22:00 22,8984 42,8209
01/04/2016 23:00 28,3486 42,9096

Fuente: Elaboracion propia
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Como se puede observar en las tablas 19, 20, 21 y 22, las
concentraciones de particulas PMio, registradas en la estacion de
monitoreo de la Escuela Profesional de Metalurgia, durante los cuatro dias
de muestreo, oscilan entre 13,02 ug/m?3y 113,53 ug/m?3, encontrandose por
debajo de los 150 ug/m?3, valor establecido en el Estandar Nacional de
Calidad Ambiental de acuerdo al D. S. N° 074-2001-PCM, presentando la
mayor concentracion el martes 29 de marzo a las 10:00 horas. Segun los
datos obtenidos las horas donde se nota un incremento mas resaltante de
la concentracion de PM1o es de 7:00 a 10:00 horas. La data completa se

presenta en el Anexo C.

Concentracion de Material Particulado

160.0000
140.0000
120.0000
100.0000

PM,, 80.0000

60.0000

40.0000
0.0000

29/03/2016 30/03/2016 31/03/2016 01/04/2016
Dias

I PM10 e FECA

Figura 37. Niveles de PM1o en la estacién de monitoreo de la Escuela
Profesional de Metalurgia — UNJBG

Fuente: Elaboracion propia
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También se puede observar en las tablas 15 y 19 que la direccion
del viento registrada en la estacion de monitoreo de la Escuela Profesional
de Metalurgia, durante el dia martes 29 de marzo desde las 00:00 a 23:00
horas es uno de los parametros que también influyen en el nivel de

concentraciéon de los PM1o.

Direccion del viento Vs PM10

350 120.0000
2 300 100.0000
(O]
S 250 80.0000
T 200 o
© 60.0000 S
S 150 <
2 100 40.0000
£ 50 20.0000

0 0.0000

O O & & ©® & & ©® © & &® ©
I RN L L LA L\ LN LY O LI L N LN
RN\ S SN NS BTN AN N N A g
29 marzo 2016: de las 00:00 a 23:00 horas

=@==Direccion del viento =@==Concentracién PM10

Figura 38. Grafica de los puntos direccion del viento versus la
concentracion de PMio en la Escuela Profesional de
Metalurgia — UNJBG

Fuente: Elaboracion propia
Interpretacion y analisis

En la Figura 38 se muestra el comportamiento del PM1o con respecto
a la direccion del viento donde se observa que las horas en que se registran
los mayores cambios en la direccion del viento, la concentracién de PMio

€S menor.
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También se puede observar en las tablas 15 y 19 que la velocidad
del viento registrada en la estacion de monitoreo, durante el dia martes 29
de marzo desde las 00:00 a 23:00 horas es el pardmetro que mas influye

en el nivel de concentracion de los PMio.

Velocidad del viento Vs PM10

120.0000 3.50
100.0000 3.00 2

()

80.0000 250 3
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40.0000 100 5
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0.0000 0.00

O O ©® O © & & & & &© & ©
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29 de marzo 2016: de 00:00 a 23:00 horas

=@==_Concentracién PM10 =@==\/elocidad del viento

Figura 39. Gréafica de los puntos velocidad del viento versus la
concentracion de PMiwo en la Escuela Profesional de
Metalurgia — UNJBG

Fuente: Elaboracion propia

Interpretacion y analisis

En la Figura 39 se muestra el comportamiento de la concentracion
de los PMio con respecto a la velocidad del viento donde se observa que
las horas en que se registran los mayores valores para la velocidad del
viento, la concentracion de PMio es menor, ya que la dispersion de este

contaminante en la atmosfera es mayor.
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4.5. RESULTADOS DE LA SIMULACION DEL MODELO NUMERICO

El modelo matematico que se utilizd6 en el presente trabajo y que
representa la concentracion de PMio que se dispersa, es la ecuacion de

adveccion-difusion mostrada en la ecuacion (3.11).

4.5.1. Datos de entrada

Para obtener los resultados de la simulacion de la concentracion de
material particulado menor que 10 micras (PM1o) se deben tener en cuenta

los siguientes datos de entrada:

1) Las coordenadas UTM, las geogréficas y cartesianas en donde se

realizd el monitoreo, ver tablas 24, 25 y 26.

2) Datos meteoroldgicos de la estacion en la Escuela de Metalurgia
(ESME) — UNJBG: La presion atmosférica (mbar), la temperatura
(°C), la direccién del viento (grados sexagesimales) y la velocidad

del viento (m/s), dadas en las tablas 15, 16, 17 y 18.

3) La concentracion de PM1o de la estacion en la Escuela Profesional

de Metalurgia (ESME) — UNJBG, dadas en las tablas 19, 20, 21y 22.

4) El coeficiente difusivo turbulento. Este coeficiente se determinara
utilizando la estimacion del coeficiente difusivo por medio del nimero

de Schmidt. Con este nimero es posible relacionar las ecuaciones
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de Navier- Stokes, discretizadas por medio de los métodos de

solucion LES o RANS, con la ecuacion de transporte de sustancias.

El nimero de Schmidt turbulento, llamado asi en honor a
Ernst Schmidt, es un numero adimensional definido como el cociente
entre el coeficiente de difusion turbulento de cantidad de movimiento
y el coeficiente de difusibn de masa turbulento. Este nimero de
Schmidt se define como (Tominaga & Stathopoulos, 2007), (Mitrovic,

Le, & Papavassiliou, 2004):

Sc:ﬂT

' Kc
Donde Sc,, es el nimero de Schimdt turbulento; x es la

viscosidad turbulenta y Kc es el coeficiente de difusibn de masa

debido a la turbulencia.

El nimero de Schmidt ha sido estudiado ampliamente por
varios investigadores, los cuales han desarrollado diferentes
métodos de calculo que se encuentran relacionados con las
vorticidades, las difusiones moleculares y la distancia a las
superficies sélidas. Un ejemplo es la siguiente ecuacion formulada
usando el método estandar Monin-Obukhov por Sawford and Guest

en 1988 (Flesch, Prueger, & Hatfield, 2002).
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Sc, = o (KVU*Z / ¢m) _ KU.ze CO

' Ke 2(0\;‘,+uf)/(coe) 2(0'\2,+Uf)¢m

Donde K,, es la constante de von Karman, ¢, es la

cizalladura del viento adimensional, o, es la desviacion estandar de

la fluctuacién en la velocidad vertical del fluido, ¢ es la disipacion de

energia cinética turbulenta, C, es una constante universal

turbulenta, u. es la velocidad de friccién y z es la dimension vertical.

Para el caso del transporte de sustancias contaminantes
sobre los entornos urbanos también se han desarrollado varios
estudios para calcular el nimero de Schmidt. Algunos de los
numeros de Schmidt calculados y normalmente usados en este caso
de transporte de masa se presentan en la Tabla 23 (Tominaga &

Stathopoulos, 2007).
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Tabla 23
Numeros de Schmidt usados en estudios de transporte de
contaminantes sobre entornos urbanos

Sc, Autor Afio
0.63 Lien et al. 2006
0.7 Li y Stathopoulos 1997
0.7 Wang y McNamara 2006
0.77 Zhang et al. 1996
0.8 Brzoska et al. 1997
0.9 Delaunay 1996
0.9 Baik et al. 2003
0.9 Kim et al. 2003
0.9 Santiago et al. 2007

Fuente: Tominaga & Stathopoulos, 2007

La difusividad (también llamado coeficiente de difusion) es la
constante de proporcionalidad que aparece en la ley de Fick de la difusion.
Chapman y Enskog (Hirschfelder, 1954) trabajando en forma
independiente, relacionaron las propiedades de los gases con las fuerzas
gue actuan entre las moléculas. Usando el potencial de Lennard Jones para
relacionar las fuerzas de atraccion y repulsion entre los atomos,
Hirschfelder, Bird y Spotz (HBS) en 1949 desarrollaron la siguiente

ecuacion para predecir la difusividad para pares de gases no polares:

1/2
o 0.00185837°( 1 1
PoZ,Q, (M, M,
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Donde T estden K; P en atmésferas; M es el peso molecular en

Kg/Kmol; o,; es el diametro de colisién en A (un parametro de Lennard

Jones) y Q_ es la integral de colision. La integral de colision

correspondiente a la difusibn es una funcién adimensional de la
temperatura y del campo potencial intermolecular correspondiente a una

moléculade A yunade B. Q, es funcion de

K; es la constante de Boltzman (1,8*10¢ ergios / K); y ¢,; €s la energia

de la interaccién molecular que corresponde al sistema binario AB (un

parametro de Lennard Jones), en ergios.

o, +0
Opg = 5 .
e _ |fa B
Kg Ks Kg
ns/Keg
~ 1,06036 0,193000 1,03587 1,76474

o (T*)"'“’61 " exp(0,47635T) " exp(1,52996T") ’ exp(3,89411T")

Algunos parametros son valores ya establecidos (anexo D).
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Tabla 24
Coordenadas UTM y geogréficas del punto de monitoreo en la Escuela
Profesional de Metalurgia — UNJBG

Coordenadas UTM Coordenadas Geograficas
N° Puntos 7 X Y Latitud Lonaitud
n i ngi
ona Coordenada Este Coordenada Norte atitu ongiiu
Origen:
19K 367547.00m E 8006307.00m S -18.027883°  -70.251068°
Ovalo Cusco
Estacion d
SACIONCE ok 36760500mE  800640000mS  -18.027883°  -70.251068°
monitoreo

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 25
Dominio de la simulacion en coordenadas cartesianas en la zona
aledana al Ovalo Cusco

Coordenadas Cartesianas

N° Puntos X Y
(Coordenada Este)  (Coordenada Norte)

1 Punto 1 -1160 -930

2 Punto 2 1160 -930

3 Punto 3 1160 930

4 Punto 4 -1160 930

Fuente: Elaboracion propia

Tabla 26
Punto de monitoreo en la simulacién en coordenadas cartesianas
ubicado en la Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG

Coordenadas Cartesianas

N° Puntos X Y
(Coordenada Este)  (Coordenada Norte)

1 Origen: Ovalo Cusco 0 0

2 Punto de monitoreo 58 93

Fuente: Elaboracion propia
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4.5.2. Codigo del programa principal

El codigo del programa que soluciona la ecuacion diferencial parcial
parabdlica de adveccion-difusion, utilizando el método del elemento finito,
y que da como resultado la concentracion de los PM1o, se encuentra en el
Anexo A. En las tablas 27, 28, 29 y 30 se muestran los resultados de las
concentraciones obtenidas del equipo y de la simulacién del modelo

numeérico.
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Tabla 27
Concentracion de material particulado PMio obtenido con el equipo y
con lasimulacion del modelo numérico propuesto. Martes 29 de marzo
del 2016

Fechade Concentracion de material particulado
registro: Dia Hora menor que 10 micras (PM,,)
Martes Equipo Simulacion
29/03/2016  00:00 27,3991 27,3598
29/03/2016  01:00 26,7703 26,7318
29/03/2016  02:00 33,6074 33,5592
29/03/2016  03:00 31,4979 31,4527
29/03/2016  04:00 17,5049 17,4797
29/03/2016  05:00 50,1920 50,1199
29/03/2016  06:00 65,8488 65,7542
29/03/2016  07:00 62,3389 62,2493
29/03/2016  08:00 78,6600 78,5470
29/03/2016  09:00 94,3431 94,2076
29/03/2016  10:00 113,5310 113,3679
29/03/2016  11:00 74,1461 74,0396
29/03/2016  12:00 53,4706 53,3937
29/03/2016  13:00 74,4705 74,3636
29/03/2016  14:.00 59,4349 59,3495
29/03/2016  15:00 43,3401 43,2778
29/03/2016  16:00 38,2873 38,2323
29/03/2016  17:00 32,6730 32,6261
29/03/2016  18:00 34,0386 33,9897
29/03/2016  19:00 35,2565 35,2058
29/03/2016  20:00 33,7255 33,6771
29/03/2016  21:00 31,0561 31,0115
29/03/2016  22:00 31,3140 31,2690
29/03/2016  23:00 23,6219 23,5879

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 28

Concentracion de material particulado PMio obtenido con el equipo y
con la simulacion del modelo numérico propuesto. Miércoles 30 de
marzo del 2016

Fechade Concentracion de Material Particulado
registro:Dia Hora  menor que 10 micras (PM,,) en ug/m®
miércoles Equipo Simulacién
30/03/2016  00:00 30,4869 30,4431
30/03/2016  01:00 49,9711 49,8993
30/03/2016  02:00 55,9643 55,8839
30/03/2016  03:00 42,2820 42,2213
30/03/2016  04:00 39,4100 39,3534
30/03/2016  05:00 35,2126 35,1620
30/03/2016  06:00 30,1894 30,1460
30/03/2016  07:00 38,5651 38,5097
30/03/2016  08:00 74,0844 73,9780
30/03/2016  09:00 85,5141 85,3912
30/03/2016  10:00 77,5882 77,4768
30/03/2016  11:00 36,8150 36,7621
30/03/2016  12:00 32,2436 32,1973
30/03/2016  13:00 42,2067 42,1460
30/03/2016 1400 37,4998 37,4459
30/03/2016  15:00 445173 44,4533
30/03/2016  16:00 60,8465 60,7591
30/03/2016  17:00 40,8816 40,8230
30/03/2016  18:00 35,5109 35,4599
30/03/2016  19:00 37,7547 37,7004
30/03/2016  20:00 44,6412 44 5771
30/03/2016  21:00 56,5072 56,4260
30/03/2016  22:00 42 4717 424107
30/03/2016  23:00 45,5663 45,5008

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 29

Concentracion de material particulado PMio obtenido con el equipo y
con la simulacion del modelo numérico propuesto. Jueves 31 de
marzo del 2016

Fechade Concentracion de Material Particulado
registro:Dia Hora  menor que 10 micras (PM,) en ug/m’
jueves Equipo Simulacién
31/03/2016  00:00 34,4723 34,4228
31/03/2016  01:00 23,9794 23,9449
31/03/2016  02:00 20,1479 20,1190
31/03/2016  03:00 25,9660 25,9287
31/03/2016  04:00 31,5026 31,4574
31/03/2016  05:00 42,4348 42,3738
31/03/2016  06:00 47,3650 47,2969
31/03/2016  07:00 52,8797 52,8038
31/03/2016  08:00 64,8597 64,7664
31/03/2016  09:00 87,4755 87,3498
31/03/2016  10:00 55,5625 55,4827
31/03/2016  11:00 35,2003 35,1497
31/03/2016  12:00 45,7770 45,7112
31/03/2016  13:00 43,6027 43,5401
31/03/2016 1400 42,2081 42,1475
31/03/2016  15:00 93,3409 93,2068
31/03/2016  16:00 67,4545 67,3576
31/03/2016  17:00 38,4281 38,3729
31/03/2016  18:00 35,2862 35,2355
31/03/2016  19:00 40,4774 40,4192
31/03/2016  20:00 412778 41,2185
31/03/2016  21:00 32,5010 32,4543
31/03/2016  22:00 24,6224 24,5871
31/03/2016  23:00 26,2193 26,1816

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 30
Concentracion de material particulado PMio obtenido con el equipo y
con la simulacion del modelo numérico propuesto. Viernes 1 de abril
del 2016

Fechade Concentracion de Material Particulado
registro:Dia Hora  menor que 10 micras (PM,,) en ug/m®

viernes Equipo Simulacién
01/04/2016  00:00 23,0631 23,0300
01/04/2016  01:00 19,0990 19,0715
01/04/2016  02:00 13,0263 13,0076
01/04/2016  03:00 18,1502 18,1241
01/04/2016  04:00 29,4001 29,3579
01/04/2016  05:00 36,9489 36,8958
01/04/2016  06:00 41,9365 41,8763
01/04/2016  07:00 475235 47 4552
01/04/2016  08:00 57,1154 57,0334
01/04/2016  09:00 78,0814 77,9692
01/04/2016  10:00 48,5448 48,4750
01/04/2016  11:00 44,4340 44,3702
01/04/2016  12:00 49,8113 49,7397
01/04/2016  13:00 58,6106 58,5264
01/04/2016  14.00 49,8165 49,7449
01/04/2016  15:00 109,2547 109,0977
01/04/2016  16:00 55,9375 55,8571
01/04/2016  17:00 48,9858 48,9154
01/04/2016  18:00 42,8962 42,8346
01/04/2016  19:00 39,1145 39,0583
01/04/2016  20:00 35,2999 35,2492
01/04/2016 2100 31,5341 31,4888
01/04/2016  22:00 22,8984 22,8655
01/04/2016  23:00 28,3486 28,3079

Fuente: Elaboracion propia

177



En la Tabla 31 se muestra la concentracion de los PM1o, a las 00:00

horas del dia 29 de marzo del 2016, en 120 de los 1681 nodos. En el nodo

884 y coordenadas (58;93) el resultado con la simulacién es 27,3598.

Tabla 31

Concentracion de material

particulado PMaio
simulacion del modelo numérico propuesto en 1681 nodos

obtenido con

Nodo X Y PM1o Nodo X Y PM1o
882 58 0 27,3598 909 116 -651 27,3590
883 58 46,5 27,3598 910 116 -604,5 27,3638
884 58 93 27,3598 911 116  -558 27,3614
885 58 139,5 27,3598 912 116 -511,5 27,3602
886 58 186 27,3598 913 116  -465 27,3599
887 58 2325 27,3598 914 116 -418,5 27,3598
888 58 279 27,3598 915 116 -372 27,3598
889 58 325,5 27,3598 916 116 -325,5 27,3598
890 58 372 27,3598 917 116 -279 27,3598
891 58 4185 27,3597 918 116 -232,5 27,3598
892 58 465 27,3597 919 116 -186 27,3598
893 58 5115 27,3599 920 116 -139,5 27,3598
894 58 558 27,3608 921 116 -93 27,3598
895 58 604,55 27,3631 922 116 -46,5 27,3598
896 58 651 27,3583 923 116 0 27,3598
897 58 697,5 27,2969 924 116 46,5 27,3598
898 58 744 26,9990 925 116 93 27,3598
899 58 790,5 26,0104 926 116 139,5 27,3598
900 58 837 22,9091 927 116 186 27,3598
901 58 883,5 15,4693 928 116 232,5 27,3598
902 58 930  0,0000 929 116 279 27,3598
903 116 -930  0,0000 930 116 3255 27,3598
904 116 -883,5 15,0272 931 116 372 27,3598
905 116 -837 22,6519 932 116 418,55 27,3598
906 116 -790,5 25,8857 933 116 465 27,3597
907 116  -744 26,9757 934 116 511,5 27,3595
908 116 -697,5 27,2958 935 116 558 27,3592
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Nodo X Y PM1o Nodo X Y PM1o
936 116 604,5 27,3582 969 174 2325 27,3598
937 116 651 27,3446 970 174 279 27,3598
938 116 697,5 27,2517 971 174 3255 27,3598
939 116 744 26,8492 972 174 372 27,3598
940 116 790,5 25,5943 973 174 4185 27,3598
941 116 837 22,2935 974 174 465 27,3599
942 116 883,5 14,9563 975 174 5115 27,3599
943 116 930  0,0000 976 174 558 27,3601
944 174 -930  0,0000 977 174 604,55 27,3594
945 174 -883,5 14,7261 978 174 651 27,3452
946 174 -837 22,2617 979 174 6975 27,2452
947 174 -790,5 25,5809 980 174 744 26,8245
948 174 -744 26,8358 981 174 790,5 25,4861
949 174 -697,5 27,2514 982 174 837 21,8388
950 174 -651 27,3443 983 174 883,5 14,1001
951 174 -604,5 27,3585 984 174 930  0,0000
952 174 -558 27,3593 985 232 -930 0,0000
953 174 -5115 27,3595 986 232 -883,5 14,9525
954 174 -465 27,3597 987 232 -837 22,3969
955 174 -4185 27,3597 988 232 -790,5 25,7190
956 174 -372 27,3598 989 232 -744 26,8940
957 174 -325,5 27,3598 990 232 -697,5 27,2615
958 174 -279 27,3598 991 232 -651 27,3497
959 174 -232,5 27,3598 992 232 -604,5 27,3611
960 174 -186 27,3598 993 232 -558 27,3606
961 174 -139,5 27,3598 994 232 -511,5 27,3600
962 174 -93 27,3598 995 232  -465 27,3599
963 174 -46,5 27,3598 996 232 -418,5 27,3598
964 174 0 27,3598 997 232 -372 27,3598
965 174 46,5 27,3598 998 232 -325,5 27,3598
966 174 93 27,3598 999 232 -279 27,3598
967 174 1395 27,3598 1000 232 -232,5 27,3598
968 174 186 27,3598 1001 232 -186 27,3598

Fuente: Elaboracion propia
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CAPITULO V
DISCUSION

5.1. COMPARACION ENTRE EL RESULTADO ANALITICO DE UNA
ECUACION DE ADVECCION - DIFUSION Y LA SIMULACION DEL

MODELO NUMERICO

5.1.1. Resultado analitico de una ecuacién de adveccidn-

difusion (EDP parabdlica)
Dada la ecuacion de adveccion-difusion (EDP parabdlica):

2 2
8_u+8_u+8_u:8_l21+8_121 + 2007ze‘2”2tsen(7r(x+ y))
o X oy ok oy

Definida en el dominio (cuadrado): 0<X,y<1

Con las condiciones de frontera:

u(0;y;t)=u(Ly;t)
t

0..
u(x;0;t)=u(x;Lt)=0

Y las condiciones iniciales: u(x;y;0)=100sen(zx)sen(zy)
La solucion exacta de la EDP es: u(X;y;t) =1OOe‘2”2tsen(7zx)sen(7zy)

Para t=0,1: Q(x;y)=2007e " sen(z(x+Y))

El resultado exacto y la simulacion aplicando el elemento finito se

muestran en las tablas 32 y 33.
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Tabla 32

Solucion exacta de la ecuacion de adveccion-difusion

Nodos X y Exacta Nodos X y Exacta
41 0,4795 0,5131 13,8507 73 0,7111 0,2318 7,2869
42 10,0481 0,0439 0,2873 74 03117 0,7783 7,3971
43 0,9564 0,048 0,2854 75 0,2209 0,3107 7,3602
44 0,0439 0,9519 0,2874 76 05426 0,0756  3,2393
45 0,952 0,9565 0,2846 77 0,443 09116 3,746
46 0,7547 0,3557 8,6979 78 0,0874  0,4437 3,708
47 0,3608 0,2649 9,3035 79 0,7189 0,6637 9,3455
48 0,268 0,6367 9,4205 80 0,911 0,6438 3,4482
49 0,6565 0,7283 9,2288 81 10,9102 0,7453 2,7736
50 10,0898 0,1607 11,8698 82 0,1759 0,1045 2,3502
51 10,1607 09101 11,8721 83 10,8258 0,8982 2,2727
52 09114 0,8441 1,795 84 0,1047 0,824  2,3563
53 10,8412 0,0903 1,8606 85 10,8991 0,1744  2,2545
54 0,452 0,7694 9,1026 86 0,6051 0,423 12,7581
55 0,5579 0,237 9,2586 87 0,397 10,6242 12,1804
56 0,2298 0,4531 19,0815 88 0,3715 0,388 11,9921
57 10,6871 0,5344 11,4929 89 10,8242 0,585 7,0279
58 10,8146 0,6883 6,3432 90 0,825 0,374  6,6975
59 0,259 0,158 4,8098 91 0,5249 0,7417 10,0439
60 0,8521 0,2589 4,5214 92 04596 0,2593 10,0248
61 0,1588 0,7405 4,8384 93 10,2616 0,5362 10,1089
62 0,7456 0,8416 4,7534 94 0,6069 0,5709 12,7918
63 0,7341 0,0928 2,9605 95 0,6628 0,1354 4,9999
64 0,2672 0,9095 2,8999 96 0,1418 0,3537 5,3636
65 0,0903 0,2672 2,8947 97 10,3535 0,8577 5,3807
66 0,8458 0,4896 6,4661 98 0,8244 0,7953 4,3661
67 0,3405 0,5046 12,1818 99 0,1809 0,218 4,7301
68 0,4829 0,3358 12,0657 100 0,2184 0,8187 4,7453
69 0,5328 0,6502 12,3072 101 0,7884 0,1838 4,6764
70 0,6097 0,8568 5,6855 102 0,9201 0,4496 3,4084
71 03906 0,1355 5,3999 103 0,4451 0,0731 3,116
72 0,1379 0,6086 5,4949 104 0,5522 0,9217 3,3376

Fuente: Elaboracion propia
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5.1.2. Resultado numérico de ecuacién de adveccién-difusion

El codigo del programa, se encuentra en el Anexo B.

Tabla 33
Resultado numérico (simulacién) de la de ecuacion de adveccién-
difusion

Nodos X y Simulacién
41  0,4795 0,5131 13,9535
42 0,0481 0,0439 0,3182
43 0,9564 0,048 0,2871
44 0,0439 0,9519 0,2797
45 0,952 0,9565 0,2706
46 0,7547 0,3557 8,6406
47  0,3608 0,2649 9,6887
48 0,268 0,6367 9,5645
49  0,6565 0,7283 8,9918
50 0,0898 0,1607 2,0850
51 0,1607 0,9101 1,8660
52 0,9114 0,8441 1,7079
53 0,8412 0,0903 1,9111
54 0,452 0,7694 9,0357
55 0,5579 0,237 9,3937
56  0,2298 0,4531 9,4253
57 0,6871 0,5344 11,2845
58 0,8146 0,6883 6,1722
59 0,259 0,158 5,1911
60 0,8521 0,2589 4,5888
61 0,1588 0,7405 4,9364
62 0,7456 0,8416 4,6462
63 0,7341 0,0928 3,0354
64 0,2672 0,9095 2,8893
65 0,0903 0,2672 3,1649
66 0,8458 0,4896 6,2478
67 0,3405 0,5046 12,4380
68 0,4829 0,3358 12,3175
69 0,5328 0,6502 12,2460
70  0,6097 0,8568 5,5756
71  0,3906 0,1355 5,7119
72 0,1379 0,6086 5,6374

Fuente: Elaboracion propia
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5.1.3. Comparacion entre los resultados analitico y numérico de

la ecuacion de adveccion-difusion

Tabla 34
Comparacion entre los resultados analitico y numérico (simulacion)
de la ecuacion de adveccion-difusion

Nodos X y Simulacién Analitica
41 0,4795 0,5131 13,9535 13,8507
42 0,0481 0,0439 0,3182 0,2873
43  0,9564 0,048 0,2871 0,2854
44 0,0439 0,9519 0,2797 0,2874
45 0,952  0,9565 0,2706 0,2846
46 0,7547 0,3557 8,6406 8,6979
47 0,3608 0,2649 9,6887 9,3035
48 0,268  0,6367 9,5645 9,4205
49 0,6565 0,7283 8,9918 9,2288
50 0,0898 0,1607 2,0850 1,8698
51 0,1607 0,9101 1,8660 1,8721
52 0,9114 0,8441 1,7079 1,795
53 10,8412 0,0903 1,9111 1,8606
54 0,452 0,7694 9,0357 9,1026
55 0,5579 0,237 9,3937 9,2586
56 0,2298 0,4531 9,4253 9,0815
57 0,6871 0,5344 11,2845 11,4929
58 0,8146 0,6883 6,1722 6,3432
59 0,259 0,158 5,1911 4,8098
60 0,8521 0,2589 4,5888 4,5214
61 0,1588 0,7405 4,9364 4,8384
62 0,7456 0,8416 4,6462 4,7534
63 0,7341 0,0928 3,0354 2,9605
64 0,2672  0,9095 2,8893 2,8999
65 0,0903 0,2672 3,1649 2,8947
66 0,8458 0,4896 6,2478 6,4661
67 0,3405 0,5046 12,4380 12,1818
68 0,4829 0,3358 12,3175 12,0657
69 0,5328 0,6502 12,2460 12,3072
70 0,6097 0,8568 5,5756 5,6855
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Nodos X y Simulacion Analitica
71 0,3906 0,1355 5,7119 5,3999
72 0,1379 0,6086 5,6374 5,4949
73 0,7111 0,2318 7,3324 7,2869
74 0,3117 0,7783 7,4547 7,3971
75 0,2209 0,3107 7,8078 7,3602
76 05426 0,0756 3,2676 3,2393
77 0,443  0,9116 3,7399 3,746
78 0,0874 0,4437 3,8609 3,708
79 0,7189 0,6637 9,1004 9,3455
80 0,911 0,6438 3,3465 3,4482
81 10,9102 0,7453 2,6969 2,7736
82 0,1759 0,1045 2,5966 2,3502
83 10,8258 0,8982 2,2302 2,2727
84 0,1047 0,824 2,3873 2,3563
85 10,8991 0,1744 2,3083 2,2545
86 0,6051 0,423 12,7693 12,7581
87 0,397 0,6242 12,2581 12,1804
88 0,3715 0,388 12,3455 11,9921
89 10,8242 0,585 6,7828 7,0279
90 0,825 0,374 6,6602 6,6975
91 0,5249 0,7417 9,9286 10,0439
92 0,459 0,2593 10,2752 10,0248
93 0,2616 0,5362 10,3863 10,1089
94 0,6069 0,5709 12,6790 12,7918
95 10,6628 0,1354 5,0465 4,9999
96 0,1418 0,3537 5,6576 5,3636
97 10,3535 0,8577 5,4138 5,3807
98 0,8244 0,7953 4,2386 4,3661
99 0,1809 0,218 5,1606 4,7301

100 0,2184 0,8187 4,7721 4,7453
101 0,7884  0,1838 4,7760 4,6764
102 10,9201 0,4496 3,3170 3,4084

Fuente. Elaboracion propia

184



5.1.4. Prueba estadistica ANDEVA entre los resultados exacto y

la simulacién

La prueba estadistica de andlisis de varianza se realiz6 con el

software libre InfoStat.

¥ andeval
B Bl L AsArPhLh=EE =R 4 g i B2

Caso Nodos X y Simulacion | Analitica

1 71 0.3906 0.1355 5.7119  5.3999

2 72 0.1379 0.6086 58374 54949

3 73 0.7111 0.2318 7.3324  7.26869

4 74 03117 07783 74547 73971

] 75 0.2209 0.3107 7.8078  7.3602

6 76 05426 0.0756 3.2676 SEELE]

7 77 0.4430 09116 3.7399  3.7460

8 78 0.0874 04437 3.8609 3.7080

9 79 0.7189 06637 9.1004  9.3455

10 80 09110 0.6438 3.3465  3.4482

11 81 09102 0.7453 26969 27736

12 82 0.1759 0.1045 25966 2.3502

13 83 0.8258 0.8982 22302 22727
|Rea| |Registros:34*5 |n:1 Suma=3.2303 Media=23.23030 D.E =0.0000 Min=3.2393 Max=3.2393

Figura 40. Resultados de la solucion numérica y analitica de la
ecuacion de adveccion-difusion

Fuente: Elaboracion propia
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Humérica

Variable N R®* R* Aj CV
Numérica 34 0.00 0.00 53.71

Datos desbalanceados sn celdas.
Pzra otraz descomposicidn d= la 5C
especifigue los contrastes apropiados.. !!

Cuadro de Andli=is de la Varianza (SC tipo I)

F.V. SC gl CM F p-valor
Modelo. 0.00 0 0.00 0.00 »0.999%
Codigo 0.00 O 0.00 =d sd

Error 358.01 33 10.85
Total 358.01 33

Analitieca

Variable N R= R Aj CV
q Analitica 68 1.1E-04 0.00 53.89

Cuadro de Andli=is de la Varianza (SC tipo III)

F.V. SC gl CM F p-valor
Modelo. 0.08 1 0.08 0.01 0.9320
Codigo 0.08 1 0.08 0.01 0.9320
Error T12.94 66 10.80

Total T713.02 &7

Figura 41. Nivel de confianza de la comparacion entre el resultado
numeérico y analitico de la ecuacion de adveccion-difusion

Fuente: Elaboracion propia

Resultado numérico y analitico de una EDP parabdlica
875711
5.4284
@
=2
= 6.0896
[ =
=T
]
57702
5.4420 T T 1
1 2
Codigo
. Mumérica . Analitica

Figura 42. Niveles entre el resultado numérico y analitico de la
ecuacion de adveccion-difusion
Fuente: Elaboracion propia
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Interpretacion y anélisis

En la Figura 41 se muestra el comportamiento del PM1o obtenido con
el equipo y el obtenido con la simulacion del modelo numérico donde se
observa que la correlacidon es fuerte entre ambas variables dependientes;
por tanto, los datos obtenidos son similares en cada punto. Se concluye
que por ser p=0.9320, la diferencia entre los resultados obtenidos con el
equipo y la simulacion del modelo numérico de los PM1o en la Escuela

Profesional de Metalurgia — UNJBG, no son significativas.

5.2. COMPARACION ENTRE EL RESULTADO OBTENIDO CON EL
EQUIPO THERMO SCIENTIFIC TEOM 1405-DF Y LA

SIMULACION DEL MODELO NUMERICO

La comparacion entre los resultados (concentracion de material
particulado PM1o) obtenidos con el equipo Thermo Scientific TEOM 1405-
DF y de la simulacién del modelo numérico propuesto se muestran en las
tablas 27, 28, 29 y 30. La similitud de los resultados con el equipo y con la

simulacién se determina con la prueba estadistica ANDEVA.
5.2.1. Prueba estadistica ANDEVA

La prueba estadistica de analisis de varianza se realiz6 con el
software libre InfoStat. Los datos que se van a utilizar estan

en las tablas 27, 28, 29 y 30, correspondientes a resultados
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de cuatro dias: 29 de marzo, 30 de marzo, 31 de marzoy 1

de abiril, obtenidas con el equipo y con la simulacion.

5.2.2. Prueba estadistica ANDEVA entre los resultados del

equipo y la simulacién correspondientes al 29 de marzo del

2016
L andeval
B PB4 AP lhszs=9 . i
Caso Hora Simulacion Equipo Codigo
1 00:00 el 27.40 1
2 01:00 2673 2677 1
3 02:00 3356 3361 1
4 03:00 3145 3150 1
5 04:00 1748 17.50 1
6 05:00 50.12 5019 1
7 06:00 6575 6585 1
8 07:00 6225 6234 1
9 08:00 7855 7866 1
10 09:00 94.21 94.34 1
11 10:00 11337 113563 1
12 11:00 7404 7415 1
13 12:00 53.39 5347 1
14  13:00 7436 7447 1
15 14:00 59.35 5943 1
— 16 15:00 4328 4334 1
17 16:00 3823 3829 1
18 17:00 3263 3267 1
19 18:00 3399 3404 1
20 19:00 35.21 35.26 1
21 20:00 3368 3373 1
22 21:00 31.01 31.06 1
le] 27-00 a1 27 21 24 1
| Real | Registros: 484 | n=1 Suma=27.36 Media=27.360 DE.=0.00 Min=27

Figura 43. Concentracion de PMio obtenidos con el equipo y la

simulacién del modelo numérico en la Escuela Profesional
de Metalurgia— UNJBG

Fuente: Elaboracion propia
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1 Resultados BN iR =

EET WBRPhAs G wE

Variable N R* R®= A7 CW¥
Equipo 48 2.1E-06 0.00 50.40

Cunadro de Analisis de la Varianza (5C tipo IIT)

F.V. 5C gl CM F p-valor
Modelo. 0.06 1 0.06 9.8E-05 0.9%22
Codigo 0.06 1 0.06 9.8E-05 0.9%22

Error 27567.55 46 589%5.2%
Total 27567.61 47

Test:Tukey Alfa=0.05 DMS=14.22485

Error: 5599.2945F gl: 4%

Codigo Mediaz n E.E.

2 48.54 24 5.00 &

1 48.61 24 5.00 A

Medizs con unz letrs comun no son significativamente difersntes (p > 0.05)

L}
£ >

ANAMD | ANALS

Figura 44. Nivel de confianza de la comparacion entre los resultados
obtenidos con el equipo y la simulacién del modelo
numeérico de los PMio en el punto de monitoreo ubicado en
la Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG

Fuente: Elaboracion propia

Concentracién PM10
54114
51.341
o
[=5
S 4857 K B
o
w
4581
43,04 1 ! |
1 2
Codigo
. Simulacion . Equipo

e

Figura 45. Niveles de PMio entre los resultados obtenidos con el equipo
y la simulacion del modelo numérico de los PMiwo en la
Escuela Profesional de Metalurgia —= UNJBG

Fuente: Elaboracion propia
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Interpretacion y anélisis

En la Figura 44 se muestra el comportamiento del PM1o obtenido con
el equipo y el de la simulacion del modelo numérico, donde se observa que
la correlacion es fuerte entre ambas variables dependientes; por tanto, los
datos obtenidos son similares en cada punto. Se concluye que por ser
p=0.9922, la diferencia entre los resultados obtenidos con el equipo y la
simulacion del modelo numérico de los PMio en el punto de monitoreo
ubicado en la Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG, no son

significativas.
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CONCLUSIONES

Primera

Los parametros atmosféricos (meteoroldgicos) que influyen en el nivel de
concentracion de material particulado PMio, en la zona urbana aledana al
Ovalo Cusco de la ciudad de Tacna, Perd, son la direccion y la velocidad

del viento.

Segunda

Por ser p=0,9922, la diferencia entre los resultados obtenidos con el equipo
y la simulacién del modelo numérico de los PM1o, en el punto de monitoreo
ubicado en la Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG (zona aledafa

al Ovalo Cusco), no son significativas.

Tercera

La solucion de una integral doble sobre mdltiples triAngulos se puede
calcular mas rapido transformando cualquier triangulo en el plano, en un

triangulo con vértices (0;0), (1;0) y (1;1).
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Cuarta

Se utilizé el modelo 2D de adveccion-difusion, que es una ecuacion
diferencial parcial parabdlica, y se elaboré un programa codificado en el

lenguaje de programacion MATLAB para hallar su solucion.
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RECOMENDACIONES

Primera

Se necesita tener una base de datos con resultados de monitoreo en una
gran cantidad de puntos para identificar mejor el comportamiento de los
pardmetros atmosféricos (meteoroldgicos), y la concentracion de material
particulado PM1o, 0 de otros gases contaminantes, los que permitiran tener

mejores resultados al utilizar un software.

Segunda

Los resultados que se han obtenido son similares, tanto los obtenidos de la
simulacién del modelo numérico que estima la concentracion de material
particulado PM1o, como los datos obtenidos de un equipo de muestreo de
particulas PM1o. Pero podrian haber sido mejores si se hubiese contado con
una base de datos con pardmetros meteorolégicos y concentracion de

PMaio.

Tercera

Se pueden adecuar los programas, codificados en el MATLAB, para hallar

resultados de concentraciones de otros gases contaminantes.
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Cuarta

Se debe trabajar con los PMz 5, porque segun los resultados, en el punto de
monitoreo ubicado en la Escuela Profesional de Metalurgia — UNJBG (zona
aledafa al Ovalo Cusco), en algunos dias la concentracion supera el ECA

permitido.
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ANEXO A

Codigo del programa, en el software MATLAB, que encuentra la
concentracion de PMio (solucion de la ecuacion adveccion-difusién)

$Programa programa pmlO uno.m
$Programed by MsC. Javier Lozano Marreros
$Metodo del elemento Finito Ecuacion de adveccién-difusion

SUL (x,y,£)+Ux(x,y,t)+0y (x,y,t)=Uxx(x,y,t)+Uyy(x,y, ) +0(x,y,t),
0<x, y<1l

%$Condiciones de frontera:
%U-(OIYIt):u(]-IYIt):O
$u(x,0,t)=u(x,1,t)=0

%$Condiciones iniciales:
%u(x,y,0)=0 sobre el dominio

T Hora 1: 00:00 horas
D=1.3406;

kc=8.9483;

ux='-0.2607";

uy='0.4172";

Oxy="' 29.3171";

R=0;

a=-1160:58:1160;
b=-930:46.5:930;

[x,y]=meshgrid(a,b);
tri=delaunay (x,V);
xy=[x(:), y(:)]1;
[tnodos ver]=size (xy);
[nel nn]l=size(tri);

nnel=3; S%numero de nodos por elemento
ndof=1; %numero de dofs por nodo
sdof=tnodos*ndof; S%Stotalde dofs del sistema
dt=1; %tamafio de paso de tiempo
tiempoi=0.0; %tiempo inicial

tiempof=60; %tiempo final

tiempo=fix ((tiempof-tiempoi) /dt) ;

Q

kb = boundary(xy(:,1),xy(:,2),0.1);

kb=kb (1:1length (kb)-1);
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nfron=[kb(:) zeros(length(kb),1)]1;

[gcoord nodos]=gcoord nodos (Xy) ;
%condiciones de frontera
[nodo fron valor fron]=cond frontera(nfron);

%inicializacién de matrices y vectores
ff=zeros (sdof,1);

fn=zeros (sdof,1);

fsol=zeros (sdof, 1) ;
sol=zeros (2, tiempo+l) ;

kk=zeros (sdof, sdof) ;

mm=zeros (sdof, sdof) ;

index=zeros (nnel*ndof,1);

for i=1l:nel

nd(l)=nodos (i, 1) ;

nd (2)=nodos (i, 2) ;

nd (3)=nodos (i, 3) ;

x1l=gcoord(nd(l),1); yl=gcoord(nd(l),2);

x2=gcoord (nd(2),1); y2=gcoord(nd(2),2);
(nd(3),2

x3=gcoord (nd(3),1); y3=gcoord (3),2);
[index]=feeldof (nd, nnel,ndof);

k=matriz Kuxuy(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,D,kc,ux,uy);
m=matriz M(xl,yl,x2,y2,x3,y3);

f=matriz F(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,R,0xy);

[kk, ffl=feasmbl?2 (kk, ff, k, f, index) ;
[mm]=feasmbll (mm, m, index) ;

end

for in=1:sdof
fsol (in)=0.0;
end

kn=2*mm + dt*kk; %Crank Nicolson
for it=l:tiempo

fn=dt*ff + (2*mm-dt*kk)*fsol;
[kn fn]=feaplyc2 (kn, fn,nodo_fron,valor fron);

fsol=kn\fn;
end
fprintf ('Para PM10 (Emision) = %8.4f, D = %$6.4f ,kc = %6.4f
\n',str2num(Qxy),D, kc) ;
fprintf ('Solucion: = \n'");

fprintf('Para t = $5.2f el PM10 es %$12.6f
\n\n',it*dt, fsol(47)./10);
fprintf ('%$12.8f\n"',fsol./10);

trimesh (tri, x,y)
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ANEXO B

Cdédigo del programa, en el software MATLAB, para calcular la
solucién de una ecuacion adveccion-difusiéon, que es una ecuacién
diferencial parcial parabdlica

$Programed by MsC. Javier Lozano Marreros
$Metodo del elemento Finito Ecuacion de adveccidén diffusion
sUt (x,y,t) +Ux(x,y,t)+Uy (%,y, t)=Uxx (x,y,t) +Uyy (x,y,t) +Q(X,y,t),
%0<x, y<1

Ut (Xr 2 t) +UX(X7 2 t) +UY(Xr 2 t) = UXX(X! 2 t) +UYY(X7 2 t) +

+ 200*pi*exp (=2* (pi”2) *t) *sin(pi* (x+y)), 0<x, y<1l
Entonces Q(x,y,t)=200%pi*exp (-2* (pi"2)*t) *sin(pi* (x+y))
Condiciones de frontera:
U(OIYrt)=U(1,y,t)=0
u(x,0,t)=u(x,1,t)=0
Condiciones iniciales:
u(x,y,0)=100*sin(pi*x)*sin(pi*y) sobre el dominio

o® o° od° o° o o°

o°

)

%La solucion exacta es:
Fu(x,y,t)=100%exp (-2* (pi"2) *t) *sin (pi*x) *sin(pi*y) sobre el
dominio 0<x,y<1l
clc
clear
D=0;
kc=1;
ux="1";
uy="'1";
R=0;
$Funcion Q(x,vy,t)=200*pi*exp (=2* (pi”2)*t) *sin(pi* (x+y))
%31 t=0.1 entonces 200*pi*exp(-0.2* (pi~2))=87.2804
Oxy="'87.2804*sin (3.1416* (x+y)) ';
[p,e,tl=initmesh ('ejemplo2g');
[p,e,t]l=refinemesh('ejemplo2g’',p,e, t);
xy=p';
[tnodos ver]=size (xy);
tri=delaunay (xy(:,1),xy(:,2));
[nel nn]=size(tri);
nnel=3; S%Snumero de nodos por elemento
ndof=1; %numero de dofs por nodo
sdof=tnodos*ndof; S$totalde dofs del sistema
dt=0.001; %tamafio de paso de tiempo
tiempoi=0.0; %tiempo inicial
tiempof=0.1; %Stiempo final
$incremento en el tiempo
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tiempo=fix ((tiempof-tiempoi) /dt) ;

o\

k = boundary(xy(:,1),xy(:,2));

o°

k=k (1:length (k)-1);

nfron=[k(:) zeros(length(k),1)1;
%$coordenadas y nodos

[gcoord nodos]=gcoord nodos (Xy) ;
%condiciones de frontera

[nodo fron valor fron]=cond frontera (nfron);
%inicializacién de matrices y vectores
ff=zeros (sdof,1);

fn=zeros (sdof,1);

fsol=zeros(sdof,1);
sol=zeros (2, tiempo+l) ;

kk=zeros (sdof, sdof) ;

mm=zeros (sdof, sdof) ;

index=zeros (nnel*ndof,1);

for i=1l:nel

nd (1l)=nodos (i, 1) ;

nd (2)=nodos (i, 2) ;

nd (3)=nodos (i, 3) ;

x1l=gcoord(nd(l),1); yl=gcoord(nd(l),2);
x2=gcoord (nd(2),1); y2=gcoord(nd(2),2);

x3=gcoord (nd(3),1); y3=gcoord(nd(3),2);
[index]=feeldof (nd, nnel, ndof) ;
k=matriz Kuxuy(xl,yl,x2,y2,x3,y3,D,kc,ux,uy);
m=matriz M(xl,yl,x2,y2,x3,y3);
f=matriz F(x1l,yl,x2,y2,x3,y3,R,0xy);
[kk, ff]l=feasmbl2 (kk, £ff, k, £, index) ;
[mm]=feasmbll (mm, m, index) ;

end

fs0l1=100*sin (pi*xy(:,1)) .*sin(pi*xy(:,2));
kn=2*mm + dt*kk; %Crank Nicolson

for it=l:tiempo
fn=dt*ff + (2*mm-dt*kk) *fsol; %Crank Nicolson
[kn fn]=feaplyc2 (kn, fn,nodo_fron,valor fron);
fsol=kn\fn; %Crank Nicolson

end
fprintf ('Para t = $5.2f\n',it*dt);
fprintf ('$10.6f\n"', fsol);
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ANEXO C

Resultados de la estacion de monitoreo de calidad de aire ubicada en
la Escuela de Metalurgia — UNJBG (zona aledafia al Ovalo Cusco)

MATERIAL PARTICULADO PRESION
TOAS PM2.5 24 CR1000.5td, O remap-.
PM2.5 1 hora PM10 1 hora PM1024 horas  CR1000 57625 grt revd En
horas 26
c.CR1
TIMESTAMP TeomA_1h_c TeomA_24h_ Dichot_1h_co Dichot_24h_co BP_mbar BP_mbar BP_mbar_M BP_n.1bar_M
onc conc nc nc ax in
TS mbar mbar mbar mbar
Avg Avg Avg Avg Smp Avg Max Min

28/03/2016 13:00 0 0 0 0 951,7179 949,8847  951,8917 504,7143
28/03/2016 14:00 0 0 0 0 950,7418 950,9441 951,717 950,0916
28/03/2016 15:00 0 0 0 0 950,2542 950,5929  951,2294 949,9291
28/03/2016 16:00 0 0 0 0 950,599 950,8785  951,5698 950,1729
28/03/2016 17:00 0 0 0 0 951,3007 951,4084  952,1949 950,6103
28/03/2016 18:00 0 0 0 0 952,0205 951,9368  952,8338 951,1381
28/03/2016 19:00 0 0 0 0 952,8269 952,8542  953,8032 951,8578
28/03/2016 20:00 16,81298 0 40,92915 0 954,2101 953,6207  954,2915 952,827
28/03/2016 21:00 19,97917 0 39,8086 0 953,7811 954,1289  954,8389 953,3152
28/03/2016 22:00 13,7071 0 33,5732 0 954,135 954,0792  954,8349 953,4184
28/03/2016 23:00 12,65901 0 28,30228 0 954,12 953,8256  954,4455 953,1433
29/03/2016 00:00 12,70075 0 27,39913 0 953,4689 953,5995  954,2827 952,9806
29/03/2016 01:00 9,806436 0 26,77027 0 952,5737 953,2952  953,9572 952,5737
29/03/2016 02:00 14,2021 0 33,60743 0 952,004 952,7728  953,4689 952,004
29/03/2016 03:00 11,11032 0 31,49792 0 951,8243 952,4352  953,0634 951,6544
29/03/2016 04:00 6,137993 0 17,50485 0 951,6584 952,1443  952,8075 951,4961
29/03/2016 05:00 20,30283 0 50,19195 0 951,9928 952,1859  952,9679 951,4912
29/03/2016 06:00 32,95391 0 65,84876 0 952,7272 952,7825  953,5413 951,9931
29/03/2016 07:00 32,46471 0 62,33888 0 953,5763 953,3325  954,2352 952,483
29/03/2016 08:00 35,14595 0 78,66003 0 954,5653 953,8059  954,6041 953,0436
29/03/2016 09:00 37,46857 0 94,34309 0 954,3941 954,1805 954,791 953,5034
29/03/2016 10:00 28,82867 0 113,531 0 953,6788 953,9238  954,7156 953,1912
29/03/2016 11:00 20,66503 0 74,1461 0 953,7489 953,5571 954,2455 952,9362
29/03/2016 12:00 16,41197 0 53,47059 0 953,4238 953,2792  953,9927 952,5298
29/03/2016 13:00 15,95784 0 74,47053 0 952,8434 952,8115  953,5051 952,0242
29/03/2016 14:00 12,2625 0 59,43487 0 951,4652 952,3004  953,0913 951,4652
29/03/2016 15:00 8,162237 0 43,34008 0 951,8041 951,72718  952,5945 950,9109
29/03/2016 16:00 7,095057 0 38,28732 0 951,5522 951,3929  952,0399 950,8279
29/03/2016 17:00 6,39445 0 32,67298 0 951,4071 951,5366  952,2198 950,902
29/03/2016 18:00 11,96244 0 34,03856 0 953,0656 952,242 953,1329 951,2568
29/03/2016 19:00 11,44576 16,29485 35,25646 46,74922 953,2301 952,8764  953,7145 952,174
29/03/2016 20:00 11,4235 17,05201 33,72552 49,25918 953,3966 953,3505  954,0475 952,6614
29/03/2016 21:00 10,9794 16,67702 31,05612 48,8945 953,8848 953,5591 954,2101 952,9898
29/03/2016 22:00 12,25849 16,61666 31,31402 48,80036 953,1525 953,5031 954,1288 952,8271
29/03/2016 23:00 6,46919 16,35876 23,62185 48,60535 953,7817 953485  954,0531 952,8586
30/03/2016 00:00 9,253592 16,21512 30,48689 48,734 953,2292 953,3631 954,123 952,7222
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MATERIAL PARTICULADO

PRESION

TOAS PM2.5 24 CR1000.5td, O D emap-
PM2.5 1 hora PM10 1 hora PM1024 horas  CR1000 57625 grt rev3 En
horas 26
¢.CR1
TIMESTAMP TeomA_1h_c TeomA_24h_ Dichot_1h_co Dichot_24h_co BP_mbar BP_mbar BP_mbar_M BP_nllbar_M
onc conc nc nc in
TS mbar mbar mbar mbar
Avg Avg Avg Avg Smp Avg Max Min

30/03/2016 01:00 17,62194 16,54077 49,97114 49,7007 952,8224 953,157 953,7988 952,4155
30/03/2016 02:00 21,67546 16,85216 55,9643 50,63224 952,176 952,3158 953,397 951,3591
30/03/2016 03:00 18,26883 17,15043 42,28204 51,08158 950,9948 951,5052  952,3366 950,8059
30/03/2016 04:00 20,27666 17,73954 39,41002 51,9943 950,7018 951,1172  951,8142 950,5301
30/03/2016 05:00 16,96219 17,60035 35,2126 51,37016 951,8412 951,2103 952,004 950,5391
30/03/2016 06:00 12,30777 16,74009 30,18937 49,88435 952,5776 951,9213  952,6627 951,1088
30/03/2016 07:00 14,26414 15,98174 38,56512 48,89378 953,1437 952,3904  953,2253 951,6796
30/03/2016 08:00 25,40403 15,57582 74,08436 48,70312 953,0994 952,9062  953,5557 952,1669
30/03/2016 09:00 27,20424 15,14814 85,51405 48,33525 953,4148 953,1733  953,7913 952,5209
30/03/2016 10:00 24,28736 14,95892 77,58823 46,83763 953,6772 953,3873 9539749 952,6831
30/03/2016 11:00 12,48975 14,61693 36,81498 45,28217 953,2612 953,146 953,9003 952,3672
30/03/2016 12:00 13,22345 14,48111 32,24363 44,39771 952,5298 952,4587  953,3425 951,5545
30/03/2016 13:00 16,10595 14,48728 42,20668 43,05338 951,9305 951,9155  952,7736 951,2019
30/03/2016 14:00 8,179555 14,31716 37,49978 42,13942 951,5553 951,6976  952,4082 950,9907
30/03/2016 15:00 7,453707 14,28763 44,5173 42,18847 951,8514 951,6172  952,2905 950,99
30/03/2016 16:00 15,79531 14,65001 60,84652 43,12603 951,3105 951,6517  952,3647 951,0572
30/03/2016 17:00 11,68006 14,87349 40,88164 43,47637 952,113 951,9543  952,7582 951,148
30/03/2016 18:00 11,36313 14,84884 35,51091 43,53583 952,1031 952,3372 952,973 951,7048
30/03/2016 19:00 17,17166 15,0871 37,7547 43,64034 952,8271 952,8021 953,4774 952,022
30/03/2016 20:00 24,53376 15,63337 44,6417 44,09457 953,3152 953,0579 953,722 952,4203
30/03/2016 21:00 32,10857 16,51847 56,5072 45,15902 953,3792 953,3629  954,1842 952,5017
30/03/2016 22:00 22,34594 16,93177 4247171 45,61494 952,89 953,2944  954,0328 952,7407
30/03/2016 23:00 19,30363 17,46437 45,56625 46,52644 953,4689 953,2769 9539572 952,6549
31/03/2016 00:00 14,42606 17,68105 34,47229 46,69521 953,332 953,3333 9539572 952,7336
31/03/2016 01:00 13,6044 17,51667 23,97935 45,61924 952,9401 953,0959  953,7303 952,3702
31/03/2016 02:00 10,63197 17,05783 20,14793 44,12866 951,9131 952,5671 953,4348 951,6689
31/03/2016 03:00 12,16142 16,80202 25,96597 43,44367 951,506 951,9734  952,7272 951,3433
31/03/2016 04:00 16,18081 16,63218 31,5026 43,11346 952,0759 952,1217  952,8086 951,506
31/03/2016 05:00 22,79101 16,87378 42,43478 43,41288 952,2388 952,0004  952,5644 951,3433
31/03/2016 06:00 20,78365 17,2253 47,36495 4412677 952,9714 952,082 9529714 951,3433
31/03/2016 07:00 26,29096 17,72724 52,87972 44,7264 953,4423 952,7255 953,605 951,9131
31/03/2016 08:00 26,16016 17,7628 64,85966 44,35494 953,0715 953,2117 953,887 952,452
31/03/2016 09:00 30,26703 17,89083 87,47545 44,44008 953,4877 953,5325 ~ 954,1398 952,9185
31/03/2016 10:00 19,20286 17,67788 55,56252 43,51921 952,9352 953,0976 953,813 952,2849
31/03/2016 11:00 11,79309 17,64885 35,20031 43,43709 952,611 952,6211 953,3692 951,9609
31/03/2016 12:00 16,05273 17,76731 45,77695 44,00022 952,3495 952,3941 953,0987 951,5469
31/03/2016 13:00 16,24244 17,77402 43,60267 44,0621 951,3142 951,7376  952,5968 950,8255

205



MATERIAL PARTICULADO PRESION

TOAS M5 Thora -3 o0 ihora PMI024horas CRID | s7es U oootd: CPUemap_
horas 26 grt_rev3 En
TIMESTAMP TeomA_1h_c TeomA_24h_ Dichot_1h_co Dichot 24h_co BP_mbar BP_mbar BP_mbar_ M BP_rr.1bar_M
onc conc nc nc ax in
TS mbar mbar mbar mbar
Avg Avg Avg Avg Smp Avg Max Min

31/03/2016 14:00 9,375742 17,82088 42,20813 44,25631 950,9783 951,2974 951,9666 950,5651
31/03/2016 15:00 17,81482 18,25251 93,3409 46,29334 951,5544 951,2033 951,8795 950,5762
31/03/2016 16:00 16,45715 18,28009 67,45449 46,56868 951,7169 951,2371 951,8795 950,5791
31/03/2016 17:00 9,740106 18,19752 38,42812 46,45867 952,3564 951,6118 952,4377 950,7416
31/03/2016 18:00 11,31287 18,19543 35,28617 46,4493 952,5907 952,5029 953,4036 951,5433
31/03/2016 19:00 13,00983 18,02201 40,4774 46,56275 954,6169 953,6568 954,6169 952,5161
31/03/2016 20:00 14,20563 17,59168 41,27779 46,42261 954,1124 954,5449 955,1611 953,6406
31/03/2016 21:00 11,60145 16,73982 32,501 45,42655 955,0951 954,575 955,1812 953,8911
31/03/2016 22:00 8,521943 16,16382 24,62239 4468282 955,2593 954,7806 955,4221 954,1188
31/03/2016 23:00 11,10333 15,82214 26,21928 43,8767 954,4455 954,6595 955,3407 953,9572
01/04/2016 00:00 9,852532 15,63158 23,06311 43,40132 953,9727 954,1854 954,9338 953,4729
01/04/2016 01:00 9,481127 15,45978 19,099 43,19798 953,5831 953,9603 954,5367 953,2471
01/04/2016 02:00 5,410104 15,2422 13,02633 42,90124 953,4573 953,6778 954,4207 952,9651
01/04/2016 03:00 6,537614 15,00787 18,15015 4257558 953,2157 953,4551 954,2731 952,8079
01/04/2016 04:00 13,44908 14,89405 29,40012 4248798 953,2971 953,3268 954,0298 952,6458
01/04/2016 05:00 17,65585 14,68009 36,94885 42,2594 953,3785 953,3378 953,9484 952,7272
01/04/2016 06:00 18,99387 14,60551 41,93652 42,03321 953,8669 953,4737 954,1112 952,8086
01/04/2016 07:00 22,95042 14,46632 47,5235 41,81004 954,9088 954,0253 955,0743 953,1343
01/04/2016 08:00 22,58341 14,31729 57,11538 41,48736 955,0103 954,9149 955,8391 953,9828
01/04/2016 09:00 27,34079 14,19536 78,08141 41,09594 955,5294 955,2477 955,9078 954,635
01/04/2016 10:00 14,38373 13,99457 48,54476 40,80353 954,9103 955,2377 955,8921 954,6216
01/04/2016 11:00 10,81732 13,95391 44,43398 41,18827 954,4803 955,0073 955,7838 954,1553
01/04/2016 12:00 14,3192 13,88168 49,81126 41,35637 954,249 954,1814 955,0493 953,3705
01/04/2016 13:00 17,45296 13,93212 58,61058 41,98169 952,7323 953,5898 954,4899 952,7304
01/04/2016 14:00 15,25308 14,17701 49,81651 42,29871 953,4274 953,0698 953,8636 952,2787
01/04/2016 15:00 11,87367 13,92946 109,2547 42,96178 951,9727 952,7465 953,6194 951,9727
01/04/2016 16:00 12,30593 13,75649 55,93752 4248191 953,0104 952,4361 953,163 951,803
01/04/2016 17:00 13,13469 13,89793 48,98581 42,92181 953,6526 952,84 953,7252 952,0392
01/04/2016 18:00 11,85648 13,92058 42,89623 43,2389 953,4854 953,4974 954,4551 952,6805
01/04/2016 19:00 6,889617 13,66558 39,11446 43,1821 954,3724 954,0515 954,8593 953,1603
01/04/2016 20:00 9,545371 13,4714 35,2999 42,93303 955,2678 954,558 955,3491 953,803
01/04/2016 21:00 11,25172 13,45683 31,53413 42,89274 954,4736 954,7869 955,45 954,1288
01/04/2016 22:00 6,809951 13,38549 22,89844 42,82091 955,3448 954,9299 955,5059 954,2869
01/04/2016 23:00 11,77505 13,41348 28,34857 42,90963 954,0375 954,5979 955,3499 953,7877
02/04/2016 00:00 16,76328 13,70143 38,07677 43,5352 953,7944 954,0145 954,9337 953,1433
02/04/2016 01:00 15,17786 13,93879 37,23743 44,29097 952,8178 953,3505 954,2013 952,4923
02/04/2016 02:00 12,14713 14,2195 32,3297 45,09528 953,062 952,9152 953,4689 952,2482

206



MATERIAL PARTICULADO PRESION

TOAS M5 Thora -3 o0 ihora PMI024horas CRID | s7es U oootd: CPUemap_
horas 26 grt_rev3 En
TIMESTAMP TeomA_1h_c TeomA_24h_ Dichot_1h_co Dichot 24h_co BP_mbar BP_mbar BP_mbar_ M BP_rr.1bar_M
onc conc nc nc ax in
TS mbar mbar mbar mbar
Avg Avg Avg Avg Smp Avg Max Min

02/04/2016 03:00 13,211 14,49756 31,22672 45,64013 952,0346 952,6754 953,5503 951,8508
02/04/2016 04:00 15,12494 14,56739 24,25297 45,42567 951,9945 952,3013 952,9713 951,6582
02/04/2016 05:00 6,705964 14,1114 16,37159 44,56828 952,1573 952,2484 952,8086 951,6689
02/04/2016 10:00 0 0 0 0 952,5391 952,6047 953,2522 951,9832
02/04/2016 11:00 0 0 0 0 952,2047 952,2627 953,1091 951,5545
02/04/2016 12:00 2,084836 0 9,501527 0 951,6357 951,8215 952,5298 950,9856
02/04/2016 13:00 10,39564 0 36,91612 0 950,2542 951,0854 952,1234 950,1729
02/04/2016 14:00 8,954719 7,971381 40,14076 34,0729 949,7665 950,2841 951,1481 949,4414
02/04/2016 15:00 11,73564 10,77906 55,28616 49,14872 950,0103 949,7358 950,4979 948,9537
02/04/2016 16:00 10,25626 10,68918 46,35475 54,52522 950,1812 949,6381 950,2648 948,9537
02/04/2016 17:00 8,531999 10,20326 30,98877 35,59704 950,7296 950,0109 950,729 949,2058
02/04/2016 18:00 4,964914 5,192954 23,97714 25,676 950,8834 950,6238 951,5338 949,7546
02/04/2016 19:00 7,783649 5,926121 28,29359 25,42671 952,6644 951,52 952,6644 950,5581
02/04/2016 20:00 9,55557 8,672397 30,24039 30,2875 952,2571 952,3051 953,1521 951,6068
02/04/2016 21:00 12,01468 10,19732 27,71746 26,69386 953,7788 952,9568 953,7885 952,101
02/04/2016 22:00 10,2776 13,04179 30,57737 31,61691 953,4022 953,4738 954,0545 952,8002
02/04/2016 23:00 10,39167 10,14149 34,65073 32,96375 953,7995 953,6299 954,2925 952,9066
03/04/2016 00:00 11,51381 11,50838 33,17602 35,85166 953,9308 953,6824 954,2877 952,9633
03/04/2016 01:00 12,64347 11,35728 31,52273 29,59124 952,4923 953,2214 953,9397 952,4109
03/04/2016 02:00 13,84643 12,59709 33,82592 32,81982 952,655 952,7252 953,3875 952,1667
03/04/2016 03:00 11,03407 13,54329 26,21829 31,59405 952,6567 952,5569 953,2247 951,7619
03/04/2016 04:00 9,799991 10,18417 20,36193 22,245 952,4515 952,1584 952,8328 951,5356
03/04/2016 05:00 9,128597 8,595446 19,94429 18,76757 952,9714 952,3207 953,1343 951,6438
03/04/2016 06:00 12,38429 9,517948 29,99809 21,46735 953,6227 952,9576 953,8669 952,1573
03/04/2016 07:00 26,92462 21,39% 57,19907 47,81868 954,2051 953,5201 954,2967 952,7272
03/04/2016 08:00 21,2519% 27,0423 53,77232 59,71539 954,5361 954,38 955,2685 953,4699
03/04/2016 09:00 13,09722 15,58833 35,68214 44,16141 955,0527 954,867 955,6025 954,1831
03/04/2016 10:00 11,49032 11,32606 27,59859 28,38135 954,3016 954,6443 955,366 953,8842
03/04/2016 11:00 9,839514 9,78341 28,64253 26,8144 953,9114 954,1316 955,0436 953,1799
03/04/2016 12:00 12,19318 10,85791 35,08683 31,40414 953,3424 953,3583 954,1553 952,4484
03/04/2016 13:00 9,44777 10,73631 29,73793 33,62479 951,5657 952,4821 953,3424 951,484
03/04/2016 14:00 11,20255 13,3435 38,55515 32,49731 952,1759 951,895 952,5395 951,153
03/04/2016 15:00 8,662059 6,288469 71,98947 59,58811 951,8795 951,8767 952,4484 951,2292
03/04/2016 16:00 10,08281 11,39641 38,64382 56,5698 951,8007 951,9643 952,6954 951,2292
03/04/2016 17:00 6,953669 10,17026 24,86661 31,54333 952,9266 952,5859 953,6583 951,5557
03/04/2016 18:00 5,868988 3,400048 19,69623 18,32563 954,3777 953,568 954,6195 952,6827

207



MATERIAL PARTICULADO PRESION

TOAS M5 Thora -3 o0 ihora PMI024horas CRID | s7es U oootd: CPUemap_
horas 26 grt_rev3 En
TIMESTAMP TeomA_1h_c TeomA_24h_ Dichot_1h_co Dichot 24h_co BP_mbar BP_mbar BP_mbar_ M BP_rr.1bar_M
onc conc nc nc ax in
TS mbar mbar mbar mbar
Avg Avg Avg Avg Smp Avg Max Min

03/04/2016 19:00 7,516572 7,477668 20,92121 20,73346 954,4542 954,4575 955,2677 953,6466
03/04/2016 20:00 8,036452 7,256634 21,94258 21,49389 955,3279 954,8157 955,4811 954,1288
03/04/2016 21:00 8,400018 8,451465 21,69913 20,41233 955,1146 955,3323 956,0772 954,5166
03/04/2016 22:00 9,68778 9,255108 26,98587 26,3188 955,4213 955,2693 955,8966 954,6035
03/04/2016 23:00 9,107122 10,64346 25,77985 26,29869 954,3603 954,6521 955,5782 953,7826
04/04/2016 00:00 10,20183 7,226715 30,1918 26,36904 953,6317 954,2436 954,9338 953,4689
04/04/2016 01:00 15,47274 14,65618 38,4269 36,25991 953,794 953,7954 954,6083 952,9806
04/04/2016 02:00 12,35332 14,71188 30,23269 35,55349 953,3875 953,193 954,0386 952,3295
04/04/2016 03:00 14,73238 8,696145 24,80187 21,89425 952,3896 952,7356 953,4639 951,9938
04/04/2016 04:00 20,74707 22,82315 29,54943 31,26101 952,6458 952,4654 953,1343 951,8317
04/04/2016 05:00 18,88414 18,79634 29,94745 29,08654 953,2971 952,5872 953,2971 951,8317
04/04/2016 06:00 23,44079 22,49879 39,62427 35,37392 953,6227 953,0576 953,8669 952,3202
04/04/2016 07:00 36,10021 23,4328 64,61869 44,856 954,6978 953,8133 954,7822 952,89
04/04/2016 08:00 35,0757 42,8615 86,42049 86,6699 954,7811 954,7601 955,761 953,821
04/04/2016 09:00 22,9723 29,07676 71,57429 82,18669 954,8625 955,4275 956,1001 954,7803
04/04/2016 10:00 15,01861 15,63304 4462644 48,58706 955,6099 955,3832 956,0164 954,7242
04/04/2016 11:00 11,51541 13,73429 40,82067 46,55764 954,3479 954,7605 955,8538 953,5398
04/04/2016 12:00 8,374517 9,901081 33,03688 35,1782 953,6676 953,6267 954,5808 952,7736
04/04/2016 13:00 11,4562 8,196717 43,12185 36,15447 953,3425 953,0977 953,9114 952,3672
04/04/2016 14:00 11,3775 12,7191 42,29985 44,50645 952,6923 952,7139 953,5051 951,879
04/04/2016 15:00 7,801947 8,833221 41,68709 40,24321 951,1442 952,0051 953,0175 951,0669
04/04/2016 16:00 9,03664 10,52023 56,7218 52,59334 952,2112 952,0037 952,9361 951,0663
04/04/2016 17:00 11,7872 9,768553 53,10315 53,04678 952,7641 952,9223 953,7397 951,9673
04/04/2016 18:00 9,633009 9,151959 37,25099 46,17212 953,1754 953,3098 953,9888 952,6146
04/04/2016 19:00 10,33176 11,58056 32,32369 32,53458 953,9661 953,9796 954,861 953,0254
04/04/2016 20:00 7,961252 8,846053 27,23541 31,52953 954,6983 954,3422 955,1051 953,6406
04/04/2016 21:00 4,240232 6,249385 19,23272 21,224 954,1859 954,7341 955,4869 953,8033
04/04/2016 22:00 6,018178 3,625719 22,5324 21,05865 955,6871 955,113 955,9144 954,1854
04/04/2016 23:00 7,786644 9,659824 22,50825 25,51082 954,771 955,1126 955,8717 954,12
05/04/2016 00:00 10,34285 7,109579 26,16417 21,19791 953,4689 954,228 955,178 953,3062
05/04/2016 01:00 15,9032 13,40549 33,22716 30,44165 952,1667 953,2896 954,12 952,1667
05/04/2016 02:00 13,51674 15,07234 32,95095 33,70387 952,1667 952,2841 953,2247 951,5157
05/04/2016 03:00 11,3171 12,37568 31,97148 31,96237 952,1667 951,8014 952,5737 951,1902
05/04/2016 04:00 13,33098 11,41497 34,58738 33,1717 951,6409 951,6385 952,3295 950,9044
05/04/2016 05:00 14,97017 14,7691 34,71329 34,6623 951,506 951,2588 951,8304 950,6678
05/04/2016 06:00 15,22908 15,61755 39,19802 38,12868 951,6685 951,4361 952,1554 950,7733
05/04/2016 07:00 15,96883 14,71899 36,90926 36,60083 951,8566 951,704 952,422 951,0173

208



Direccion

TOA5 TEMPERATURA DEL AIRE HUMEDAD | VELOCIDAD DEL VIENTO
del viento

WS_ms_ WS_ms_ WS_ms_
TIMESTAMP AIrTC  AirTC_Avg AiIrTC_Max AirTC_Min RH RH_Max RH_Min WindDir Avg Max Min
TS DegC DegC Deg C Deg C % % % degrees mls mls m/s

Smp Avg Max Min Smp Max Min Smp Avg Max Min

28/03/2016 13:00 25,65 NAN NAN NAN 72,86 NAN NAN 228 2,703 7,19 0,16
28/03/2016 14:00 26,53 25,73 26,63 2473 46,85 98,5 46,85 237 2,924 6,59 0,29
28/03/2016 15:00 25,14 25,21 26,69 24,19 52 54,71 46,68 258 3,285 6,52 0,19
28/03/2016 16:00 2341 2394 25,31 267 51,28 59,69 51,32 217 3,207 6,8 0,37
28/03/2016 17:00 22,42 22,94 23,89 21,94 60,9 62,58 55,53 247 2,356 5,29 0,09
28/03/2016 18:00 21,49 22,02 23,09 21,38 64,37 64,74 58,66 217 1,82 4,07 0,02
28/03/2016 19:00 20,8 21,14 21,66 20,69 67,14 68,56 63,79 234 1,664 3,23 0,17
28/03/2016 20:00 20,49 20,58 20,86 20,36 68,15 70,46 66,66 237 1,215 2,82 0,03
28/03/2016 21:00 19,9 20,14 20,49 1982 70,23 70,5 68,05 239 1,206 2,77 0,16
28/03/2016 22:00 19,83 19,73 19,92 1962 70,79 72 70,09 321 0,584 1,76 0,01
28/03/2016 23:00 19,94 19,95 20,07 1977 70,38 71,19 69,8 36 0,557 1,35 0,01
29/03/2016 00:00 19,8 19,82 19,94 197 69,06 74,89 68,68 148 0,492 1,34 0,02
29/03/2016 01:00 19,56 19,62 19,9 19,39 6835 70,45 68,07 80 0,665 1,67 0
29/03/2016 02:00 18,58 19,22 19,6 18,55 73,67 73,74 67,73 286 0,564 1,44 0,03
29/03/2016 03:00 18,7 18,48 18,77 1828 69,83 75,14 69,72 75 0,401 1,44 0,01
29/03/2016 04:00 18,67 18,69 18,84 1856 70,13 71,49 69,39 80 0,87 2,13 0,01
29/03/2016 05:00 18,33 18,51 18,7 1829 69,93 71,25 69,49 220 0,678 1,77 0,03
29/03/2016 06:00 18,19 18,02 18,33 17,82 7217 74,07 69,93 48 0,525 1,12 0,06
29/03/2016 07:00 19,64 18,46 19,68 18,02 67,82 76,88 67,75 63 1,362 3,13 0,12
29/03/2016 08:00 21,26 21,02 21,74 19,61 65,37 83,9 63,61 197 0,972 2,69 0,01
29/03/2016 09:00 23,03 22,32 23,33 21,26 61,09 67,46 59,71 158 1,373 3,08 0,09
29/03/2016 10:00 23,95 2384 24,9 292 61,01 62,75 55,6 209 1,507 4,34 0,02
29/03/2016 11:00 25,61 25,24 26,63 23,85 52,4 61,85 50,91 217 1,879 4,68 0,02
29/03/2016 12:00 26,59 26,46 27,98 2517 53,69 2,1 39,4 248 2,47 5,19 0,01
29/03/2016 13:00 26,35 26,84 27,61 2598 4888 67,54 44,14 209 3,164 7,06 0,67
29/03/2016 14:00 27,03 26,48 21,24 25,81 51,29 58,47 43,63 221 3,208 7,26 0,46
29/03/2016 15:00 25,94 26,34 27,33 25,4 52,8 66,08 47,18 217 3,109 6,75 0,27
29/03/2016 16:00 25,78 25,69 26,72 2459 52,34 71,5 47,45 205 2,919 6,41 0,12
29/03/2016 17:00 2392 24,65 25,85 2371 55,49 76,92 47,63 213 2,8 544 0,13
29/03/2016 18:00 21,72 2,73 24,13 21,66 62,4 67,21 54,51 223 2,265 4,92 0,19
29/03/2016 19:00 21,41 21,67 21,93 21,3 64,19 774 59,32 328 1,207 2,72 0,05
29/03/2016 20:00 21,54 21,49 21,64 2121 62,83 68,63 61,75 281 0,758 1,66 0,02
29/03/2016 21:00 21,47 21,51 21,61 21,41 63,75 70,9 61,81 313 0,693 1,48 0,04
29/03/2016 22:00 21,34 21,44 21,58 21,21 6537 97,2 60,97 332 0,85 1,67 0,17
29/03/2016 23:00 21,11 21,26 21,44 21,04 71,86 100 58,05 47 0,534 1,82 0,01
30/03/2016 00:00 20,81 20,91 21,18 206 77,11 100 24,33 29 1,059 2,42 0,06
30/03/2016 01:00 20,5 20,73 20,94 20,4 81,9 97,8 75,89 47 1,411 2,75 0,33
30/03/2016 02:00 20,1 20,46 20,74 20,06 9,8 100 79,86 54 1,499 2,93 0,11
30/03/2016 03:00 19,93 20,12 20,37 199 69,83 100 68,44 60 1,632 3,45 0,48
30/03/2016 04:00 19,87 19,67 20,07 1936 68,01 79,81 66,89 50 1,735 3,92 0,36
30/03/2016 05:00 19,49 19,69 19,94 19,46 85,7 90,7 66,51 294 0,819 2,57 0,02
30/03/2016 06:00 18,99 19,21 19,53 1899 77,57 9,4 70,45 351 0,501 1,15 0,03
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Direccion

TOAS5 TEMPERATURA DEL AIRE HUMEDAD . VELOCIDAD DEL VIENTO
del viento

WS ms_. WS ms_ WS_ms_
TIMESTAMP AIrTC  AirTC_Avg AiIrTC_Max AirTC_Min RH RH_Max RH_Min WindDir  Avg Max Min
TS DegC DegC Deg C Deg C % % % degrees mls mls m/s

Smp Avg Max Min Smp Max Min Smp Avg Max Min

30/03/2016 07:00 20,48 19,55 20,61 1892 66,31 84,5 65,56 67 1,035 2,13 0,25
30/03/2016 08:00 23,46 2,23 23,86 20,44 62 72,01 56,9 239 1,154 2,87 0,03
30/03/2016 09:00 24,24 23,86 24,48 2335 5855 70,79 55,11 199 1,862 392 0,18
30/03/2016 10:00 24,95 24,25 25,32 2353 5844 64,08 55,88 295 2,484 4,89 0,19
30/03/2016 11:00 25,54 25,27 26,32 244 5901 64,09 55,08 174 2,026 4,99 0,1
30/03/2016 12:00 26,19 26,07 271,17 2514 51,72 63,65 53,56 323 2,322 5,54 0,23
30/03/2016 13:00 27 26,81 27,84 2598 54,67 59,65 51,49 243 2,669 7,06 0,1
30/03/2016 14:00 27,16 27,03 28,07 26,28 54,49 60,63 49,52 240 3 6,05 0,24
30/03/2016 15:00 25 26,02 21,7 25 5585 59,81 50,57 221 3,295 7,02 0,35
30/03/2016 16:00 24,36 24,59 26,15 23,51 56,4 65,27 52,57 237 3,236 6,74 0,29
30/03/2016 17:00 22,25 23,48 24,6 218 62,99 69,62 53,83 216 2,666 5,48 0,22
30/03/2016 18:00 21,52 21,85 22,58 21,34 671,11 74,57 60,18 259 2,079 4,98 0,16
30/03/2016 19:00 20,93 21,13 21,53 20,8 67,2 7341 64,61 274 1,297 332 0,12
30/03/2016 20:00 20,36 20,69 21,14 20,32 67,75 71,44 65,71 272 1,006 2,11 0,1
30/03/2016 21:00 19,99 20,21 20,53 1992 70,16 75,14 66,06 254 0,866 1,89 0,09
30/03/2016 22:00 18,75 19,45 20,03 18,68 82,4 83,6 68,98 241 0,938 2,98 0,05
30/03/2016 23:00 17,12 17,7 18,78 17,09 87,9 90,9 81,7 229 1,797 34 0,17
31/03/2016 00:00 16,86 16,93 17,19 16,66 99,4 100 87 263 1,085 2,49 0,01
31/03/2016 01:00 17,37 17,06 17,51 16,69 87,2 100 86,7 51 0,798 1,93 0,02
31/03/2016 02:00 17,24 17,44 17,78 17,11 90,7 93,9 83,8 203 0,839 2,77 0,02
31/03/2016 03:00 17,72 17,44 17,78 17,14 82,9 93 82,2 199 0,427 1,42 0,02
31/03/2016 04:00 17,68 17,5 17,78 1717 7949 88,2 78,04 47 0,703 2,28 0,03
31/03/2016 05:00 17,78 17,74 17,92 17,51 76,81 91,5 75,15 65 1,549 3,74 0,13
31/03/2016 06:00 18,26 17,99 18,29 17,75 7481 87,3 73,52 212 0,72 2,18 0,06
31/03/2016 07:00 20,32 18,78 20,42 1812 70,73 81,5 69,04 55 1,017 3,15 0,04
31/03/2016 08:00 20,08 20,37 21,29 1993 7144 82,3 66,11 242 1,668 4 0,01
31/03/2016 09:00 20,91 20,44 21,52 19,9 66,6 86,1 65,22 194 1,977 4,46 0,03
31/03/2016 10:00 23,62 22,82 2397 20,91 61,83 79,04 56,08 38 0,879 2,58 0,01
31/03/2016 11:00 25,34 24,51 25,88 2365 68,76 74,55 62,36 177 1,631 3,79 0,05
31/03/2016 12:00 26,83 26,13 21,37 2483 64,46 71,64 62,9 215 1,85 4,51 0,03
31/03/2016 13:00 27,06 27,16 28,18 2612 58,39 72,88 53,48 200 2,584 6,28 0,28
31/03/2016 14:00 25,07 26,27 21,17 24,66 711 83,1 56,02 230 3,786 7,51 0,11
31/03/2016 15:00 24,05 24,94 26,02 2395 64,02 79,09 59,85 183 3,36 6,75 0,28
31/03/2016 16:00 24,26 24,45 25,51 23,61 58,8 70,56 56,33 203 2,479 5,32 0,22
31/03/2016 17:00 23,23 23,4 24,43 2258 67,06 72,33 56,94 223 2,555 592 0,04
31/03/2016 18:00 20,78 21,68 23,19 20,71 75,48 77,85 62,45 222 2,413 5,21 0,4
31/03/2016 19:00 19,98 20,43 20,98 1978 79,98 83,5 72,69 253 1,646 4,36 0,12
31/03/2016 20:00 19,52 19,77 20,05 19,48 86,2 88,7 77,89 29 1,032 2,63 0,08
31/03/2016 21:00 19,53 19,6 19,73 19,43 80,5 9,3 76 241 0,684 22 0,02
31/03/2016 22:00 18,99 19,22 19,56 18,95 82 88,1 774 283 0,902 2,57 0,05
31/03/2016 23:00 18,71 18,83 19,09 18,58 83,6 100 79,57 47 0,598 1,53 0,02
01/04/2016 00:00 18,48 18,53 18,71 18,34 88,9 99,6 77,33 290 0,787 1,85 0,07
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Direccion

TOAS5 TEMPERATURA DEL AIRE HUMEDAD . VELOCIDAD DEL VIENTO
del viento

WS ms_. WS ms_ WS_ms_
TIMESTAMP AIrTC  AirTC_Avg AiIrTC_Max AirTC_Min RH RH_Max RH_Min WindDir  Avg Max Min
TS DegC DegC Deg C Deg C % % % degrees mls mls m/s

Smp Avg Max Min Smp Max Min Smp Avg Max Min

01/04/2016 01:00 18,32 18,4 18,55 18,28 100 100 71,78 57 0,559 1,25 0,05
01/04/2016 02:00 18,33 18,39 18,53 18,26 99 100 0,39 72 0,8 1,81 0,03
01/04/2016 03:00 17,85 18,17 18,4 17,82 7977 100 0,39 63 1,118 2,87 0,07
01/04/2016 04:00 17,78 17,94 18,09 17,78 74,81 100 72,1 58 1,469 2,77 0,08
01/04/2016 05:00 17,51 17,61 17,85 17,24 73,02 89,3 71,46 62 1,653 2,98 0,37
01/04/2016 06:00 17,31 17,45 17,68 17,28 72,2 86 71,39 57 1,747 3,33 0,74
01/04/2016 07:00 19,61 18,19 19,65 17,34 7464 83,1 68,91 67 1,623 2,74 0,12
01/04/2016 08:00 21,78 20,92 22,08 19,61 0,39 100 0,39 160 1,073 2,75 0,08
01/04/2016 09:00 23,16 22,48 23,43 21,59 0,39 0,762 0,39 209 0,867 2,33 0,04
01/04/2016 10:00 24,26 23,5 24,48 2248 0,389 0,83 0,356 158 1,497 3,43 0,08
01/04/2016 11:00 25,65 25,05 26,02 2422 0,389 0,796 0,389 222 1,59 5,04 0,08
01/04/2016 12:00 21,73 26,75 27,9 2565 0,389 100 0,389 239 1,966 5,19 0,1
01/04/2016 13:00 27,42 27,53 28,58 26,72 0,389 0,762 0,389 196 2,526 5,35 0,06
01/04/2016 14:00 26,41 27,07 28,74 2557 0,389 0,762 0,389 221 3,987 8,24 0,46
01/04/2016 15:00 26,52 26,15 26,79 2547 0,626 0,762 0,389 333 2,847 7,77 0,23
01/04/2016 16:00 2473 25,79 26,79 2456 0,389 0,762 0,389 209 3,162 6,31 0,15
01/04/2016 17:00 22,92 23,8 25,31 22,62 0,39 0,762 0,389 221 3,356 6,13 0,61
01/04/2016 18:00 21,59 22,19 2313 21,42 0,39 0,762 0,39 219 2,35 4,49 0,41
01/04/2016 19:00 21,03 21,3 21,8 20,86 0,39 0,79 0,39 200 1,888 4,21 0,31
01/04/2016 20:00 20,66 20,89 21,2 20,63 0,39 0,763 0,39 238 1,313 2,76 0,05
01/04/2016 21:00 20,26 20,51 20,69 20,22 0,39 0,797 0,39 351 0,816 2 0,08
01/04/2016 22:00 20,26 20,3 20,43 20,16 0,39 0,797 0,39 299 0,589 1,79 0,02
01/04/2016 23:00 20,14 20,2 20,37 20,04 0,39 0,763 0,39 261 0,492 1,36 0,02
02/04/2016 00:00 19,9 20,07 20,27 19,8 0,39 0,831 0,39 38 0,504 1,36 0,02
02/04/2016 01:00 19,66 19,79 20 19,6 0,39 0,797 0,39 237 0,535 1,56 0,01
02/04/2016 02:00 18,99 19,37 19,73 18,99 0,39 0,763 0,39 217 0,847 2,36 0,03
02/04/2016 03:00 18,14 18,35 18,99 18,04 0,39 0,831 0,356 52 0,541 2,29 0,02
02/04/2016 04:00 18,46 18,38 18,53 18,14 0,39 0,797 0,39 56 0,434 1,62 0,03
02/04/2016 05:00 18,02 18,31 18,53 17,95 0,39 0,763 0,356 64 0,975 2,83 0,05
02/04/2016 10:00 24,07 23,86 25,29 22,79 0,39 0,79 0,39 221 2,036 47 0,15
02/04/2016 11:00 25 24,77 25,71 2386 0,389 0,762 0,356 256 2,501 5,27 0,21
02/04/2016 12:00 24,93 25,05 25,95 2412 0,389 0,762 0,389 209 2,675 6,43 0,18
02/04/2016 13:00 25,95 25,62 26,66 247 0,389 0,79 0,389 225 2,638 5,29 0,1
02/04/2016 14:00 2517 25,84 26,83 2507 0,389 0,762 0,389 224 3,394 7,06 0,19
02/04/2016 15:00 24,19 24,82 26,09 2388 0,389 0,79 0,389 217 3,638 7,04 0,74
02/04/2016 16:00 23,82 23,99 24,76 2338 0,389 0,762 0,389 208 3,022 6,18 0,18
02/04/2016 17:00 22,08 23,28 24,06 21,97 0,39 0,762 0,389 247 2,645 5,43 0,25
02/04/2016 18:00 20,84 21,68 22,45 20,71 0,39 0,762 0,39 239 2,363 4,71 0,27
02/04/2016 19:00 19,44 20,11 20,98 19,44 0,39 0,797 0,39 214 2,021 392 0,04
02/04/2016 20:00 19,45 19,3 19,61 18,97 0,39 0,797 0,39 21 0,874 2,74 0,03
02/04/2016 21:00 20,07 19,81 20,14 19,38 0,593 0,797 0,39 88 0,907 2,42 0,06
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Direccion

TOAS5 TEMPERATURA DEL AIRE HUMEDAD . VELOCIDAD DEL VIENTO
del viento

WS ms_. WS ms_ WS_ms_
TIMESTAMP AIrTC  AirTC_Avg AiIrTC_Max AirTC_Min RH RH_Max RH_Min WindDir  Avg Max Min
TS DegC DegC Deg C Deg C % % % degrees mls mls m/s

Smp Avg Max Min Smp Max Min Smp Avg Max Min

02/04/2016 22:00 20,03 20,04 20,2 19,86 0,39 0,831 0,39 65 1,634 3,52 0,06
02/04/2016 23:00 20,06 20,03 20,16 19,89 0,39 0,797 0,356 296 1,294 3 0,23
03/04/2016 00:00 20,03 20,07 20,2 19,93 0,39 0,831 0,39 137 0,86 2,21 0,01
03/04/2016 01:00 19,7 19,79 20,07 19,63 0,39 0,797 0,356 36 0,77 2,55 0,01
03/04/2016 02:00 18,65 19,2 19,7 18,55 0,39 0,763 0,39 226 0,64 2,7 0
03/04/2016 03:00 18,31 18,3 18,68 17,97 0,39 0,797 0,39 152 0,752 1,63 0,03
03/04/2016 04:00 18,05 18,26 18,46 18,05 0492 0,831 0,39 266 0,544 1,38 0,03
03/04/2016 05:00 18,06 17,97 18,16 17,82 0,39 0,831 0,39 57 0,525 2,46 0,02
03/04/2016 06:00 17,99 17,98 18,09 17,85 0,39 0,797 0,39 54 1,385 2,63 0,47
03/04/2016 07:00 19,63 18,66 19,63 17,99 0,39 0,797 0,39 154 1,157 2,49 0,08
03/04/2016 08:00 20,66 20,02 20,97 19,26 0,39 0,763 0,39 175 1,308 2,59 0,04
03/04/2016 09:00 22,35 217 22,42 20,66 0,39 0,763 0,39 16 0,88 2,3 0,03
03/04/2016 10:00 2421 23,39 24,84 2228 0,389 0,79 0,389 171 1,279 3,79 0,02
03/04/2016 11:00 25,54 25,02 26,15 2373 0,389 0,79 0,389 184 1,737 4,01 0,07
03/04/2016 12:00 26,22 25,97 26,73 249 0,389 0,79 0,389 140 2,278 5,62 0,2
03/04/2016 13:00 26,62 26,72 21,9 2588 0,593 0,79 0,356 194 2,3% 6,4 0,1
03/04/2016 14:00 25,13 26,33 27,9 2506 0,457 0,79 0,389 243 3,539 7,25 0,25
03/04/2016 15:00 24,6 25,12 26,52 2416 0,423 0,79 0,389 233 3,318 6,56 0,14
03/04/2016 16:00 23,75 24,39 25,41 2368 0,389 0,79 0,356 215 322 6,48 0,15
03/04/2016 17:00 23,03 2354 24,12 22,82 0,39 0,762 0,389 190 2,608 5,42 0,15
03/04/2016 18:00 21,11 2,11 23,19 20,94 0,39 0,762 0,39 216 2,645 5,12 0,45
03/04/2016 19:00 19,98 20,5 21,22 19,92 0,39 0,797 0,39 237 1,902 4,11 0,14
03/04/2016 20:00 19,65 19,66 19,98 19,44 0,39 0,763 0,39 254 0,719 2,52 0,02
03/04/2016 21:00 19,49 19,54 19,72 19,32 0,39 0,797 0,39 240 0,756 1,95 0,03
03/04/2016 22:00 20,07 19,88 20,17 19,42 0,39 0,797 0,356 132 0,613 1,75 0,04
03/04/2016 23:00 19,6 19,88 20,14 19,53 0,39 0,797 0,39 224 0,703 1,82 0,01
04/04/2016 00:00 19,73 19,66 19,8 19,53 0,39 0,797 0,39 89 0,486 1,27 0,04
04/04/2016 01:00 19,63 19,61 19,87 19,33 0,39 0,797 0,39 85 1,127 317 0,08
04/04/2016 02:00 17,36 18,01 19,7 17,32 0,627 0,763 0,39 248 0,985 2,16 0,06
04/04/2016 03:00 17,34 17,06 17,43 16,8 100 100 0,39 133 0,836 2,64 0
04/04/2016 04:00 17,65 17,54 17,72 17,31 0,39 100 0,39 167 0,755 1,8 0,03
04/04/2016 05:00 17,65 17,72 17,89 17,51 0,39 0,831 0,39 68 0,813 1,98 0,02
04/04/2016 06:00 17,89 17,75 17,95 17,62 0,39 0,797 0,39 105 1,306 2,36 0,38
04/04/2016 07:00 18,62 18,28 18,73 17,85 0,39 0,797 0,39 208 0,688 2,17 0,01
04/04/2016 08:00 20,08 19,21 20,08 18,45 0,39 0,797 0,39 208 1,456 29 0,1
04/04/2016 09:00 21,54 20,79 2,21 19,64 0,39 0,797 0,39 220 1,206 3,18 0
04/04/2016 10:00 22,89 217 23,26 21 0,39 0,762 0,39 219 1,786 4,43 0,14
04/04/2016 11:00 24,57 23,61 24,74 2,65 0,389 0,796 0,389 213 1,936 4,71 0,07
04/04/2016 12:00 25,51 25,14 26,15 2416 0,389 0,79 0,389 226 2,548 6,58 0,05
04/04/2016 13:00 24,53 25,18 26,02 2453 0,389 0,79 0,389 222 2,672 6,12 0,11
04/04/2016 14:00 24,8 25,21 26,05 2446 0,694 0,79 0,356 206 2,571 5,49 0,08
04/04/2016 15:00 24,19 25,01 25,98 2385 0,389 0,79 0,389 218 3 6,66 0,15
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Direccion

TOAS TEMPERATURA DEL AIRE HUMEDAD R VELOCIDAD DEL VIENTO
del viento

WS ms_. WS ms_ WS_ms_
TIMESTAMP AIrTC  AirTC_Avg AirTC_Max AirTC_Min RH RH_Max RH_Min WindDir Avg Max Min
TS DegC DegC Deg C Deg C % % % degrees mis m/s mis

Smp Avg Max Min Smp Max Min Smp Avg Max Min

04/04/2016 16:00 22,03 23,48 25,24 21,97 0,39 0,79 0,389 243 3,424 7,32 0,4
04/04/2016 17:00 21,5 22,06 2,72 21,2 0,39 0,762 0,39 313 2,447 6,13 0,11
04/04/2016 18:00 20,61 20,97 21,67 20,44 0,39 0,79 0,39 199 2,416 4,95 0,57
04/04/2016 19:00 19,71 20,24 20,83 19,68 0,39 0,763 0,39 300 1,875 4,19 0,05
04/04/2016 20:00 19,92 19,79 20,05 19,44 0,39 0,797 0,39 142 0,607 2,23 0,01
04/04/2016 21:00 20,16 20,17 20,33 19,92 0,39 0,763 0,39 126 0,896 2,41 0,05
04/04/2016 22:00 18,3 19,25 20,3 18,06 0,39 0,763 0,356 222 1,499 4,04 0,05
04/04/2016 23:00 18,38 18,24 18,44 18 0,39 0,763 0,356 58 0,548 1,51 0,03
05/04/2016 00:00 19,39 18,87 19,43 18,38 0,39 0,831 0,39 138 0,521 1,92 0,03
05/04/2016 01:00 19,16 19,05 19,46 18,71 0,39 0,763 0,39 52 0,567 1,48 0,04
05/04/2016 02:00 19,22 19,47 19,9 19,09 0,39 0,797 0,39 247 0,762 2,28 0,02
05/04/2016 03:00 18,34 18,72 19,29 18,24 0,39 0,797 0,39 251 0,747 2,63 0,01
05/04/2016 04:00 18,22 18,32 18,45 18,17 0,56 0,763 0,39 127 0,338 0,93 0,01
05/04/2016 05:00 17,78 18,22 18,5 17,78 0,39 0,797 0,39 227 0,579 1,66 0,01
05/04/2016 06:00 17,92 17,78 18,02 17,55 0,39 0,763 0,39 56 0,652 1,39 0,09
05/04/2016 07:00 19,94 18,69 20,01 17,89 0,39 0,797 0,39 68 1,226 3,51 0,05

Fuente: Estacién de monitoreo de calidad de aire (propiedad del Gobierno Regional de Tacna)
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ANEXO D

Pardmetros de Lennard-Jones y otras propiedades

Sustancia L ° s L. i V. -
(g/mol) | (A) (K) (K) (bar) |{cm3/mal)l (debye)

H, 2.016 | 2.827 | 59.97 33.2 13.0 63.1 0.0
He 4.003 | 2551 | 10,22 | 5.19 2.27 574 0.0
Ne 20.183 | 2.820 | 32.8 4.4 27.6 41.6 0.0
Ar 39.948 | 3542 | 933 | 150.8 | 48.7 74.9 0.0
Kr 83.800 | 3.655 | 1789 | 2094 | 55.0 91.2 0.0
Xe 131.300| 4.047 | 231.0 | 289.7 | 584 | 1184 0.0
Aire 28.964 | 3.711 78.6 1324 | 37.0 86.7 0.0
N2 28.013 | 3.798 | 714 | 1262 | 339 89.8 0.0
0, 31.999 | 3467 | 106.7 | 1546 | 50.4 73.4 0.0
H,0 18.015 | 2.649 356 6473 | 221.2 | 571 1.8
CO 28.010 | 3.690 | 91.7 1329 | 35.0 93.2 0.1
CO; 44.010 | 3.941 | 195.2 | 3041 | 73.8 93.9 (.0
COS 00.070 | 4.130 | 336.0 | 378.8 | 63.5 136.3 0.7
CS; 76.131 | 4483 | 467.0 332 79.0 160 0.0
GN, 52.035 | 4.361 | 348.6 400 39.8 - 0.2
NH, 17.031 | 2.900 | 558.3 | 405.5 | 113.5 | 725 1.5
NO 30.006 | 3.492 | 116.7 180 64.8 57.7 0.2
N,O 44.013 | 3.828 | 232.4 | 3096 | 724 97.4 0.2
S0, b4.063 | 4112 | 3354 | 4308 | /8.8 122.2 1.6
F2 37.997 | 3357 | 1126 | 1443 | 52.2 66.3 (0.0
Cl; J0.906 | 4.217 | 316.0 | 4169 | 79.8 123.8 0.0
Bra 159.808 | 4.296 | 507.9 288 103 127.2 0.2
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Sustancia M g B I—’ P‘- F: H
fafmol) | (A (K} (K} (bar} |lam*!mol)| (debye)

I; 253.82 | 5.160 474.2 319 - - 1.3
HF 20,006 | 3.148 330.0 451 64,8 69.2 1.9
HCl 36461 | 3.339 3447 324.7 83.1 80,9 1.1
HEr 80,912 | 3.353 449.0 363.2 85.5 - 0.8
HI 127912 4.211 283.7 4240 83.1 - 0.5
HCH 27.026 | 3.630 69,1 458.7 £3.9 138.8 3.0
H;5 34.080 | 3623 301.1 373.2 £9.4 98.6 0.9
5F; 146,054 | 5.128 222.1 318.7 37.6 198.8 0.0
UF; 352,018 | 5.967 236.8 S05.8 46.6 250.0 0.0
Hg 200.61 | 2.969 750.0 1765 1510 42,7 0.0
CHy4 16.043 | 3.758 143.6 190.4 45.0 99.2 0.0
C;Hg 0070 | 4443 215.7 305.4 43.8 148.3 0.0
CzHy 2B8.054 | 4.163 224.7 282.4 5.4 130.4 0.0
CiHi 26.038 | 4.033 231.8 308.3 61.4 112.7 0.0
CaHe 44.094 | 5,118 237.1 365.8 42.5 203 0.0
CH—CH=CH, 42,081 | 4678 2938.9 364.9 45.0 181 0.4
CHy-C=CH 40.065 | 4.761 251.8 402.4 56.3 1e4 0.7
n-CyHyp L5B.124 | 4687 £31.4 4252 38.0 255 0.0
iso-CgH g £g8.124 | 5278 3301 4058.2 36.5 263 0.1
n-CeHyz 72.151 | 5.784 341.1 465.7 33.7 304 0.0
L_I:CHE:H 72,151 | &.464 193.4 433.8 32.0 303 0.0
n-CeH g B6.178 | 5.549 399.3 S07.5 30.1 370 0.0
ciclopropano 42,081 | 4.807 243.9 35%7.8 549 163 0.0
ciclkohexano g4.162 | &.1B2 297.1 553.5 40.7 308 0.3
benicen 7B8.114 | 5349 412.3 562.2 43.9 259 0.0
CH—OH 32.042 | 3626 481.8 512.6 80.9 118.0 1.7
C;H=—0H 46.06% | 4.530 362.6 §i3.s 61.4 167.1 1.7
CHy—CO0—CH4 EE8.080 | 4.500 Ee60.2 S08.1 47.0 209 2.9
CHy—0—CH, 46.06% | 4.307 395.0 00,0 5.4 178 1.3
C;H—0—C-H, 74.123 | 5678 313.8 458.7 6.4 2B0 1.3
CH4Cl E0.438 | 4.182 350.0 416.3 67.0 138.9 1.9
CHACl, 84.933 | 48598 356.3 S10 63 - 1.8
CHCl, 119378 | 5.3E89 340.2 5364 53.7 238.9 1.1
CCl, 153,823 | 5.947 322.7 5584 45,6 275.9 0.0
CClyF; 120,914 | 5.116 280.0 385.0 41.4 216.7 0.5
SiH« 32.122 | 4.084 207.6 269.7 43.4 0.0
SaFy 104.0% | 4880 171.9 259.0 37.2 - 0.0
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Integral de colision (Lennard-Jones)

" 10=0. Q; ™ 10=0| Qg " |0=0 0
0.25 | 3.0353 | 2.8611 | 1.65 | 1.2633 | 1.1544 | 4.1 | 0.9637 | 0.8801
0.30 | 2.8458 | 2.6502 | 1.70 | 1.2436 | 1.1412 | 4.2 | 0.9587 | 0.8733
0.35 | 2.6791 | 24705 | 1.75 | 1.2347 | 1.1257 | 4.3 | 0.9539 | 0.8708
0.40 | 25316 | 2.3164 | 1.80 | 1.2216 | 1.1168 | 44 | 0.9493 | 0.3664
0.45 | 24003 | 2.1832 | 1.85 | 1.2092 | 1.1056 | 4.5 | 0.9448 | 0.8622
0.50 | 2.2831 | 2.0675 | 1.90 | 1.1975 | 1.0950 | 4.6 | 0.9406 | 0.8581
0.55 | 2.1781 | 1.9664 | 1.95 | 1.1865 | 1.0849 | 4.7 | 0.9365 | 0.8541
0.60 | 2.0839 | 1.8776 | 2.00 | 1.1760 | 10754 | 4.5 | 0.9326 | 0.8503
0.65 | 1.9991 | 1.7993 | 2.1 | 1.15685 | 1.0576 | 4.9 | 0.9288 | 0.8467
0.70 | 1.9226 | 1.7209 | 2.2 | 1.1388 | 1.0413 | 5.0 | 0.9232 | 0.8431
0.75 | 1.8535 | 1.6680 | 2.3 | 1.1227 | 1.0265 | 6.0 | 0.8943 | 0.8128
0.80 | 1.7909 | 1.6127 | 2.4 | 11079 | 1.0129 ) 7.0 | 0.8719 | 0.7895
0.85 | 1.7341 | 1.5630 | 2.5 | 1.0943 | 1.0004 | 8.0 | 0.8535 | 0.7707
0.90 | 1.6825 | 1.5181 | 2.6 | 1.0817 | 09388 | 9.0 | 0.8382 | 0.7551
0.95 | 1.6354 | 14774 2.7 | 1.0700 | 09781 | 10 | 0.8249 | 0.7419
1.00 | 1.5925 | 1.4405 | 2.8 | 1.0591 | 09651 | 12 | 0.8026 | 0.7201
1.05 | 1.5533 | 14067 | 2.9 | 1.0480 | 00588 | 14 | 0.7844 | 0.7026
1.10 | 1.5173 | 1.3758 | 3.0 | 1.03%4 | 09500 | 1& | O0.7690 | 0.6879
1.15 | 1.4843 | 1.3474 ] 3.1 | 1.0304 | 09418 | 18 | 0.75%6 | 0.6753
1.20 | 1.4539 | 1.3212 | 3.2 | 1.0220 | 09341 | 20 | 0.7439 | 0.6643
1.25 | 14259 | 1.2971 ] 3.3 | 1.0141 | 09268 | 25 | 0.71%96 | 0.6416
1.30 | 1.4000 | 1.2746 | 3.4 | 1.0066 | 09199 )| 30 | 0.7003 | 0.6236
1.35 | 1.37e0 | 1.2538 | 3.5 | 0.9995 | 09133 | 35 | 0.6844 | 0.8087
1.40 | 1.3538 | 1.2344 | 3.6 | 0.9927 | 09071 | 40 | 0.6710 | 0.5962
1.45 | 1.3331 | 1.2163 | 3.7 | 0.9864 | 09012 | 50 | O.6491 | 0.5758
1.50 | 1.3139 | 1.1993 | 3.8 | 0.9803 | 0.8956 | 75 | 0.6111 | 0.3405
1.55 | 1.2959 | 1.1834 | 3.9 | 0.9745 | 0.8902 | 100 | 0.5855 | 0.5167
160 | 1.2791 | 1.1685 | 4.0 | 0.9690 | 0.8850 | 150 | 0.5512 | 0.4850

Valores calculados con las comelaciones de Neufeld citadas en Reid ot af, 1987,
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