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RESUMEN

La finalidad de esta tesis es formalizar el resultado de un problema
de contorno en una proximidad abstracta de los espacios de Hilbert David
utilizando uno de los recursos mas importantes de andlisis funcional, el
teorema de Lax Peter - Milgram Arthur, que es una extension de la
conceptualizacion de Riez Frigyes, que garantiza la existencia y unicidad
de varios problemas asociados con ecuaciones diferenciales parciales y
ordinarias de sentido comun con la solucién extendida o generalizada en el
espacio funcional. Es decir, en el espacio de distribucion, los espacios L? y
el espacio de Sobolev Serguéi. Asimismo, se utilizé el método variacional,
gue es el mas empleado debido a su versatilidad, lo que admitio el analisis
y solucion extendida de diversos tipos de problemas con valores de
contorno para las ecuaciones diferenciales ordinarias y las ecuaciones

diferenciales parciales lineales.

Palabras claves: Lax Peter - Milgram Arthur, Espacios de Hilbert David,

Espacios de Sobolev Serguéi.
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ABSTRACT

The purpose of this thesis is to formalize the result of a boundary
problem in an abstract proximity of Hilbert David spaces using one of the
most important resources of functional analysis, the Lax Peter - Milgram
Arthur theorem, which is an extension of the Riez Frigyes'
conceptualization, which guarantees the existence and uniqueness of
several problems associated with common sense partial and ordinary
differential equations with the extended or generalized solution in the
functional space. That is, in the space of distribution, the spaces LP and the
space of Sobolev Sergei. Likewise, the variational method was used, which
is the most used due to its versatility, which allowed the analysis and
extended solution of various types of problems with contour values for

ordinary differential equations and linear partial differential equations.

Keywords: Lax Peter - Milgram Arthur, Spaces by Hilbert David, Spaces by

Sobolev Sergei.
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CAPITULO |

INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

Una incertidumbre afiadida a una ecuacion diferencial esta bien
desarrollada si existe, es Unica y su solucion depende continuamente de
los datos en cuestion. Por solucion de una ecuacion diferencial, se entiende
como una funcién diferenciable continua que satisface la ecuacion,
dependiendo esta ultima del tipo de ecuacion a procesar. En tal caso, al
menos todas las derivadas que se manifiestan en la ecuacion existiran y
seran continuas, aungque es posible que no existan algunas derivadas de
orden superior. Esta idea de solucion sera lo que se conoce como solucién
tipica de una ecuacion diferencial. Para sintetizar estas ecuaciones,
coexisten multiples métodos: separacion de variables, series enteras,
métodos de transformacion, etc. Con los que se puede encontrar una

solucion tipica explicita.

La nocion de solucidn tipica es la que se exploré desde un principio
en las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, hacia fines del siglo

XVIIl, estudiada por Jean le Rond D'Alembert, Daniel Bernoulli y Pierre



Simén Laplace. Sin embargo, la oportunidad surgié cuando esa idea

cambio.

Determinadas ecuaciones diferenciales parciales se pueden resolver
en el sentido tipico, pero otras no. En general, se puede ver que hay
ecuaciones que no tienen soluciones tipicas, aunque estén bien
enunciadas si retomamos la opinion de solucidén, en lo que se llama
solucion generalizada o extendida. Esta solucion implica el concepto de
derivada generalizada, que es un concepto mas general que la derivada
tipica. Para esta definicion moderna de solucion, Serguéi Lvovich Sobolev
y Laurent Moise Schwartz implementaron el famoso espacio de Sobolev
Serguéi. Este espacio funcional se basé en el concepto de la derivada
generalizada o extendida. Eran funciones con derivadas extendidas
también pertenecientes a dicho espacio. Estos espacios se han convertido
en un marco original para analizar los resultados de ecuaciones

diferenciales en un contexto generalizado o extendido.

Los matematicos Arthur Norton Milgram y Peter David Lax en 1954
enunciaron primeramente el teorema de Lax Peter - Milgram Arthur con la
intencion de contribuir a la entonces prospera teoria de las ecuaciones
diferenciales. Esta teoria utiliza en el método variacional para probar la
existencia y unicidad, en sentido extendido, de varios problemas con

valores de contorno que involucran ecuaciones diferenciales ordinarias y



ecuaciones diferenciales parciales, en particular aquellas con

caracteristicas elipticas.

1.2. Definicion del problema de investigacion

En la escuela de Mateméticas de la Facultad de Ciencias, se han
sugerido problemas variacionales con el objetivo de establecer resultados
de existencia y unicidad en un marco de estudio indeterminado en espacios
de Sobolev Serguéi. Es publico que el teorema de Arthur Milgram - Peter
Lax ha sido, desde su enunciacion, un marco conceptual en el campo del
analisis funcional y un implemento adjunto tedrico sobre la existencia y
unicidad de las ecuaciones diferenciales. Segun los criterios de los
diferentes estudios, este teorema interviene en un contexto de transicion
en el que interesa manifestar problemas en espacios conceptualizados,
reflejando alli sus propiedades, si es posible, simplificando su
planteamiento y solucién. En todo este ambiente, es comun expresar las

siguientes dificultades de investigacion.

1.2.1. Problema general
¢ Es probable determinar la solucion de un problema de contorno en
un contexto abstracto de espacios de Hilbert y la aplicacién a diversos

problemas de ecuaciones diferenciales?



1.2.2. Problema especifico
a) ¢Es probable determinar la existencia de una imagen Gnica de un
funcional lineal acotado y coercivo como una aplicacion bilineal sobre

espacios de Hilbert?

b) ¢Es probable determinar la existencia y unicidad de la solucion
extendida de problemas con valores de contorno de una ecuacion

diferencial ordinaria?

c) ¢Es probable determinar la existencia y unicidad de la solucion
extendida de problemas con valores de contorno en ecuaciones

diferenciales parciales elipticas lineales?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general
Determinar la solucién de un problema de contorno en un contexto
abstracto de espacios de Hilbert y la aplicacién a diversos problemas de

ecuaciones diferenciales.

1.3.2. Objetivos especificos
a) Determinar la existencia de una imagen Unica de un funcional lineal

acotado y coercivo como una aplicacion bilineal sobre espacios de Hilbert.



b) Determinar la existencia y unicidad de la solucién extendida de

problemas con valores de contorno de una ecuacion diferencial ordinaria.

c) Determinar la existencia y unicidad de la solucién extendida de
problemas con valores de contorno en ecuaciones diferenciales parciales

elipticas lineales.

1.4. Justificacion

Esta teoria establece la existencia y unicidad de la solucion de un
problema variacional indeterminado y la aplicacion de problemas de valores
de contorno para ecuaciones diferenciales. Un problema de contorno es
una ecuacion diferencial, afiadida con la naturaleza impuestas a la funcién
desconocida en el limite de su dominio; los resultados del problema de
contorno satisfacen las condiciones de contorno dadas. Sin embargo, no
siempre es posible obtener la existencia de soluciones tipicas con los
procedimientos y técnicas habituales (separacion de variables,
transformadas de Fourier, etc.). Este estudio sistematico se justifica porque
el andlisis de la existencia y unicidad de los resultados del problema
variacional (solucién generalizada o extendida) proporciona informacion
cualitativa sobre la solucién de la ecuacion diferencial, lo que permite, en
muchos casos y bajo ciertas condiciones, obtener el resultado deseado.

Ademas, el propésito de esta materia es aplicar su aprendizaje en el futuro



a la existencia y unicidad de la resolucién de problemas de contorno,
practica en diversos campos cientificos como la ingenieria, la geologia, la
fisica y la biologia. Asi, en el método de elementos finitos, se utiliza para
conceptualizar variables desconocidas que aparecen en los prototipos no
lineales de reaccion-difusion de la invasion del cancer. Actualmente, el
analisis de los problemas de variacion continia siendo un programa de

trabajo en el campo de las ecuaciones diferenciales.



CAPITULO Il

FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Antecedentes de la investigacion

En 1952, el teorema de Lax Peter - Milgram Arthur, ideado por los
matematicos Peter David Lax y Arthur Norton Milgram, se expuso por
primera vez en una disertacion de tres dias sobre ecuaciones diferenciales
parciales celebrada en la ciudad de Nueva York en Harriman's Arden
House. Fue divulgado dos afios después (debido a una dilacion en el
anuncio) por prensa de la Universidad de Princeton como un lema,
instrumento auxiliar en la teoria de ecuaciones diferenciales parciales. Por
su utilidad acabaron dandole el nombre de Teorema. El teorema de Lax
Peter - Milgram Arthur se emplea en el método variacional para formalizar
la existencia y la unicidad extendida de varios problemas de contorno que
involucran ecuaciones diferenciales parciales, en particular aquellas del

tipo eliptico (Lax y Milgram, 1954).

Como resultado de investigaciones preliminares, se han localizado
soluciones extendidas para la existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales. Este es el caso de Eboli (2021), quien puso en préactica la

exploracion formulada como una pregunta de Siméon Denis Poisson en



dominios de las cuspides externas. En este &mbito, por un lado, se analiza
la existencia y regularidad de los diferentes problemas de Poisson que
surgen al considerar diferentes condiciones de contorno homogéneas,
tanto de Carl Neumann como de Gustav Lejeune Dirichlet, y siguiendo el
trabajo de Khelif, todas las pruebas de existencia, singularidad y

regularidad para los diversos problemas propuestos en su investigacion.

De igual manera, tenemos a Guillermo (2019), quien realiz6 un
analisis de la extension del teorema de Lax Peter - Milgram Arthur y una
incertidumbre de la condicién de contorno lineal eliptica donde concluye
gue la utilidad extendida del teorema de Lax Peter - Milgram Arthur es de
gran ventaja, mecanismo que asegura la existencia y unicidad de
soluciones en problemas de contorno lineal eliptica. Ademas, aplico el
teorema de la ecuacion de calor usando el algoritmo freefem++, luego de
obtener la forma bilineal, las restricciones de continuidad y la forma

coercitiva para confirmar ain mas la existencia y unicidad de la solucion.



2.2. Bases tedricas

2.2.1. Espacio vectorial y subespacio vectorial
Tenemos en cuenta las definiciones de espacios vectoriales, asi
como subespacio vectorial. Algunas fuentes consultadas se citan en la

bibliografia, como (Kreyszig, 1978) y (Lages, 1995).

Definicion 2.2.1.1 (Espacio vectorial (E; +; R; -))

Sea el cuaternario (E; +; R; -), donde E es un conjunto no vacio
llamado conjunto de vectores, R es el conjunto de nimeros reales, también
llamados escalares, + es la suma de vectores, llamada operacion interna y
- es el producto de un vector por un escalar, llamada operacion externa. El
cuaternario es un espacio vectorial si se cumplen los siguientes diez

axiomas.

1) Vx;,x, € E: x; + x, € E (Ley interna)

2) Vxq,x5,x3 € E: (x1 + x3) + x5 = x; + (x, + x3) (La suma es asociativa)

3) Vxy,x, €EE:x; +x, = x, + x; (La suma es conmutativa)

4)Vx, EE3I0€EE:x; +0=0+x, =x,; (Existencia del vector nulo)

5)Vx; € E,3(—x;) € E: x; + (—x1) = (—x,) + x;, = 0 (Existencia elemento
simétrico)

6) Vx, EEA a € R: ax; € E (Ley externa)



7)Vxy,x, EEN a € R: alx; + x,) = ax; + ax, (Distributividad del producto
respecto a la suma de vectores)

8) Vx; €EEAVay,a, € R: x,(0; + ap) = x304 + x,0, (Distributividad del
producto respecto a la suma de escalares)

9)Vx; € E AVay,a, € R: ay(a, x;) = (ay0,)x; (Asociatividad)

10)vVx; € E3 1€ R: 1x; = x; (Elemento neutro para el producto)

Definicion 2.2.1.2. (Subespacio Vectorial E4)
Un subconjunto no vacio E; de un espacio vectorial se denomina
subespacio de E si E; es un espacio vectorial con las mismas operaciones

de suma y multiplicacion por un escalar definidas en E.

Proposicion 2.2.1.1.
Sea (E; +; R; -) un espacio vectorial, el conjunto E; es subespacio
de E siy solo si se cumplen:
i) E; esta incluido en E,
i) Vxi,x, € E;:xq + x5, € Ey,

iii)Va € R,Vx; € E;: ax, € E,.

2.2.2. Espacios métricos (E, p)
Una de las formas mas comunes de proporcionar topologia a un

conjunto es definir la topologia en la expresion de distancia del conjunto.

10



Algunas fuentes consultadas se citan en la bibliografia, como (Kreyszig,

1978) y (Rudin, 1991).

Definicién 2.2.2.1. (Distancia p: E X E —» R)
Dado un conjunto arbitrario E, una distancia es una aplicacion p: E X
E - R que asocia un nuamero real p(x,,x,) a cada par (x;,x,) enE XEy
gue cumple las siguientes condiciones:
1) p(xy,x,) =0 Vxy,x, EE
2) p(xq,x,) = 0 si, y solo si, x; = x, (separacion)
3) p(xq,x;) = p(xy,x1) Vxq,x, € E (Simetria)
4) p(xq,x5) < p(xy,x3) + p(xs,x5) Vxq,x,5,x3 € E (desigualdad

triangular).

Definicion 2.2.2.2. (Espacio métrico (E, p))
Un espacio métrico es un par (E, p), donde E es un conjunto y p es

una distancia definida en E.

2.2.3. Espacios normados

Tomamos en cuenta las explicaciones de norma en espacios
vectoriales, asi como la de espacio de Banach Stefan. Algunas fuentes
consultadas se citan en la bibliografia, como (Adams, 1975), (Kreyszig,

1978) y (Lages, 1995).

11



Definicién 2.2.3.1. (Espacio normado (E, || ||))

El par (E,|| ||), es un espacio normado formado por un espacio
vectorial E y una aplicaciéon || || : E —» R, que asocia un nimero real |[x,]| a
cada x; en E llamado norma de x,, cuando se verifica:

1) |lx4l| =0,vx, €EE

2) Il =0 x,=0

3) llaxill = lalllxll,va € R,x, € E

4) |lxy + x50l < llxgll + llx2 |l Vxq, x, € E (desigualdad triangular)
Definicion 2.2.3.2. (Espacio de Banach Stefan)

Sea E un espacio vectorial normado, en el que se define la
métrica p(x;,x,) = |lx; — x,||, decimos que (E,|| ||) es un espacio de
Banach cuando (E, p) es completo, es decir, cuando toda sucesion de

Cauchy en E es convergente.

2.2.3. Espacios de Hilbert David

Se incluyen los conceptos basicos necesarios para el desarrollo de
estos fundamentos teoricos, como el producto escalar en espacios
vectoriales, asi como espacio pre-Hilbert y espacio de David Hilbert.
También se definen los conjuntos ortogonal y ortonormal, y se expresan
algunos resultados. En la bibliografia, se anotan algunas fuentes

consultadas como (Conway, 1985), (Evans, 1997) y (Kreyszig, 1978).

12



Definicion 2.2.3.1. (Producto interno (,): E X E - R)
Sea E un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion (,):E X E - R

tal que (x4,x,) » (x;,x,) € R es un producto interno (0 escalar) en R
cuando cumple las siguientes propiedades:

1) (x,x,)=0Vx, EFE

2) (x;,x;) =0 x,=0

3) (x1,x3) = (x3, %) VX1, %, EE

4) (x1,x; + x3) = (X1, X3) + {x1,%3) VX1, %, x3 €EE

5) (axq,x,) = (xq,ax,) = a{xq,x,) Vxqi,x, € E,Va € R

Definicién 2.2.3.2. (Espacio pre-Hilbert (E,(,)))
El par (E,(,)) es un espacio pre-Hilbert, donde E es un espacio

vectorial sobre R y (,) es un producto interno sobre E.

Definicién 2.2.3.3. (Norma inducida por el producto interno (,))
Sea E un espacio vectorial con producto interno (,), entonces

cualquier producto interno induce una norma sobre el espacio en el que se

define, dada por: [|x|| = +/{x, x).

Definicion 2.2.3.4. (Espacios de Hilbert David)
Un espacio pre-Hilbert (E,(,)) se dice que es un espacio de Hilbert

si es completo con la norma inducida por su producto escalar.

13



Definicién 2.2.3.5. (Distancia cuadratica en los espacios pre-Hilbert)
Sea E un espacio pre-Hilbert y ||| la norma cuadratica
correspondiente. Entonces la aplicacion p:E X E - R definido por

p(xq,x5) = |lx; — x|l es una distancia en E.

Definicion 2.2.3.6. (Angulo entre dos vectores en los espacios pre-
Hilbert)

Sea E un espacio pre-Hilbert y sean e; y e, elementos de E. El
angulo 6 formado entre e, y e, viene dado por:

e e
6=arccos<ﬁ>, 0<o<sm
lleslllel

Definicion 2.2.3.7. (Vectores ortogonales en los espacios pre-Hilbert)
Sea E un espacio pre-Hilbert y seae; y e, elementos de E. Se dice
gue los vectores e; y e, son ortogonales si y solo si (e, e,) = 0. Ademas,

sie; Yy e, son ortogonales, escribimos e; L e,.

Definicion 2.2.3.8. (Conjunto Ortogonal en los espacios pre-Hilbert)
Sea E un espacio pre-Hilbert y E; = {eq, €5, ...,e,} Un conjunto de n

vectores de E. E; es un conjunto ortogonal si y solo si Ve;, e; € E; es cierto

que (e;, ej) = 0 cuando i # j.

14



Definicién 2.2.3.9. (Conjunto ortonormal en los espacios pre-Hilbert)
Sea E un espacio pre-Hilbert y E; = {e;, e,, ...,e,} Un conjunto de n

vectores de E. E; es un conjunto ortonormal si y solo si

1, i=j
(el-,ej)={0, l:/:] Vel-,e]-E E1

Proposicion 2.2.3.10. (Desigualdad de Schwarz)
Un producto interno (,) y su correspondiente norma || || satisfacen la

desigualdad de Schwarz, es decir,
[y, 22 < lloeg [z |l Woq, x; € E.

2.2.4. Los espacios LP

Para el examen de nuestras variables de estudio, introducimos
algunas definiciones de espacio de medida, espacio de funciones medibles.
En la bibliografia, se citan algunas fuentes consultadas, como (Adams,

1975), (Brezis, 2010), (Evans, 1997) y (Lax y Milgram, 2001).

Definicion 2.2.4.1. (Espacio £(Q))
Sea (Q, A, 1) un espacio de medida. El espacio £(Q) se define como

el espacio de u —funciones medibles tales que |u| es integrable.
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Observacién 2.2.4.1.

Se dice que dos funciones en L(Q) son p-equivalentes si son iguales
u-c.t.p (casi en todas partes). Esta es una relacion de equivalencia sobre
L(Q), donde se permite definir el conjunto de clases de equivalencia

LMQ): = L(Q)/~.

Definicion 2.2.4.2. (Espacio LP(Q))
Sea p un numero real tal que 1 < p < + . El espacio LP(Q) consta

de todas las funciones medibles tales que |u|? € L'(Q), es decir.
LP(Q) := {u: Q - R/u es medible y f lu(x)|Pdx < +00}
QO

con norma

1/p
[ull» = <f |u(x)|pdx> .
Q

Observacion 2.2.4.2.
Si p = 2 el espacio L?(Q) es un espacio de Hilbert con producto

escalar definido por
(u,v) = fu(x)v(x)dx.
Q

Ademas, usamos la notacion: || |z =1 |l
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Definicion 2.2.4.3. (Espacio L*(Q))
El espacio de funciones esencialmente acotadas, denotado por
L (Q), es definido por
L®(Q) :={u:Q > R/ues medibley |u| < C c.t.p.en Q}
con norma

|||l o := ess suplu(x)| = inf{C: |[u(x)| < C c.t.p.en Q}
X€EQ

Observacion 2.2.4.3.

Sil<p<+ o L*(Q)esun espacio de Banach.

2.2.5. Teoria de operadores

Para el analisis de nuestras variables de estudio, introducimos
algunas definiciones como operador lineal, operador lineal acotado,
funcional lineal y espacio dual. También se definen las formas bilineales
coercitivas. En la bibliografia, se anotan algunas fuentes consultadas, como

(Brezis, 2010), (Conway, 1985) y (Kreyszig, 1978).

Definicion 2.2.5.1. (Operador lineal A)
Un operador A es lineal si:
i) El dominio dom(A) es un espacio vectorial y el rango ran(A) esta en un

espacio vectorial sobre el mismo campo K de escalares, donde K = R o C.

ii) Para todo x,, x, € dom(A) y escalares A,
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AQAx; + x3) = A (x1) + A(xy).

Definicién 2.2.5.2. (Operador lineal acotado)
Sean E; y E, espacios normados y A:dom(A) c E; » E, un
operador lineal. Se dice que el operador A es acotado si existe un nimero

real 1 > 0 tal que

[[Ax1 |l < Allx4]l, V x; € dom(A) .

Definicion 2.2.5.3. (Operador acotado inferiormente)
Sean E; y E, espacios normados. Se dice una aplicacion lineal
A: E; - E, esta acotada inferiormente si existe una constante real 1 > 0 tal

que

Allx |l < |Ax.|l Vx, € E;.

Definicion 2.2.5.4. (Funcional lineal F)
Un funcional lineal F es un operador lineal con dominio en un

espacio vectorial E y rango en el campo de escalares K de E es decir,

F:dom(F)cE - K

Definicion 2.2.5.5. (Espacio dual E¥)
El conjunto de todos los funcionales lineales y continuos definidos

en un espacio vectorial E puede transformarse en un espacio vectorial.
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Este espacio se denota por E* y se denomina espacio topoldgico dual de E

0, para abreviar, dual de E.

Definicién 2.2.5.6. (Forma Bilineal T:E X E - R)

Sea E un espacio vectorial sobre R. Una forma bilineal (o funcional)
es una aplicacion

T:-EXE->R

Lo que verifica que: para todo x;, x,,x3 € Ey a € R,
a) T(xq + x3,x3) = T(x1,x3) + T(xy,x3)
b) T(xy, x5 + x3) = T(xq, %) + T(xq, x3)
c) T(ouxy, x3) = oaT (x4, x7)

d) T(x,, axy) = oT (xq,x5)

Definicion 2.2.5.7. (Formas bilineales acotadas en E )
Si E es un espacio vectorial normado de norma || || y existe un
namero real a > 0, tal que para todo x,,x, € E se cumple lo siguiente:
IT(xq, x| < allxq |l
se dice que T es acotado y su norma esta definida por

|T(x1; x2)|

Tl = :
xl,xZEE—{O} ||x1|| ||x2||
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Definicién 2.2.5.8. (Forma bilineal coercivaen E)
Sea E un espacio vectorial sobre Ry T:E X E - R una forma
bilineal. Se dice que T es coerciva si existe una constante a > 0 tal que

T(x1,%1) = allx,||* Vx; €E.

Observacion 2.2.5.1.
El producto interno de la aplicacion es una forma bilineal, acotada y

coerciva.

Proposicién 2.2.5.1.
Sean E; y E, espacios normados. Una transformacion lineal T: E; —
E, acotada inferiormente admite una inversa continua T~':ran(T) c E, —

E,.

Demostracion. Suponemos que T esta acotada inferiormente. Entonces
existe una constante 1 > 0, tal que

x|l < ITx4]l VX, € E4 (2.1)
Entonces, haciendo uso de (2.1) se tiene que x; € N(T) © Tx; = 05, ©
ITx1ll =0 = |lx,]l =0 © x; = 0z, luego N(T) =0y en consecuencia T

es inyectiva. Por lo tanto, existe T~1:ran(T) c E, — E;.

Ademas, (2.1) es equivalente a

1
1T 12,0l < = llx2ll VX, € E,.
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Es decir, T~! esta acotada y, por lo tanto, es continua.

Proposicién 2.2.5.2.
Sea E un espacio de Banach y T:E — E un operador lineal y
continuo. Si T es acotado inferiormente, entonces ran(T) c E; es cerrado

enkE

Demostracion. Sea (y,) sucesion en ran(T) tal que y, = vy, y € E,. Al ser
T acotado por debajo, por la proposicion 2.2.5.1 se sabe que T es inyectivo,
por lo que existe una Unica sucesion (x,,) en E; tal que y, = T(x,) Vn € N.
Usando una vez mas la proposicion 2.2.5.1 se tiene

lyn = ymll = IT () = TGe) Il = 11T G — ) |1 = Al — 2l
Pero (y,) es Cauchy, y de la desigualdad anterior se sigue que (x,)

también es Cauchy.

Luego, como E, es de Hilbert, (x,,) converge a algin x € E;; y como T es
continua
y= lim y, = lim T(x,) = T( lim xn) = Tx.
n —oo n —oo n -oo

Es decir, y € ran(T) y por lo tanto, ran(T) es cerrado.

21



2.2.6. Conceptualizacion de Riesz Frigyes para funcionales en los
Espacios de Hilbert David

Para el andlisis de las variables de nuestro estudio, introducimos
algunas definiciones como la suma directa. También la conceptualizacion
de Frigyes Riesz. Algunas fuentes consultadas son citadas en la

bibliografia, como (Adams, 1975) y (Brezis, 2010).

Definicion 2.2.6.1. (Suma directa de dos subespacios E; y E, )

Un espacio vectorial E se dice que tiene suma directa de dos
subespacios E; y E, de E, y se escribe E = E; @ E,, si cada x € E tiene
una representacion unica

x =xq +x, CONX, €EEq, x; €E,.

Observacion 2.2.6.1.
E, se llama complemento algebraico de E; en E y viceversa; E, Yy E,
es llamado el par complementario de subespacios en E.
En el caso de un espacio de Hilbert E, el interés radica en las
representaciones de E como una suma directa de un subespacio cerrado
E, y su complemento ortogonal
E{f ={x, €E/x, L E},

gue es el conjunto de todos los vectores ortogonales a E; .
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Teorema 2.2.6.1. (Suma directa de dos subespacios cerrados)

Sea E; cualquier subespacio cerrado de un espacio de Hilbert E.
Entonces

E=FE QE,,
Con E, = E}.
Demostracion. Como E es completo y E; es cerrado, entonces E; es
completo. Ademas E; es convexo, lo que implica que para todo x € E existe
un x; € E; tal que x, = x — x; es ortogonal a E; entonces
X =x1+ Xy,
Donde x, € E, = Ef. Para probar la unicidad, se asume que
X=x1+x, =% +x3,

donde x,,x; € E; Y x,,x, € E,. Entonces x; —x; = x; —x,. Como x; —
x; €E; yx; —x, €E,, se ve que x; —x; € E; NEj = {0g }. Esto implica

que x; = x; . Asi, se tiene que x, = x;.

Proposicién 2.2.6.1. (Teorema de conceptualizacién de Riesz Frigyes
para funcionales en los espacios de Hilbert David)
Cada funcional lineal acotado f en un espacio de Hilbert E se puede

simbolizar en términos del producto interno, mas precisamente

f(x1) = (xq,x3) (2.2)

23



donde x; depende de f, esta determinada Unicamente por f y tiene norma
lloes |l = II£1l. (2.3)

Demostracion. La prueba de la proposicion se realiza en 3 partes:
a) f tiene una conceptualizacién Unica dada por (2.2),
b) x5 en (2.2) es Unico,
c¢) la formula (2.3) se cumple.
a) Si f = 0en E, entonces haciendo x; = 0, se tiene que

flx1) =0=1(xy,05) y lIfll =0 = [lxs]l.
Por lo tanto, se cumple (2.2) y (2.3).
Si f # 0. Se nota que x5 # 0, ya que si {(x;, x3) = 0 para todo x, se tendria
gue f(x;) = 0. Ademas, si x; tiene la propiedad de que (x;,x3) = 0 para
todo x, se tendria que f(x;) =0, entonces se deduce que x; L N(f),
donde N(f) es el nucleo de f.
Como f # 0 implica que existe x; € E tal que f(x;) #0, asi N(f) # E.
Ademas, se tiene que N(f) es un espacio vectorial cerrado. Entonces, por
el teorema 2.2.6.1. se concluye que N(f)* # {0}. Asi, N(f)* contiene un
xXo # Op.
Considerando el elemento

xa = f(x)x0 — f(xo)x1, x9 € N(f)F,

donde x; € E es arbitrario. Aplicando f a x,, se tiene que
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f (x) = fF(f(x)x0 — f(x0)x1)
= f(f(x1)x0) — f(f (xp)x1)
= fx)f(x0) — f(xo) f(x1)

= 0.
Esto demuestra que x, € N(f). Como x, € N(f)* tenemos
0 = (x4, %)
= (f (x1)xo — f(x0)x1, %)
= (f (x1)x0, %) — (f (x0)x1, X0)
= f(x)(x0, x0) — f (x0){x1, X0)
= f G llxoll? = (f (xo)x1, xo)-

Tenga en cuenta que ||x,]|? # 0, entonces

FG)
f(xl) = W(xpxo)

£(x0)
flxy) = me(o

Por lo tanto, si establecemos x, = lfl‘f‘ﬁg X, entonces, dado que x; fue
0

elegido arbitrariamente, podemos concluir que

f(xy) = (x1,%;) Vx, €E.

(b) Se probara que x, es unico. Asumiendo que para todo x; € E,

f(xl) = (xlixé) = (Xl,xé’
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entonces
(le xé) (X1,x ) - 0
(x1,x5 —x5)=0

Escogiendo en particular x; = x;, — x;/, se tiene
(x3 — x5, x5 — x3) = llxy — %7 II> = 0.

Asi, x; — x5 = 0y vy, por lo tanto, x; = x;'.

(c) Sea f # 0. Entonces x, # 0. Utilizando (2.2), con x; = x, por ser f
acotado se tiene

2117 = {xz, x2) = f(x2) < Il x2l,
Como ||x,]| # 0, entonces dividiendo por ||x,||,

lle2 1l < I£1I
Por otro lado, de (2.2) y la desigualdad de Schwarz se tiene
If Ge) | = [{xg, x < Mg [l

Aplicando el supremo en el conjunto {x; € E/|lx,|l = 1},

[{x1, x2)

|x1|| S PATTEA]] MIEA

Ifll = < Il
Asi, [If1l = llx,l.

2.2.7. Ecuaciones diferenciales
Para el andlisis de nuestras variables de estudio, introducimos

algunas definiciones como la ecuacion diferencial ordinaria y la ecuacion
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diferencial parcial de segundo ordeny sus clasificaciones. En la bibliografia,
se citan algunas fuentes consultadas, como (Guedes, 1997), (I6rio, 1999) y

(Sotomayor, 1979).

Definicién 2.2.7.1. (Ecuacion diferencial)
Una ecuacion que contiene las derivadas de una (o mas variables
dependientes) con respecto a una variable independiente es una ecuacion

diferencial ordinaria (o parcial, respectivamente).

Definiciones 2.2.7.2. (Ecuacién diferencial parcial, orden y linealidad)

Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una relacion de la forma

G (xl, ey Xy Uy Uy, "'luxn'uxT1' ""ux,T") =0,

0Mu
ax™

1

Donde u = u(xq, ..., x,), uU,m = son las derivadas parciales de u
1 n x]

m; + -+ m, < o,

El orden de una EDP es el orden de la derivada mas grande que aparece

en la ecuacion

La EDP es lineal si es lineal en la funcion desconocida y todas sus

derivadas, con coeficientes que dependen de las variables independientes.

Ejemplo 2.2.7.1.

d0%u 2

u
1. a—xlz+2x1xza—x%+u= 1
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3u N 0*u
: x
dx20x, =~ ox2

3 0%u 3+6 Fu
©\0x? 6x16x22_x1

A 62u+ ou
" Ox? 1o, T

2

+ 8u = 5x,

X1

Las EDP 1y 2 son lineales, mientras las EDP 3y 4 no lo son. Las EDP 1,

2y 4 son de segundo orden, mientras que la EDP 3 es de tercer orden.

Definicion 2.2.7.3. (Forma general de una ecuacioén diferencial parcial
de segundo orden)

La forma general de una ecuacion diferencial en derivadas parciales
(EDP) de segundo orden con dos variables independientes, x; y x, €s

62u+b 0%u N 62u+d6u+ ou B
aaxf 0x, 0x, ¢ dx? 0x, ¢ 0x, fu=g,

En donde q, b, c, ..., g son funciones de x, y x,.

Cuando g(x;,x,) =0, se dice que la ecuacion es homogénea; de lo

contrario no homogénea.

Definicion 2.2.7.4. (Clasificacibn de una ecuacion en derivadas
parciales de segundo orden)

La ecuacién en derivadas parciales lineal y de segundo orden
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0%u b 0%u N 0%u ou ou
¢ 0x? 0x, 0x, ¢ dx2 0x;  0x,

donde a, b, ¢, d, ey f son constantes reales, es
Hiperbdlica si b? — 4ac > 0,
Parabodlica si b? — 4ac = 0,

Eliptica si b? — 4ac < 0.

Definicion 2.2.7.5. (Solucion de una ecuacion diferencial)

Cuando una funcién x, = g(x,), definida en un dominio Q, se
sustituye en una ecuacion diferencial y transforma esta ecuacion en una
identidad, se dice que es una solucion de la ecuacion diferencial en el
dominio Q. Ademas, decimos que x, = g(x;) satisface la ecuacién

diferencial.

2.2.7.1. Problemas de valor Inicial

A menudo, interesa resolver una ecuacion diferencial sujeta a
condiciones prescritas, que son las condiciones impuestas sobre la funcion
o sobre sus derivadas. Algunas fuentes consultadas se citan en la

bibliografia, como (Brezis, 2010) y (Gilbarg y Trudinger, 2001).

Definicion 2.2.7.1.1. (Problemas de valor inicial)

Dado el intervalo I, que contiene x,, el problema:

Resolver: == = g(x,y,y’,...,y®D)

dTL
dx™
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sujeta a: y(xo) = yo, ¥’ (o) = y1, -, YV (%) = Yp1,

donde y,, 4, ..., ¥n—1 SON constantes reales especificadas arbitrariamente,
se denomina problema de valor inicial. Los valores dados de la funcién
desconocida y(x), y de sus n — 1 primeras derivadas en un solo punto
x0: ¥(x0) = V0, V' (x0) = ¥4, ., Y@V (x,) = y,_, se denominan condiciones

iniciales.

2.2.7.2. Condiciones de Gustav Lejeune Dirichlet y Carl Neumann
Para el analisis de nuestras variables de estudio, introducimos

algunas definiciones condiciones de Gustav Dirichlet y Carl Neumann. En

la bibliografia se citan algunas fuentes consultadas, como (Brezis, 2010) y

(I6rio, 1999).

Definicion 2.2.7.2.1. (Condiciones de Gustav Lejeune Dirichlet)
Cuando las condiciones de borde (o de contorno) solo implican

restricciones sobre la funcién desconocida y no se requiere ninguna

condicion sobre los valores de borde de sus derivadas, entonces estas

condiciones se denominan condiciones de Gustav Dirichlet.

Definicion 2.2.7.2.2. (Condiciones de Carl Neumann)
Cuando las condiciones de borde implican solo restricciones sobre

las derivadas de la funcion desconocida y no se requiere ninguna condicion
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sobre los valores de borde de la funciéon, entonces estas condiciones se

denominan condiciones de Carl Neumann.

2.2.8. Distribuciones D'(Q)

En esta seccidn encontrara las definiciones y propiedades relativas
a las variables de estudio que son las distribuciones, necesarias en esta
teoria. En la bibliografia, se citan algunas fuentes consultadas, como (Dijk,

2013), (Duistermaat y Kolk, 2010), (Hounie, 1979) y (Kinnunen, 2020).

A partir de ahora, Q expresara un subconjunto abierto de R™ con n =

1,2,..,n.

Definicién 2.2.8.1. (Operador diferencial D#)
Sea ¢:Q - R una funcion y B = (B4, ..., B,) € N® un multiindice de

orden

1Bl = B1 + - + Bn.

El operador diferencial DP esta definido por

- = axfl ...ax,‘j"q;(x)

Definicion 2.2.8.2. (Soporte de una funcién sop(¢))

Sea ¢:Q — R. Defina el soporte de ¢, sop(¢), como el conjunto

sop($) = {x € Q/p(x) # O}.
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Si sop(¢) esta acotado, se sigue que es compacto, en cuyo caso decimos

que ¢ tiene soporte compacto.

Definicion 2.2.8.3. (Espacio de funciones test D(Q))
Una funcion test ¢:Q - R es una funcién de C*(Q) con soporte
compacto en Q. El conjunto de todas las funciones test de denota como

D(Q).

Definicién 2.2.8.4. (Convergencia en D(Q))

Sean ¢; y ¢ contenidos en D(Q) para todo j € N. Decimos que la
sucesion (qu) converge ¢ en D(Q), si existe un conjunto compacto K c R"
tal que Sop(cl)j) C K para toda j y si para cada multiindice a la sucesion

(D"‘cbj) converge uniformemente a D*¢ en K. Esta convergencia se denota

$; = ¢ en D(Q).

Definicion 2.2.8.5. (Distribucién D'(Q))
Se dice una funcional lineal T: D(2) - R es una distribucion en , si

T es continua en D(Q), en el siguiente sentido:

¢; = ¢ en D(Q) implica T($;) - T(P).

2.2.8.1. Derivadas de distribuciones DAT
Las funciones localmente integrables se utilizaran para construir

ciertas propiedades de las distribuciones en general. Recuerde que si la
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funcién g: Q — R tiene una primera derivada continua en Q, entonces la
derivada de g es localmente integrable.

Sea Q un conjunto abierto y acotado, entonces si ¢ € D(Q),
integrando por partes, paratodoi = 1,2,...,n, obtenemos

20

d 0 d
2 @) = f 7L () pG)dx = gIWan ~ jﬂg<x>a—i<x>dx - (52

Definicién 2.2.8.1.1. (Derivada distribucional DPT)
Considere T:D(Q) » R una distribucion y B e N". La derivada
distribucional DPT se define como
DBT:D(Q) - R

¢ = DBT(¢) = (—1)BIT(DB).

2.2.9. Espacios de Sobolev Serguéi

Para el analisis de nuestro estudio, se incluyen algunas
descripciones como la derivada extendida, los espacios de Sobolev
Serguéi, y asi mismo, la desigualdad de Henry Poincaré. En la bibliografia,
se citan algunas fuentes consultadas, como (Adams, 1975), (Brezis, 2010),

(Evans, 1997), (Kinnunen, 2020) y (Lax y Milgram, 2001).
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Definicién 2.2.9.1. (Derivada generalizada o extendida)
Sean w,v € L},.(Q) y B un multiindice. Decimos que v es la
B —ésima derivada parcial extendida de u, si u y v verifica la siguiente

igualdad:
quB¢ dx = (—1)IBl J v dx, V € Cy°,
Q Q

y se escribe DPu = v en sentido extendido.

Observacion 2.2.9.1.
Por simplicidad, se usa la misma notacion para la derivada extendida

y clasica, a menos que esto cause cierta confusion.

Definicién 2.2.9.2. (Espacios de Sobolev Serguéi W™?(Q))
Seap€eRconl<p <+ oc0ymun entero no negativo. El espacio
de Sobolev W™P(Q) consta de todas las funciones u € L?(Q) tales que,
para cualquier multiindice § con |B| < m, DPu en el sentido generalizado
pertenece a L?(Q), es decir,
wmP(Q) = {u € LP(Q)/DPu € LP, VB con |B| < m},

gue es un espacio normado para la norma

lullmo = > I0Fu]l, ] L 1<p <o,

0<|Blsm
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llullyme = osrf};?é(m”Dﬁ””Lw'

Observacion 2.2.9.2.
1) Si1l<p < +o0, W™P(Q) es un espacio de Banach.
2) Se espacio W™2(Q) se denota por H"(Q)) y esta dotado del producto

escalar

(w, v)ym = Z (DFu, DFv) ,

0<|Blsm

Por tanto, H™ () es un espacio de Hilbert.

Definicién 2.2.9.3. (Espacios de Sobolev Serguéi W(I,"’(Q))
SeapeRcon1<p<+o. El espacio de Sobolev Wol'p(ﬂ) se
define como la clausura de C3(Q) en W™P(Q). Se escribe Hj(Q) en lugar

de W,"*(Q).

Proposicién 2.2.9.1 (Desigualdad de Henry Poincaré)
Seal<p<+o yQun conjunto abierto y acotado. Entonces

existe una constante C (dependiente de Qv p) tal que

lullr < CliVullp Yu € W,"P(Q).

Observaciéon 2.2.9.3.
La expresion ||Vu||,» es una norma en Wol"’ (Q) y es equivalente a la

norma ||u|ly 1e.
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CAPITULO Il

METODO O PROCEDIMIENTO

3.1. Enfoque metodolégico

En el desarrollo de esta tesis, se usé el método deductivo para
demostrar la existencia y unicidad de una solucion universal en problemas
de contorno y sus aplicaciones a ecuaciones diferenciales. Este método
consiste en definir primero un marco funcional para obtener una solucién
extendida en lugar de una solucion tradicional, asi se prueba la existencia
y unicidad de una solucion universal. De manera similar, el teorema de Lax
Peter - Milgram Arthur se usa como modelo para probar y lograr los

propdsitos de los problemas de contorno.

3.1.1. Procedimiento deductivo
a) Deduccion

Constituyen las definiciones y enunciados de problemas
variacionales, asi como las reglas l6gico-matematicas. Del mismo modo,
ajustamos los problemas a las restricciones de contorno de Gustav Lejeune

Dirichlet y Carl Neumann.
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b) Revision bibliografica

Libros, revistas especializadas y articulos cientificos han sido objeto
de una revisién exhaustiva que, gracias a su fiabilidad, ha validado los
conceptos y un conjunto de propuestas sobre la existencia y unicidad de la

solucion de dificultades de contorno en las ecuaciones diferenciales.

c) Generalizacion
La solucion del problema variacional se extendié en forma de
proposicion, es decir, sobre la base de las reglas I6gico-matematicas, se

constituyo la existencia y la unicidad.

d) Analogia

Las nociones de solucion tradicional de la ecuaciéon diferencia y

solucion extendida en espacios de Sobolev Serguéi estan vinculadas.
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CAPITULO IV

RESULTADOS

4.1. Descripcién

4.1.1 Existencia de una representacion unica de un funcional lineal
acotado y coercivo como una aplicacion bilineal en espacios de

Hilbert David

Proposicion 4.1.1.1 (Teorema de Lax Peter-Milgram Arthur en espacios
de Hilbert David)

Sea H un espacio real de Hilberty T: H x H - R una forma bilineal,
acotada y coerciva. Si ¢: H - R es un funcional lineal acotado, entonces
existe v, € H Unico tal que

T(u,vy) = @(u)Vu€eH. (4.2)

Ademas, si T es simétrica, entonces v, esta representado por

2T (v, v0) — 9(vp) = min {3T(w,v) — p(w)}. (4.2)

Demostracion. Fijando v € H definimos la aplicacién T,: H - R como
T,(u) = T(u,v). Como T es lineal y continuo, T, es lineal y continuo. Segun
el teorema de conceptualizacion de Frigyes Riesz, encontramos un Unico

elemento z € H tal que



T(u,v) = T,(u) =(u,z) Vu€ H. (4.3)
Este procedimiento se puede realizar para cada v € H, entonces el
operador A:H —» H se puede definir dado por A(v) =z, donde z esta
determinado por (4.3).
Se verifica que A es un operador lineal acotado. En efecto, siA; ER Y
v,,V, € H, se tiene que para todo u € H:
(A\vy +v,),u) = T\ vy + vy, u)
=NMT(vy,u) + T(vy,u)
= L (A(vy),u) + (A(vy), u)
= (MAWy) + A(vy), u).
Ademas, como T es acotada existe la constante 1, > 0
A2 = (A(v), A(W)) = T (v, A(W)) < AIIwIIAM)I,
por tanto
|[A(w)|l < A,|lvl] Vv € H,y en consecuencia A es acotada.
Por otra parte, como T es coerciva, existe una constante A; > 0 tal
que
Allvll? < T(w,v) = (AW), v) < [A@)IIIIVII,
luego, As|lv]| < ||[A(v)]|, en consecuencia A es acotado por debajo. Asi, por
la proposicién 2.2.5.1. se tiene que A tiene inversa continua. Ademas,

ran(A) es cerrado por la proposicion 2.2.5.2.
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Comprobamos que ran(A) = H. Supongamos que ran(A4) no esta
contenido en H. Entonces como ran(A4) es cerrado, existiria un elemento
w#0 € H, con w € R(4)+, entonces A;|lw||? < T(w,w) = (A(w),w) =0,
por lo que w debe ser cero, lo cual es una contradiccion. Asi, ran(4) = H.
Ahora, nuevamente por el teorema de conceptualizacion de Riesz Frigyes,
encontramos un unico elemento z € H tal que

@(u) =(u,z) Vu€H.
Pero, como ran(4) = H y A es invertible, existe un Unico v, € H tal que
A(v,) = z, entonces
T(u,vo) = (w,A(vo)) = (u,2) = p(u) Vu€H,

es decir, (4.1) se cumple.

Para el segundo segmento de la proposicion, suponga que es T

simétrica, es decir, T(u,v) =T(v,u) Vu,vE€H. Sean u€e Hy A, €ER, y

definimos el funcional J: H - R por J(u) = %T(u, u) — ¢(u), entonces

1
J(au+vy) = ET(L,u + Vg, Agu + vy) — (A u + vy)

1 A2
= ET(UO' Vo) + T(Au, vp) + %T(u, u) — A0 (W) — @(vy)

2

Ay
= J(Wp) + AT (u, vy) — (W)] + TT(u, u).

En particular, cuando A, = 1 obtenemos
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Gt vg) = J(w) + 5T ) 2 J(vo) Vu € H,

lo que nos dice que v, minimiza J, es decir,

%T(vo, Vo) — ¢(vo) = min {%T(vl v) = 90(”)}-

4.1.2. Existenciay unicidad de la solucion extendida de problemas de
contorno de ecuaciones diferenciales ordinarias
Sea el intervalo I =]0,1[ y considere el problema de contorno

homogéneo, del tipo Gustav Lejeune Dirichlet:

—u'(x) + u(x) = f(x) enl
{ u(0) = u(1) = 0, (4.4)

donde f:1 - R es una funciéon de L2(1).

Proposicién 4.1.2.1. En el problema (4.4), existe u € Hg(I) Gnica solucién
extendida. Ademas, u esta dada por

1 ! 1 !

—f(u2 +u2)dx—ffudx = min —f(v2 +v2)dx—ffvdx

2) I veHs() (2 J; 1
Demostracion. Multiplicando ambos lados de la ecuacion (4.4), por una
funcién v € H;(1), obtenemos que

—u"v+uv = fv.

Entonces, integrando en el intervalo I, obtenemos

f—u”vdx + fuv dx = ffv dx,
1 1 1
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y al integrar por partes en la primera integral, tenemos que

fu’v’dx + fu vdx = jfv dx.
I I I

Asi, en la representacion variacional de (4.4) se plantea el problema: Sea
f una funcién de L?(I). Encuentre una funciéon u € Hé(l) tal que:

Jju'v'dx + [uvdx = [, fvdx, Vv € He (D). (4.5)
La funcion u que resuelve esta dificultad se denomina solucidon
generalizada o extendida de la ecuacion (4.4).

Acordarse que el espacio Hy (1) esta dotado del producto escalar

(u, U)H(} = J-u’v’dx + J-u vdx.
I I

Asi, definimos la estructura de T como

T(w,v) = (W V)1, (4.6)
la cual, por proceso, es bilineal, continua y coerciva.
Ahora, el funcional ¢ € (Hy(1))* esta definido por

@: H(D - R
v - @) =ffvdx

Con la forma bilineal en (4.6), la representacién variacional se escribe

T(u,v) = @(v). (4.7)
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Por la proposicion 4.1.1.1., entonces en el problema (4,7) existe un Unico

u € Hy(I). Ademas, dado que T es simétrico, u viene dado por.
1 1
—f(u’2 + u?)dx — ffu dx = min —j(v’2 + v?)dx — va dx
2 ! I veH? (2 I I

Esto prueba la proposicion 4.1.2.1., es decir, la existencia, unicidad y su
correspondiente representacion de la solucion extendida del problema

(4.4).

4.1.3. Existenciay unicidad de la solucion extendida de problemas de
contorno de una ecuacion diferencial parciales elipticas lineal

Sea (O c R™ abierto, acotado y con borde regular y considere el
problema de contorno homogéneo del tipo Gustav Lejeune Dirichlet:

{ —Au(x) +u(x) = g(x) en Q (4.8)

u(x) = 0 sobre 9Q,

donde g: Q — R es una funcién de L2(Q).

Proposicién 4.1.3.1. El problema (4.8), existe u € Hy () Unica solucién

extendida. Ademas, u esta dada por

1 1
—f(IVuI2 +u2)dx—fgudx = min {—f(IVv|2+v2)dx—fgvdx}
2J)q Q 2)q Q

vEHE ()

Demostracion. Procediendo andlogamente a la Proposicion 4.1.2.1 y
multiplicando ambos lados de la ecuacién (4.8) por una funcién v € Hg (),

obtenemos que
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—Aduv + uv = gv.
Entonces, integrando sobre el conjunto £, obtenemos
J,—Auv dx + [juvdx = [ gvdx,
y al integrar por partes en la primera integral, tenemos que
JoVu - Vvdx + [ uvdx = [, gvdx.
Asi, en la representacion variacional de (4.8) se plantea el problema: Sea
g € L*(). Encuentre una funcién u € Hy(Q) tal que
Jo Vu - Vvdx + [Juvdx = [, gvdx, Vv € Ho (). (4.9)
La funcion u que resuelve esta dificultad se denomina solucion extendida
de la ecuacion (4.8).
Acordarse que el espacio Hy () esta dotado del producto escalar
(W Vi) = Jo Vu - Vvdx + [ uvdx.
Asi definimos la estructura T como
T(u,v) = (u, v)H&(Q) (4.10)
la cual, por proceso, es bilineal, continua y coerciva.
Ahora, el funcional ¢ € (Hj(Q))* esta definido por

@: H}(Q) - R
v —><p(v)=fgvdx
Q

Con la forma bilineal en (4.10), la representacién variacional se escribe

T(u,v) = @(v). (4.12)
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Por la proposicion 4.1.1.1., entonces en el problema (4.11) existe un Unico

u € Hy(Q). Ademas, dado que T es simétrico, u viene dado por

1 1
—j(IVuI2 +u2)dx—fgudx = min {—j(IVv|2+v2)dx—ngdx}
2Jq Q 2Jq Q

vEHE(Q)

Esto prueba la proposicion 4.1.3.1., es decir, la existencia, unicidad y su
correspondiente representacion de la solucion extendida del problema

(4.8).

4.1.4 Problema de contorno de la ecuacion diferencial parcial eliptica
general de segundo orden.

Sean Q c R™ un subconjunto abierto acotadoy h € L%*(Q). Dados las
funciones a;;(x) € c'(Q), 1< i,j <n, satisfaciendo la condicion de
elipticidad

n
Z a;je:€; = alel?, Ve € R™ cona > 0.
=1
Dado a, € C(Q), con a, = 0, se plantea el problema: encontrar una funcién

u: Q - R el cual satisface

0 ou _h Q
- z a_x](al] a—xl> + agu = en (412)

i,j=1
u=0 sobred)
Proposicién 4.1.4.1. En el problema (4.12) existe u € Hy () Gnica solucién

extendida. Ademas, si la matriz (a;;) es simétrica, u esta dada por
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11 Zn: 6u6u+ g fhd
2 ). ”66 agu? |dx u dx

ij=1

] 1f Zn: dv dv 4 2\ 4 Jh d
= = v X — vax
verII:Ilé?Q) 2J)q = % 5, d0x; 6 ay

Demostracion. Al igual que en el problema de contorno homogéneo, se

puede conseguir la siguiente representacion variacional:

n
ou 0
f Z aij “ vdx+j aguv dx—jhv dx, Vv eH; 0 (Q) (4.13)
ol dx; ;0 Q

y se dice que una funcionu € H}(Q) que satisface (4.13) es una solucion
extendida de (4.12).

Como aq, = 0 en (, se puede definir la forma bilineal y acotada

du dv
T(u,v) —f Z @ij 5 ¥ dx+fa0uv dx.
j Q

i,j=1
La coerciva deT se sigue del supuesto de elipticidad, dea, =0 y de la
proposicion 2.2.9.1.
Ahora, el funcional ¢ € (Hé(ﬂ))* esta definido por:

@: H - R
v H(p(v)thvdx
Q

Con la forma bilineal en (4.13), la representacion variacional se escribe

T(u,v) = o). (4.14)
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Por la proposicién 4.1.1.1. entonces en el problema (4.14) existe un Unico
u € H{(Q). Ademas, como la matriz (a;;) es simétrica entonces T es

simétrica, u viene dado por

1j Zn: 6u6u+ d fhd
2 ). ”66 aou? |dx u dx

]_

B ) 1j i dv dv 4 2\ 4 Jh d
" penge | 2o\ Lo Wox oxg TV T
i,j=

Esto prueba la proposicion 4.1.4.1., es decir, la existencia, unicidad y su
correspondiente representacion de la solucion extendida del problema

(4.12).
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CAPITULO V

ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

El propdsito de esta tesis fue aplicar el teorema de Lax Peter -
Milgram Arthur a ecuaciones diferenciales. Para la demostracion del
teorema, se obtuvo la minimizacion de algunos funcionales, lo cual fue util
para su aplicacion. En esta relacion, las formas bilineales son simétricas, lo
gue es particularmente interesante en el teorema. Lo coercivo es necesario
para que dicho minimo sea unico del funcional. Este resultado es
consistente con los obtenidos en este campo de investigacion por otros
matematicos, por ejemplo, (Adams, 1975), (Brezis, 2010), (Collantes y

Coronel, 2010), (Eboli, 2021), (Gilbarg y Trudinger, 2001) y (Lax, 2001).

En la ecuacion homogénea del tipo Gustav Lejeune Dirichlet, es un
problema de valores de contorno bien definido, es decir que tiene solucion
y es Unica. En el caso del presente estudio, obtuvimos que el problema
admite solucion extendida en el espacio de Sobolev Serguéi de orden uno
de las funciones que se anula en el contorno Hj(Q). Por otro lado, para
lograr esto, se siguié el siguiente procedimiento. inicialmente, para la

elaboracién del problema variacional se utilizaron funciones en espacios de
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Serguéi Sobolev de orden uno, que permitian la integracién por partes. Por
lo tanto, se determiné la formulacién variacional. En el segundo paso, se
construye una forma bilineal continuo y coercivo, en un espacio de Sobolev
Serguéi de orden uno que se anulan en la frontera, y se define una forma
lineal en el espacio dual de H} (). Luego, se aplica el teorema de Lax Peter
- Milgram Arthur, que prueba la existencia de una solucion unica en el
espacio de Sobolev Serquéi de orden uno. Obtenemos asi la existencia y

unicidad de una solucion extendida.

Para el problema de contorno de la ecuacion diferencial eliptica lineal
de segundo orden, la elipticidad de este estudio significa que, para cada
punto del conjunto abierto, la matriz simétrica es definida positiva. En el
caso del presente problema de contorno, obtuvimos que la solucion admite
una solucion generalizada en el espacio de Sobolev Serguéi de orden uno
de las funciones que se anulan en la frontera, H} (). Por otro lado, para
lograr esto, se sigui6 con el siguiente procedimiento. Inicialmente, para la
elaboracién del problema variacional se utilizaron las funciones en los
espacios de Sobolev Serguéi que permiten la integracion por partes,
multiplicando los dos miembros de la ecuacion por funciones en los
espacios de Sobolev Serguéi de orden 1. Por tanto, la formulacién
variacional es determinado. En el segundo paso, se define una forma

bilineal acotada, en el espacio de Sobolev Serguéi de orden uno que se
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anula en su contorno, la cual es coerciva por la hipotesis de elipticidad y la
desigualdad de Henry Poincaré. De la misma manera, se ha definido una
forma lineal en el espacio dual de H} (), luego se aplica el teorema de Lax
Peter - Milgram Arthur, que prueba la existencia de una solucién Unica en
el espacio de Sobolev Serguéi de orden 1. Asi la existencia y unicidad de

la solucién extendida.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES

Primera. El teorema de Lax Peter - Milgram Arthur es una ampliacién
del teorema de conceptualizacion de Riesz Frigyes que establece una
imagen unica de un funcional lineal acotado y coercivo como una aplicacion

bilineal sobre los espacios de Hilbert David.

Segunda. En la proposicion 4.1.2.1, el teorema de Lax Peter -
Milgram Arthur verifica la existencia, unicidad y representacion de la
solucion extendida para los problemas con valores de contorno de las

ecuaciones diferenciales ordinarias.

Tercera. En la proposicion 4.1.3.1. y la proposicion 4.1.4.1, el
teorema de Lax Peter - Milgram Arthur se usa para argumentar la
existencia, unicidad y representacion de la solucién extendida de las

ecuaciones diferenciales parciales elipticas lineales de segundo orden.



CAPITULO VII

RECOMENDACIONES

Primera. Hay generalizaciones del teorema de Lax Peter - Milgram
Arthur que podrian haberse desarrollado, por lo que se recomienda estudiar
extensiones de este teorema para obtener mejores resultados cuando se

aplica a las ecuaciones diferenciales.

Segunda. La teoria resultd ser amplia, por lo que, para desarrollar
la secuencia de encontrar soluciones a un problema variacional indefinido
de ecuaciones diferenciales, es necesario contar con mecanismos

suficientes como el analisis funcional, espacios de Hilbert David, etc.

Tercera. Se espera que esta investigacion se indague con el transito
de los afios, debido a sus variadas aplicaciones, por lo que se aconseja no
focalizar unicamente en el teorema de Lax Peter - Milgram Arthur como
apoyo para el estudio de resultados cualitativos de ecuaciones
diferenciales, y estudiar otros tratamientos que conducen a los mismos

resultados.
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