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RESUMEN

El objetivo de esta tesis es establecer los limites 6ptimos para la existencia de
soluciones en programas matematicos no lineales, teniendo en cuenta la
restriccion del procedimiento de resolucién grafica cuando la cantidad de
variables de decision es igual o mayor a tres, luego estuvieron disponible
principios mas absolutos para asegurar la realizacién de soluciones optimas en
programas no lineales que inevitablemente surgen en el uso de ingenieria, tales
como disefo de estructuras mecanicas, ingenieria eléctrica, matriz equilibrada y
asignacion de trafico. Se utiliza el método deductivo en el que se constituye una
funcién real de una variable vectorial delimitada en un conjunto de soluciones
factibles el cual es continua, acotada y cerrada, el programa no lineal tiene un
optimo global y se han utilizado programas matematicos no lineales para
contrastar la evidencia. Asimismo, cuando la cantidad de variables de decision
es mayor a dos, su enunciacion y resolucién se resolvié utilizando el software
LINGO. En consecuencia, las condiciones 6ptimas se establecieron utilizando el
teorema de Weierstrass para la existencia de soluciones globales minimas y
maximas. Asimismo, las situaciones bajo las cuales cada 6ptimo local es un
optimo global se establecieron utilizando el teorema de la programacién
convexa. Finalmente, las circunstancias 6ptimas fueron planteadas y resueltas
por ordenador en programas en programas matematicos no lineales como
LINGO.

Palabras clave: programacion no lineal, soluciones globales, optimos local y

global.
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ABSTRACT

The objective of this thesis is to establish the optimal limits for the existence of
solutions in nonlinear mathematical programs, taking into account the restriction
of the graphical resolution procedure when the number of decision variables is
equal to or greater than three, then more absolute principles were available to
ensure the realization of optimal solutions in nonlinear programs that inevitably
arise in the use of engineering, such as mechanical structure design, electrical
engineering, balanced matrix and traffic assignment. The deductive method is
used in which a real function of a vector variable is constituted delimited in a set
of feasible solutions which is continuous, bounded and closed, the nonlinear
program has a global optimum and nonlinear mathematical programs have been
used to contrast the evidence. Likewise, when the number of decision variables
is greater than two, its enunciation and resolution was solved using the LINGO
software. Consequently, the optimal conditions were established using the
Weierstrass theorem for the existence of minimum and maximum global
solutions. Furthermore, the situations under which each local optimum is a global
optimum were established using the convex programming theorem. Finally, the
optimal circumstances were posed and solved by computer in non-linear

mathematical programs such as LINGO.

Keywords: nonlinear programming, global solutions, local and global optima.
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CAPITULO 01: INTRODUCCION

1.1. Descripcion de la realidad problematica

La programacion matematica no lineal forma parte de la investigaciéon
operativa y también tiene como objetivo, al igual que la programacion lineal, de
proporcionar los alimentos que permitan encontrar los puntos 6ptimos para una
funcion objetivo. Esta funcion en programacion matematica no lineal puede ser

concava, convexa o ni concava ni convexa.

La programacion matematica no lineal es un proceso de resolucioén de un
sistema de igualdades y desigualdades sujeto a un conjunto de restricciones
sobre un conjunto de variables reales desconocidas, con una funcién objetivo a
optimizar, cuando una de las restricciones o la funcién objetivo es no lineal.
Asimismo, los problemas de programacion matematica no lineal se presentan de
muchas formas diferentes. A diferencia del método simplex de programacion
lineal, aun no existe un algoritmo que pueda resolver eficientemente todos estos

tipos de problemas.

Aunque las cuestiones de programacion matematica lineal son muy
comunes y cubren una amplia variedad de aplicaciones, en la vida real uno se
enfrenta frecuentemente a otro tipo de cuestiones que no son lineales. Cuando
el conjunto de restricciones, la funcion objetivo, o ambas, son no lineales,
hablamos de una cuestién de programacién no lineal. Asimismo, una cuestion
de programacion matematica no lineal se puede expresar como una cuestion de
maximizacion o minimizaciones y las restricciones de inecuaciones se pueden

escribir como
h;(x) >0parai=1,2,..,m.

Ante una cuestion oOptimo parece comprensible cuestionarse primero
sobre que variables podemos tener. Una vez reconocidos las variables de
resolucion, nos cuestionamos que punto de vista nos permite seleccionar la
mejor resolucion segun la finalidad a conseguir. Seguidamente, expresamos en
términos matematicos el problema que pretendemos resolver y preguntamos si
tiene solucién 6ptima y de ser asi, ¢Donde esta un punto extremo de la regién
de viabilidad?



Cuando tenemos un programa no lineal con dos variables de resolucion,

su solucién grafica puede darnos la respuesta.

Dado el inconveniente del procedimiento de solucion grafica cuando la
cantidad de variables de resolucion es igual o mayor a tres, es necesario contar
con puntos de vista mas absolutos que garanticen la existencia de soluciones
optimas de los programas no lineales. Pero en todo esta circunstancia, es natural

plantearse las siguientes preguntas.

1.2. Definicion del problema de investigaciéon

1.2.1. Problema general
¢, Como establecer condiciones Optimas para la existencia de soluciones en

programas matematicos no lineales?

1.2.2. Problema especifico

a) ;,Como establecer condiciones Optimas para la existencia de soluciones
minimas y maximas globales en programas matematicos no lineales?

b) ;Coémo formular y resolver condiciones optimas por computadora en

programas matematicos no lineales?

1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo General

Establecer condiciones éptimas para la existencia de soluciones en programas

matematicos no lineales.

1.3.2. Objetivos especificos

a) Establecer condiciones 6ptimas para la existencia de soluciones minimas y
maximas globales en programas matematicos no lineales.

b) Formular y resolver condiciones 6ptimas por computadora en programas

matematicos no lineales

1.4. Justificacion

Esta tesis de investigacion plantea un problema de optimizacion de la
existencia de soluciones en programas matematicos no lineales, el cual se
justifica porque accede a establecer propuestas que garanticen la existencia de
optimos globales, debido al inconveniente del procedimiento de resolucion de

graficos cuando la cantidad de variables es mayor o igual a tres. Por otro lado,



la exploracion esta presente en nuestro dia a dia como aerolineas, donde los
vuelos se disefian con la intencion de minimizar costos y maximizar ganancias.
En el ambito de la salud, los tratamientos contra el cancer pasan por un proceso
de optimizacién con el limite de minimizar sus efectos adversos en los pacientes.
Los inversores buscan minimizar los riesgos en sus decisiones garantizando al
mismo tiempo rentabilidades satisfactorias. Finalmente, esta tesis forma parte de
una linea de exploracion en el campo de los programas matematicos no lineales

que se imparten en las Universidades.



CAPITULO 02: FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Antecedentes de la investigacion

Castillo (2002), en su libro “Formulacién y Resolucion de Modelos de
Programacién Matematica en Ingenieria y Ciencia”, menciona que la finalidad
del modelo es reproducir la objetividad lo mas fielmente posible, tratando de
entender como se comporta en un universo real y obteniendo las respuestas que
se pueden esperar de ciertas acciones. En la practica se utilizan muchos tipos
de modelos, como modelos de inecuaciones diferenciales, modelos de
ecuaciones funcionales, modelos en diferencias y elementos finitos y modelos

de programacion matematica.

Gutiérrez (2022), en su tesis final pretende abordar el tema de “Programacién no
lineal”, en el que presenta un analisis detallado de la programacién no lineal,
conjuntos convexos, funciones y aplicaciones de ciertos algoritmos. La finalidad
de esta teoria es que cualquier persona con algunos conceptos de programacion
lineal pueda comprender las técnicas de programacion no lineal desarrolladas,

centrandose mas en la aplicacién de determinadas técnicas.

Cantu (1995), en su investigacion “Programacién no lineal”, sefiala que muchas
cuestiones del mundo real no pueden representarse o abordarse
adecuadamente en forma del programa lineal debido a la naturaleza no lineal de
la funcion objetivo 0 a una u otra de las restricciones. Los esfuerzos para resolver
eficientemente estas cuestiones no lineales han llevado a un rapido progreso en
las ultimas tres décadas. Esta teoria presenta estos desarrollos de manera légica

e independiente.

Banda & Rios (2015), en su investigacion “Existencia de una solucién en un
problema de optimizacion no lineal con restricciones de no negatividad”, sefialan
que en su teoria se presenta una formulacion matematica para la creacion de
portafolios de inversion 6ptimos en un mercado financiero, cuya solucion esta
garantizada por la aplicacién del teorema de Karush — Kuhn — Tucker. Este
teorema ocasiona las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de

cuestiones de optimizacion no lineal con restricciones de no negatividad.



2.2. Bases Tedricas

Para el analisis de nuestros estudios, introducimos la convexidad de conjuntos y
convexidad de funciones. También se definen las propiedades de las funciones
concavas y convexas. Algunos autores consultados aparecen citados en las
referencias bibliograficas, como (Dantzig, 1990), (Balboa, 2001) y (Gutiérrez,
2022)

2.2.1. Convexidad de conjuntos
Definicién 2.2.1.1. (Conjunto Convexo en E")
Un subconjunto D de E™ es convexo si Vx;,x, € D,V¢ € [0,1] se verifica
Exi+(1—-89x, €D
Notacién 2.2.1.1. El espacio euclidiano n dimensional, se denota por E"
Definicién 2.2.1.2. (Segmento de recta)
Se denomina segmento de recta de extremos x;, x, € E", al conjunto
[xy, %] ={x3 EE™x; =¢&x;+(1— &x,,0<E <1}
Definicién 2.2.1.3. (Conjunto Convexo en E™)
Un conjunto D de E™ es convexo si y solo si Vx;,x, €D,V¢ €[0,1]

se tiene [x;,x,] € D

Ejemplo 2.2.1.1. Dibuja conjuntos convexos y otros que no lo sean
Solucién

Convexidad en E2

<|

8|

el
No convexo Convexo

Figura 2.1. Convexidad en E?



Lo

&

No convexo Convexo

Figura 2.2. Convexidad en [E?2

Convexidad en E3

Convexo Convexo

Figura 2.3. Convexidad en E3

Definiciéon 2.2.1.4. (Combinacién en E™)

Un conjunto D = {x4, x5, ...,x,} de elementos de E"™ con x = §;xq,...,0pXx, =

i=16;x;. Se dice que x € E" es una combinacion lineal de elementos de D si

existen escalares §; € E',j = 1,n.

Definicién 2.2.1.5. (Combinacion positiva)

Un conjunto D = {xy, x5, ..., x,} de elementos de E" con x = §;xq, ..., 0pXy =

-1 6;x;. Se dice que x € E"™ es una combinacion lineal positiva de elementos

de D si existen escalares 6; = 0,j = 1,n.

Definicién 2.2.1.6. (Combinacién convexa)

)]



Un conjunto D = {xq,x3,...,x,} de elementos de E" con x = §;xq, ...

’ Snxn =

j=10jx;. Se dice que x € E" es una combinacion lineal convexa de los

elementos D si existen escalares 6; € [0,1] tal que Zj—’;ldj =1j=1,n.
Ejemplo 2.2.1.2.
Analizar si D = {(x,y) € E2:x > y} es un conjunto convexo.

Solucién

Graficamente

4

Ll

Figura 2.4. Conjunto convexo

Analiticamente

Sean x; = (x1,x3),x, = (¥1,y,) elementos de D.
Afirmacion v¢ € [0,1] tenemos que: x3 = éx; + (1 —&)x, €D
En efecto, x3 = (x1,x,) = §(x1, %) + (1 — (1, 72)

= (§x1,$x3) + (1 = Oy, (1 = Hy7)
=X+ (A -9y éx + (1 -9y7)
Asi tenemos

{Z_1=€x_1+(1—s‘)ﬂ
n=+0-0y;
Comox; ED=X, 22X YyX, ED=Yy, >y,

Sabemos que si x; =0, (1 —¢) x, = 0 tenemos



§Xz = §X1 }
1-0y20-On

+(A-0y, 2+ A -y =227

Entonces D es convexo porque x; € D

Ejemplo 2.2.1.3.

Analizar si D = {(x,y) € E2:y > x%} es un conjunto convexo.
Solucién

Graficamente

Ya

diiy

%
e

Figura 2.5. Conjunto convexo
Analiticamente

Sean x; = (x1,%3),x, = (y1,y2) elementos de D.
Afirmacioén v¢ € [0,1] tenemos que: x3 = éx; + (1 —&)x, €D
En efecto, x3 = (x1,x;) = {(, %2) + (1 — ) (1, 72)

Z=(21,22) = Mx1, %) + (1 = D) (1, ¥2)
= (§1,82) + (1 = Oy, 1 = y2)
=@+ (A =y, 80+ (1 - 9y2)

Asi tenemos

{Z_1=s‘x_1+(1—s‘)ﬂ
Z; =+ 1=y,

Comox; ED =%, 2X2yx, ED =y, > y;°



Sabemos que si x; =0, (1 —¢) x, = 0 tenemos

§Xz = §X1 }
(1-=9y,=21A=On

o+ -0y, 2+ (1-8y,=721°27;

Entonces D es convexo porque x; € D

Observacion 2.2.1.1.

&1+ (1 - OYF 2 2% + (1 — Hy; +28x,(1 - Oy,

i+ (1 -9y — &% — (1 - %5 — 28x,(1 - 9y, = 0
i +7 (1-9 -1 -9?) - 2% - 2%, (1 -9y, = 0
X +yi(1 -8 - (1 =28+ 8%))— &%) — 282, (1 -9y, 2 0
EX] +¥5(§ =83 — &%xf — 28 (1 - )y, = 0
ZE-8)+yi(E-8) - 2ex,(1-HF = 0

A=) +yie(1-8) - 265, (1 -8y, 20

EA1-HER +y] - 2x,7,) 20

§A-9E —y)*=0

=0 =0 =0

Proposicion 2.2.1.1. Sean D; y D, dos conjuntos convexos de E™. Entonces
D, ND, es un conjunto convexo

Demostracion

Sean D4, D, dos conjuntos convexos de E™. Afirmacién: D; N D, es un conjunto

convexo.

En efecto

]ETL

Dl convexro D2 CONvVexro

Figura 2.6. Interseccion de conjuntos convexos
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Seand,e € D =D, ND,. Asimismo, d,é € D, y d,é € D,, como D;,D, son
convexos se verifica que [d,e] € D, y [d, e] c D,. Entonces tenemos que

|[d,e] = D, n D, = D. Por lo tanto D, N D, es convexo.

Proposicion 2.2.1.2. Si D, y D, son conjuntos convexos de E" entonces

D, + D, = {d € R"/3d, € Dy,d; € D,; d = d; + d,} es un conjunto convexo
Demostracién
Supongamos que d, é € D, + D, entonces 3d,, &, € D, y 3d,, &, € D, tal que

d=d,+d,é=¢ +é&,. Como D;, D, son convexos V¢ € [0,1] comprobamos

que
f=td+(1-9e=¢&dy +dy) + (1 —8)(e + &)

=&d+(1-9e, +éd, + (1 —9)e,
=d_1+d_zeD1+D2

Por lo tanto D, + D, es convexo.

Ejemplo 2.2.1.4.

Explicar que la unidén de conjuntos convexos no es convexa
Solucién
En E! los intervalos son conjuntos convexos. Por ejemplo, sean D; = (0,3),D, =

(6,8) conjuntos convexos y sean x; = 2,x, = 8,& = %

Por definicion de conjunto convexo, tenemos que:

3 3 7
] =@ +(1-2)8=2¢D,uD,

Figura 2.7. Union de conjuntos convexos

Entonces D; U D, no es un conjunto convexo

10



Proposicion 2.2.1.3.

Sea {D;/7 € J} una familia de subconjuntos convexos de E". Entonces D =

N,egD; €8 un conjunto convexo.

Demostracion

En

\DQconvemo

D1 CONVETo

%COHU@%’O

Figura 2.8. Interseccion de una familia de conjuntos convexos

Sead,é €D = Njeg Dy, entonces Vj € J, deée D;. Pero como D, es convexo se
sigue que [d,eé] cD,,vj € J. Por lo tanto, tenemos que [d,e] = N;esD;.

Entonces D es convexo.

2.2.2. Convexidad en funciones

Definicién 2.2.2.1. (Funcién convexa)

Sea D un conjunto convexo no vacio de E™. La funcion g: D — E! es convexa si

Vxq,x, €Dy VEE[0,1] es verdadero:

g(x1 + (1= Oxz) <8g(x1) + (1 - Hg(xz)
Definicién 2.2.2.2. (Funcién céncava)

Sea D un conjunto convexo no vacio de E™. La funcion g: D — E! es concava si

Vxi,x, €E DY VEE[0,1] es verdadero:

g(x1 + (1= Dx2) 2 g (x1) + (1 - Hg(xz)
Definicion 2.2.2.3. (Funcién estrictamente convexa)

Sea D un conjunto convexo no vacio de E". La funcion g:D — E! es

estrictamente convexa si Vx4, x, € D con x; # x,,V¢ € (0,1) se cumple:
g(x1 + (1= xz) <§g(x1) + (1 - Hg(x2)

11



Definicion 2.2.2.4. (Funcién estrictamente concava)

Sea D un conjunto convexo no vacio de E™. La funcién ¢:D — E! es

estrictamente concava si Vx;, x, € D con x; # x,, V¢ € (0,1) se cumple:
g(x1 + (1 —Oxz) > &g(x1) + (1 — g(x2)
Graficamente, esta funcion se muestra en la Figura 2.9.

A A

g(& + Q- ©)z,)

g (zz)

gg(z) + A—9)g(zp)

)

\D

] >

\/

D ;| 9(em+ A-9)s,)
JJ \

a1 Zg a1 Z9

g concava y estrictamente concava g convexa y estrictamente conveza

Figura 2.9. Convexidad de funciones

Proposicion 2.2.21. Sea h=fog con g:D, cE*"—> J y f:JcE! - E!

donde D, es convexo en E®, J un intervalo abierto en E. Entonces tenemos:

a) Si g es convexay f es creciente y convexa entonces § es convexa

c

b) Si g es convexa y f es decreciente y concava entonces §) es concava
) Si g es concava y f es decreciente y convexa entonces § es convexa

d) Sig es cbéncavay f es creciente y concava entonces § es coéncava
Ejemplo 2.2.2.1.

Graficar una funcién que sea convexa pero no estrictamente convexa, una
funcion que sea estrictamente convexa, una funcidon que no sea ni concava ni

convexa.

Solucion

En los siguientes graficos tenemos

12



a) no es estrictamente convexa  b) estrictamente conveza €) mi concava ni convexa

Figura 2.10. Convexidad de funciones

Ejemplo 2.2.2.2. Graficar una funcién céncava pero no estrictamente concava,

una funcion estrictamente céncava y una funcidn que no es ni convexa ni

concava.

Solucion

a) no es estrictamente concava  b) estrictamente concava ¢) mi convera ni convaca

Figura 2.11. Convexidad de funciones
Ejemplo 2.2.2.3. Use la definicion de convexidad de funciones en g(x;) =

sen(xy) con D = [0.2r]

Solucion

>

Figura 2.12. Funcion ni concava ni convexa

13



Afirmacion: La funcidn g no es concava ni convexa en D

En efecto, existen x; = g,_l =—;¢= §,§ = % € [0,1] tal que para

1 1\ 1 1 _
o) =g (3% +(1-3)7) % =300 +(1-3) 600
=g (5% +37) =36 (5)+39(%)
-s(5+3%) =seen(5) +Saen(3)

=g(§+n) =§(1)+§(_1)
7T =
=g,(? Y

Por la definicidon 2.2.2.3. tenemos
1 1\ 1 1 .
g (§x1 + (1 - §) }’1> < 54(951) + (1 — §> (1)
1 1
2573

Entonces g es estrictamente convexa.

Analogamente:

3_ 3\ _ 3 3\
9() =g (35 +(1-3)7) % =29 +(1-2) 90
=g (tm+1w) =39(5)+3¢(5)
=9(5+3%) =ssen () +30en (3)
=¢(5+7) =1+
3m _1
=g\ T2
—en(2)
=2
2

14



Por la definicion 2.2.2.4. tenemos

(e (1-3)
g 4x1 4

=

>3+ (1-3)s00

>

SN
N[ =

Entonces g es estrictamente concava. Concluimos que la funcién g no es

concava ni convexa

Ejemplo 2.2.2.4. Usa la definicién de convexidad de funciones en g(x;) = \/le

conD = R¢

Solucion

Figura 2.13. Funcion concava y estrictamente concava

Afirmacioén: La funcién ¢(x7) = ,/x; es céncava.

En efecto: vx;,y; € D;é €[0,1] se tiene g(éx;+ (1 —8)y;) =ég(x) + (1 —
g (1)

es decir, /& + (1 - Oy 2 &/7 + (1 - O71
fx_1+(1—f)y_12(€\/x:1+(1—€)\/y:1)2
fx_1+(1—€)y_1—(€\/x__1+(1—€)\/y:1)220
Ex_1+(1—€)y_1—€2x_1—(1—€)2y_1—25\/x:1(1—f)\/y:lz0

2
£0 -0 (T 47~ 27 77) =60 - O(/Fi ~ 7)) 20
Entonces g es concava
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Six; #y, € D, ¢ € (0,1), entonces
g(x + (1 —8y1) >$g () + (1 —Hg (1)

Por lo tanto g es concava y estrictamente concava.

2.2.3. Propiedades de las funciones concavas y convexas
Proposicion 2.2.3.1. Sea D un conjunto convexo de y una funcion 4:D — E1

que verifican:

a) Si 4 es una funcién convexa en D entonces A, = {x € D: A(x) < £,£ € El} es
convexo
b) Si A es una funcién concava en D entonces B, = {x € D: A(X) = ¢,£ € E} es

convexo.

Demostracion

a)

4

Figura 2.14. A, conjunto convexo

Sea ¢ € E! tal que A, # ®, supongamos que %,,¥; € A, y ¢ € [0,1]. Entonces,
dado que A(xy) <4, 4(y,) <?¥, X,y €D y £ una funcidon convexa en un

conjunto convexo D comprobamos que

A(x) =A% + (1 - Oy) <éAx) + (A -DAG) <&+ (1 —-§f =1, donde
x=8x+(1-89)y, €D

Es decir,

Alx) < ?
Entonces x € A, y A, €s un conjunto convexo
b)

16



B,

Figura 2.15. B, conjunto convexo
Sea ¢ € E! tal que B, # @. Supongamos que x;,¥; € B, y ¢ € [0,1]. Entonces,
dado que A(x;,) = ¢, 4(y,) =4, X1,y €D y £ es una funciéon concava en un

conjunto convexo D comprobamos que

x=%x1+(1-$)y, €D
A(2) = A&k + (1 = Oy1) 2 $AK) + (A1 - HAG) 280+ (1 - §¢ = £, donde
x=8¢+(1-8y, €D
Es decir,
hz) =4
Por lo tanto B y B, es un conjunto convexo

Ejemplo 2.2.3.1. Determinar A,y Bypara la siguiente funcion #A(x,) =
ln(xl),x1>0

Solucion

Figura 2.16. A, y B, conjuntos convexos

Ap = {x; € E/In (x;) < £} = (0, e*] es un conjunto convexo

17



B, = {x; € E1/In (x;) = £} = [e*, +) es un conjunto convexo
Ejemplo 2.2.3.2. Determinar A, y B, de la siguiente funcion A(x;) = xi,x1 >0
1

Solucion

Figura 2.17. A, y B, conjuntos convexos

Ay = {x; € E:1/x; < £} = (—0,1/£] €s un conjunto convexo
B, = {x; € E:1/x; = £} = [1/¢,+00) es un conjunto convexo
Ejemplo 1.3.3.

Determinar A, y B, para la siguiente funciéon A(x;) = v/x;,x; =0

Solucion

\4

0 1 2 3 12

Figura 2.18. A, y B, conjuntos convexos

Ay = {x; € El:y/x; < £} = [0, £?] es un conjunto convexo

B, = {x; € E:1/x; = £} = [1/¢,+) es un conjunto convexo

18



Proposicién 2.2.3.2. Sea D un subconjunto convexo en E® y A:D — E! una

funcién definida en D, se verifican:

a) Si 4 es una funcidén convexa en D entonces la funcidbn —#£ es una funcién
concava.

b) Si A4 es una funcién céncava en D entonces la funcion —#4 es una funcidn
convexa.

c) Si 4 es una funcidn convexa en Dy n = 0 entonces la funcion n#£ es convexa.

d) Si £ es una funcién convexa en D y n < 0 entonces la funcion n# es concava.
Demostracién
a) Por hipoétesis D es convexa, entonces x;,y, € D; ¢ € [0,1] tal que

x =86+ (1 -8y, €D

Como £ es una funcién convexa en D suponemos que:
A(x + (1= Oy < §A(x) + (1 - HAG,)

Definiendo

—#(x) = (—A)(x),Vx € D, tenemos:

—A(x + (1 = Dy1) = —(§A(x) + (1 - HAGL))

(=) (Ex + (1 = Oy1) =2 E(=A) () + (1 - O (=A)(F1)
Por lo tanto, —# es una funcion céncava en D

b) Por hipétesis D es convexa, entonces existen x;,y; € D; ¢ € [0,1] tal que

x=+(1-8y,€D
Como £ es una funciéon céncava en D, suponemos que:
£k, + (1 —8yy) = eAlxy) + (1 — &) A(y,). Definiendo
—A(x) = (—A)(x),Vx € D, tenemos
—A(x + (1 - Dy1) < —(EAG) + (A = DAG))
()X + (1 =Dy < &) + A1 = H(=A) ()

Entonces, —#A es una funcién convexa en D
c) Por hipétesis D es convexa, entonces existen x;,y; € D,¢ € [0,1] tal que

x=§x+(1-8)y, €D
Como 4 es una funcidon convexa en D, suponemos que:
A(&% + (1 - Oy) <$AG) + (1 - HAGL)
19



Definiendo

nA(x) = mA)(x),Vx € D, tenemos

nAEE + (1 -9y <ng(AE) + (1 - HAGY)
A (Exy + (1 = Oy1) = néh(x) +n(1 = HAG)

A)(Ex + (1 = Hy) <EA)(x) + (1 - H(MA) (1)
Entonces, n# es una funcién convexa en D

d) Por hipétesis D es convexa, entonces existen x;,y, € D, ¢ € [0,1]
x=§+A-9y, €D

Como £ es una funciéon convexa en D, suponemos que:
£(Ex, + (1 =8y < EA(k) + (1 — E)A(y,). Definiendo

n4(x) = mh)(x),vVx € D, tenemos
nAEx + (1 - 9y) 2 n(eAaE) + (1 -HAGF))N <0

(A)(§x1 + (1 = Y1) 2 néA(x) +n(1 = HAG)
A (X% + (1= Hy) 2 EmA) () + (1 = HMA) (1)

Entonces, n# es una funciéon céncava en D
Ejemplo 2.2.3.4.

Sea D un subconjunto convexo de E™ y g una aplicacién lineal. Probar que el

conjunto imagen g (D) es convexo.

Solucidén
E" E"
g
S gD

o2 g (m) =0y

| / |

\

e .y

N\ Y ~-\{1 (“ﬁ) !

Figura 2.19. Imagen convexa
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Por hipotesis D un conjunto convexo, entonces: Vx;,x, € Dy ¢ € [0,1] se cumple

que:x =&x + (1 —&)xy
Vx1,x; € ¢(D),3x1, X, € D:g(x1) = x1, @(x2) = x3
Si g es una aplicacion lineal entonces:

g(x) = g(x1 + (1 — Ox3)
= g($x1) + ¢((1 = Hx2)
=$g(x1) + (1 = Hg(x2)
=$x1 + (1 —x;
=x' € g(D)

Entonces ¢(D) es convexo.

2.3. Marco conceptual

Para el analisis de nuestras variables de estudio, introducimos algunas
formulaciones de programas no lineales y resolucion grafica de programas
matematicos en el plano. También se establecen condiciones de globalidad para
un programa matematico. En las referencias bibliograficas se citan algunos
textos consultados como (Balbolla, 2001). (Mordecai, 2003). (Chavez, 2020) y
(Gutiérrez, 2022)

2.3.1. Formulacion de programas no lineales
Los problemas que se tratan son los del tipo general de programacién no lineal
de la forma

( Opt f(x)
sujeto a
g (x)=0
g,(x) =0

®]  gn@ =0
h;(x) <0
h,(x) <0

h,(x) <0
\ x€EQcE"
donde m < n y las funciones f,g;, h;: E" — R,< = 1,m,7 = 1, p son continuas

con valores reales de la variable vectorial: x4, x5, ..., x,.

Elementos de un programa no lineal:
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a) Variable de decision: x = (xq1, x5, ..., X)) .
b) Funcién objetivo del problema no lineal: ff(x).
c) Optimizar la funcion #, que consiste encontrar un valor maximo o minimo de
x es decir,
Opt f(x) © max f(x) V min ff(x).
d) Restricciones funcionales de igualdad: g,(x) = 0

e) Restricciones funcionales de desigualdad: h;(x) < 0

f) Restriccion de conjunto: x € Q c E"

Ejemplo 2.3.11. Una empresa produce 2 capitales con producto homogéneo
donde p,, p, son los precios respectivos y la funcidén de costos de la empresa

viene dada por:
C(x1,x5) = 2x2 + x1x, + 2x2

donde x,, x, son las cantidades producidas a partir de los 2 capitales. Formular
el programa matematico cuya solucion permita calcular la produccion de la

empresa que maximiza el beneficio.

Solucion

Las variables de decision: x; = cantidad producida por el capital 1y

x, = cantidad producida por el capital 2

Maximizar la funcion ganancia
Ganancia = Ingreso — Costos
G(x1,X2) = P12y + PoXp — 2XF — X1X, — 2X5
Entonces el programa es:
Max G(xg,x;) = P1X1 + PaXxy — 2x2 — xyx, — 2x2
sujeto a

x120,x220

Ejemplo 2.3.1.2. La funcién demanda de mercado de una empresa viene dada

por 4p + q — 16 = 0. La funcién de costo es

4
Cme(q) = a +2—0.3q+ 0.15g%,q # 0
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Formular el programa no lineal que produzca el valor de demanda que
proporcione el maximo ingreso maximo, el costo marginal minimo y la ganancia

maxima.

Solucién
Ingreso maximo:

La variable de decision es: q = Cantidad demandada

Maximizar funcién ingreso:

1 q )
I(q) = pq = 7 )4= 4q — 0.25q

Entonces el programa es:

Max 1(q) = 4q — 0.25q>
sujeto a
q=0

Costo marginal minimo:

La variable de decision es: q = cantidad demandada

Minimizar la funciéon marginal:

d(Ct(q) _ d(Cme(@.q)

Cma(q) = aq aq

d <(§ +2 - 0.3 +0.15q?) (q]>

dq

Cma(q) = =2 —2(0.3q) + 3(0.15)q?

Entonces el programa es:

Min Cma(q) = 2 — 2(0.3q) + 3(0.15)q?
sujeto a
q=0

Ganancia maxima

Variable de decisién: q = cantidad demandada

Maximizar la funcién ganancia: Ganancia = Ingreso — Costo total
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G(q) = I(q) — Ct(q)

4
G(q) = 4q — 0.25q*% — ((E +2—-03q+ 0.15((]]2) (q]>
= —4 + 2q + 0.05g? — 0.15¢?

Entonces el programa es:

Max G(q) = —4 + 2q + 0.05¢q* — 0.15q3
sujeto a
q=0

2.3.2. Resolucién Grafica de Programas Matematicos

Definiciéon 2.3.2.1. (Conjuntos de nivel de x € Q)

Dada la funcién g: Q c E™ — R, para cada ¢ € R, se define el conjunto de nivel
Ce ={x€/g(x) =&}

es decir,C; es el conjunto de todos los puntos de x que pertenecen al dominio Q

de g en el que la imagen es un valor ¢.
Observacion 2.3.2.1.
1. Sea ¢: Q c E? — R una funcion continua y ¢ una constante. La ecuacion
(%1, x2) = @ (x1,%2)
g(x,, x,) = & representa curvas en E2, llamadas curvas de nivel

2. Sea ¢: 0 c E3 — R una funcién continua y ¢ una constante. La ecuacion

x,y,z) — f(x,y,2)
g(x1,x,,x3) = & representa superficies en E3, llamadas superficies de nivel

Ejemplo 2.3.2.1. Graficar las curvas de nivel de la siguiente funcion g(x,, x,) =

xZ —x,

Solucion

Para cada ¢ € R se tiene:
C: = {(x1,x) € E2/g(x1,%;) = &} = {(x1,%;) € E*/x{ —x, = &}

E=0:x2—x,=0=>x, =x?
E=lixti—-x=1=x,=x}-1
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E=2ixt—x,=2=>x,=x2-2

E=-Lixt—x,=-1=>x,=x2+1
E=-2ix?—x,=-2=x,=x2+2

» T

Figura 2.20. Curvas de nivel g(x;,x,) = x? — x,

Ejemplo 2.3.2.2. Graficar las curvas de nivel de la siguiente funcion g(x,,x,) =

X1X2
Solucion

Para cada ¢ € R se tiene:
Cs = {(x1,x2) € E%/g(x1,%5) = &} = {(x1, %) € E?/x;x, = &}

f=0:x1x2=0=>x2=0Vx1=0

E=1lixx, =1=x, =1/x1,%x0 #0

E=2ixx =2 = x5 = 2/x1, X1 # 0} 1,111 cuadrante
E=31xp=3=x, =3/x1,%x; #0

fz—l:xle =—1=>x2 =_1/x1,x1¢0
E==-2ix1%, = =2=>x, = =2/x1,X1 # O}H, IV cuadrante
f=—3:x1x2=—3$x2=—3/x1,x1¢0
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£<0 £>0

£>0

£<0

Figura 2.21. Curvas de nivel g(xq,x,) = x1x;

Ejemplo 2.3.2.3. Graficar las curvas de nivel de la siguiente funcién g(x,,x,) =

ex1+x2

Solucion

Para cada ¢ € R se tiene:

Ce={(xy,xy) € E?/g(x1, %) = &} = {(xx1,x;) € E?/e*17¥2 = &}

eX1tx2 — £
In e*1**2 = In (&)
x1 +x, =1In (§)
x; =In(§) —x,,§ >0

E=elx;+x,=In()=x,=—x;

E=elix;+x,=In(e) > x,=1- x;
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E=e2x;+x,=Ine?) =>x,=2—- x;

E=edx;+x,=Ine3)=>x,=3- x,

E=elixy+tx,=lneH)=>x,=-1-— x4
E=e2ixy+x,=ln(e™®)=x,=-2—x;
E=e3x +tx,=Ine3)=>x,=-3—x

Figura 2.22. Curvas de nivel g(x;,x,) = e*1+*2

Definicién 2.3.2.2. (Conjunto factible en un programa (PP))

El conjunto factible del programa (IP) se define como el conjunto de puntos x €

E™, que satisfacen la restriccion del programa, es decir;

Crac = {x € E™/8; (X1, e, %) = 0,4 = 1, m; (x4, ..., x,) < 0,7 =1, p}
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Ejemplo 2.3.2.4. Grafica el siguiente conjunto factible

Cpac = { (x1,x,) €E?/3x; —x, < 2,%; = 0,x, = 0}

Solucioén
3x; —x, <2 Para x; = 0 e x, = —2 tenemos el punto (0, —-2)
X, =3x; —2 Para x, = 0 e x; = 2/3 tenemos el punto (2/3,0)

T2

| Cfa,c

2+

Figura 2.23. Conjunto factible Cg,

Ejemplo 2.3.2.5. Graficar el siguiente conjunto factible

Crac = { (x1,%,) € E*/4x, —x; = 1,x; < 0,x, = 0}

Solucién

4x, —x1 =1
4x, > 1+ x;

1+x;
4
1+X1
Xy = 4

Para x; =0 e x, = 1/4 tenemos el punto (0,1/4)

XZZ

Para x, = 0 e x; = —1 tenemos el punto (—1,0)
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Figura 2.24. Conjunto factible Cg,

Ejemplo 2.3.2.6. Grafica el siguiente conjunto factible

Crac = { (x1,x,) € E2/2x2 + x2 < 4,—x; + 2x, < 1}

Solucion

2x% +x% =4
xi x5
2 4

x2  x2
o +2<1
v2)' 2

=1

Figura 2.25. 2x? + x2 < 4

—x1+2x, =1

Para x; = 0 e x, = 1/2 tenemos el punto (0,1/2)
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Para x, = 0 e x; = —1 tenemos el punto (—1,0)

T2

—x+2x,=1
1,
0,1/2
| (-1 0)/ ‘ | > 1,
-2 -1 0 1 2

Figura 2.26. —x; + 2x, <1

De la superposicidon de figuras 2.25. y 2.26. tenemos:

X
A

2o 2+ a2 =4

Figura 2.27. Conjunto factible Cg,

Ejemplo 2.3.2.7. Grafica el siguiente conjunto factible

Cpac = { (x1,%5) EE?/xy +4 = (x; +3)%,x, — 2%, < 3}

Solucioén
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x2+42(x1+3)2
x2+4‘=(x1+3)2

2+ 4= (2,+3)?

v(-3,-4)

Figura 2.28. x, + 4 > (x; + 3)?

X, —2x1 <3

xz - 2x1 == 3

Para x; = 0y x, = 3 tenemos el punto (0,3)

Para x, = 0y x; = —3/2 tenemos el punto (—3/2,0)

A
Ty — 21, =3

>

Figura 2.29. x, — 2x; <3
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De la superposicidon de figuras 2.28. y 2.29. tenemos:

A
2o +4=(z,+3)?

Ty — 207 =3

34(0,3)

Figura 2.30. Conjunto factible Cg,

Definicién 2.3.2.3. (Maximo y Minimo global en un programa (P))
En el programa matematico

Opt f(x)
x = (x1,%5, ., Xp) € Cppe € E®

@

1) x* € Cgy S€ dice que es un maximo global del programa (P) & f(x) <
ff(x*),Vx € Cgae

2) x° € Cs, se dice que es un minimo global del programa (P) & ff(x) >
ff(x®),Vx € Cgae

3) x* € C¢, Se dice que es un maximo global estricto del programa (P) & ff(x) <
ff(x*),Vx € Cgae

4) x° € Cg, Se dice que es un minimo global estricto del programa (PP) < f(x) >

ff(x®),Vx € Cgae

Definicién 2.3.2.4. (Maximo y Minimo local en un programa (P))

En el programa matematico
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Opt f(x)
X = (xq, X3, e, Xp) € Cppe € E™

®) |
1) x* € Cg, S€ dice que es un maximo local del programa (IP) < existe § > 0 tal
que f(x) < f(x*),Vx € B(x*, ) N Cgae
2) x° € Cg, Se dice que es un minimo local del programa (P) < existe § > 0 tal
que ff(x) = f(x°),Vx € B(x°,6) N Cgac
3) x* € Cg,e S€ dice que es un maximo local estricto del programa (P) < existe
6 > 0 tal que ff(x) < f(x*),Vx € B(x*,8) N Cpae, X # X*
4) x° € Cg, Se dice que es un minimo local estricto del programa (IP) & existe

6 > 0 tal que ff(x) = f(x°),Vx € B(x°,6) N Cgper X # X°

Ejemplo 2.3.2.8. Dado el programa matematico lineal

Opt t(xy,x;) = 2x; + 2x,
sujeto a
(P1) 1<x; <2
1<x,<2

, determinar soluciones optimas de (PP4)
Solucién
a) Curvas de nivel del programa ()

Ce = {(x1,x2) € E?/2x1 + 2x, = §,§ ER}
E=0:2x+2x, =0= x, = —x4
E=120+ 2%, =1=x, =1—2x,/2
E=2:2x,+2x, =2 = x, = 2 — 2%, /2
E=3:2x+2x, =3 = x, =3 —2x,/2

E=—-1:2x1+2x, =—-1=x, =—1—2x,/2

E==-2:12x1+2x, =—2=>xy, = =2 —2x,/2
f=—3:2x1+2x2=—3=>x2=—3—2x1/2
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L

\ | >
1 2. 3N 4 5 6

_3L

N

N

—6+

,7,k

1

Figura 2.31. Conjunto factible C;
b) Conjunto de soluciones factibles del programa ()

Cpac = {(xlxxz) S Ez/l <x<21<x, < 2}

T

> T

Figura 2.32. Dibujo 1 <x; <2,1<x, <2
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Figura 2.33. Conjunto factible Cg,

c) Superposiciéon de las graficas para determinar puntos maximos y

minimos del programa (P,)

Figura 2.34. Maximo y minimo global del programa (PP4)
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El punto (1,1) es un minimo global del programa (IPy) y el valor de la funcién
objetivoes f(1,1) = 2(1) +2(1) = 4
El punto (2,2) es un maximo global del programa (IP4) y el valor de la funcion
objetivo es f(1,1) = 2(2) + 2(2) = 8

Ejemplo 2.3.2.9.

Dado el programa matematico lineal

Opt t(xq,x;) = 3x; + 3x,
sujeto a
(]PZ) X1 + Xy <1
X1 = O, Xy =0

, determinar soluciones 6ptimas de (IP,).
Solucién
a) Curvas de nivel de la funcion objetivo

Ce = {(x1,x;) € E?/3x; +3x, =, ER}
E=0:3x+3x, =0=x, = —x;
E=1:3x;+3x,=1=x,=1-3x,/3
E=2:3x;+3x, =2=x,=2—-3x,/3
§=3:3x;+3x, =3 =x, =3 —-3x,/3

f=—1:3x1+3x2=—1:x2=—1—3x1/3

f=—2:3x1+3x2=—2:x2=—2—3x1/3
f=—3:3x1+3x2=—3=>x2=—3—3x1/3
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. -0,667 -0.333

\ ‘
-1.2 -1.-0.8-0.6 04\\2@\0
- 2,

» Ty

-1.2—

-1.4—+

Figura 2.35. Curvas de nivel C;

b) Conjunto de soluciones factibles del programa (IP,)
Cpac = {(xl;xz) € II5:2/-951 +x, <1,% =20,x, >0}

X1 +x,=1 Para x; = 0y x, = 1 se tiene el punto (0,1)
x,=1—2x; Para x, = 0y x; = 1 se tiene el punto (1,0)

T2

0.2 04 06 08 1

Figura 2.36. Conjunto factible Cg,
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c) Superposiciéon de las graficas para determinar puntos maximos y

minimos del programa (IP,)

T
A

1.4—

1.2+

140, 1)mdzimo global

» I

minimo global (0, 0)
0.2+

-0.4—+
-0.6—
-0.8+

1+
Figura 2.37. Maximos y minimos globales del programa (IP,)

El punto (0,0) es un minimo global del programa (IP,) y el valor de la funcién
objetivo es £(0,0) = 3(0) +3(0) =0
El punto (0,1) es un maximo global del programa (IP;) y el valor de la funciéon
objetivo es £(0,1) = 3(0) + 3(1) =3

Ejemplo 2.3.2.10.

En el programa matematico no lineal

(Oﬁ’t fFxy, x2) = (1 — 2)* + (x, — 2)?
sujeto a
(P3) 3x1+2x, =26
6x, +4x, < 24
x1=20,x, =20

, determinar soluciones 6ptimas de (IP3)
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Solucién
a) Curvas de nivel del programa (P3)

Cs = {(x1,x) € E?/(x; — 2)* + (x, — 2)* = §,§ € Ry}
E=0:(x, —2)2+ (x,—2)2=0
E=1(x —2)* +(x, —2)*=1

1111/
/
[ /
m/c‘
NN [ |
] |
U
[ERERRERREREE |
RRRRRRRRALEN

i |
\ \ \ \\
\

Figura 2.38. Curvas de nivel C;

b) Conjunto de soluciones factibles del programa (IP3)

Cgac = {(x1,x,) € E?/3x; + 2x, = 6,6x; + 4x, < 24,x, = 0,x, = 0}

3x;1 +2x, =6 6x1 + 4x, = 24

Parax; = 0y x; = 3 se tiene el Parax; = 0y x, = 6 se tiene el punto
punto (0,3) (0,6)

Para x, = 0y x; = 2 se tiene el Para x, = 0y x; = 4 se tiene el punto
punto (2,0) (4,0)
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611 + 4z, =24

A\

I

Figura 2.39. Conjunto factible C¢,

c) Superposicion de las figuras para determinar puntos maximos y

minimos del programa (IP)

mdximo global

Figura 2.40. Maximo y minimo del programa (IP3)
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El punto (2,2) es un minimo global del programa (IP3) y el valor de la funcion
objetivoes f(2,2) = (2—-2)2+(2-2)2=0

El punto (0,6) es un maximo global del programa (IP3) y el valor de la funcion
objetivo es £(0,6) = (0 — 2)? + (6 — 2)? = 20

El punto (2,0) es un minimo local del programa (IP3) y el valor de la funcion
objetivo es f(2,0) = (2—-2)2+ (0—-2)> =4

El punto (4,0) es un maximo local del programa (IP3) y el valor de la funcion
objetivo es (4,0) = (4 —2)2+ (0—2)> =8

2.3.3. Condiciones de globalidad para un programa matematico

Definicién 2.3.3.1. (Conjunto acotado)

Un conjunto Q c E™ es acotado si existe un numero real £ > 0/||z|| =
(X7, ij)1/2 <y,VZ € (, donde

1/2

ZZ]-Z =\/212+222+"'+Z%

Definicién 2.3.3.2. (Conjunto Abierto)

Un conjunto Q c E™ es abierto siy solo si Vz € Q,3e7 > 0 tal que B(3,¢) < Q.

Definicién 2.3.3.3. (Conjunto Cerrado)

Un conjunto Q c E™ es cerrado si su complemento es abierto en E™.

2.3.4. Criterio de Maximos y Minimos Globales para un programa
matematico

Propiedad 2.3.4.1. Sea ( es cerrado y acotado y g: Q c E® — E! una funcién
continua en Q. Entonces existen z*,z° € Q tal que g(z*) < ¢(2),Vz € Q;¢(3") =
9(%),Vz € Q es decir, z* es un minimo global de g en Qy z° es un maximo global

de g en Q.

Propiedad 2.3.4.2. La funcion g: Q) c E®™ — E! es continua & ¢~1(Q) es abierto

en Q. Para todo () abierto en E*.

Proposicion 2.3.4.3. Sea O c E™ un conjunto cerrado, g: ) — E! es una funcién

continua < g~ 1(F) es cerrado en Q. VF cerrado en E*.
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Demostracion
En
g

DI

g

Figura 2.41. Conjunto cerrado y la funcién continua

=) F es cerrado en E! = B = CF abierto

g~ 1(B) es abierta en Q por ser g continua (Propiedad 2.2.7.2.)
g7 (F) = g7 (C(B)) = C(¢7'(B)) = 2 — ™' (B)

cerrado

Por lo tanto ¢ ~1(F) es cerrado.
&) F es cerrado en = B = CF abierto

g~ Y(F) es cerrado en Q

g7'B) =g (C(P) =c(¢7'(F) =0—-g " (F)

abierto

Por lo tanto ¢ es continua.
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CAPITULO 03: MATERIALES Y METODOS

3.1. Materiales

La tesis de investigacion sobre existencia de
soluciones optimas en programas no lineales segun
el desenlace que se persigue es de tipo basica, lo
que nos lleva a explotar nuevos conocimientos en
programacion no lineal con restricciones de
desigualdad. En nuestra teoria se consideran como
material de estudio funciones continuas y al menos

una funcion no lineal.

3.2. Métodos

En la elaboracion de la tesis se utilizd6 el método
l6gico inductivo y deductivo para establecer
condiciones Optimas para la existencia de
soluciones minimas y maximas globales en
programas matematicas no lineales, se utilizé el
método deductivo para demostrar las condiciones
del criterio de Weierstrass y la programacion
convexa y se compard con el método inductivo
utilizando ejemplos de programas no lineales.
Asimismo, se utilizé el software Lingo como modelo

de contraste y verificacion.

3.2.1. Procedimiento
del Método Deductivo

1) Revision bibliografica

Se examinaron exhaustivamente libros, revistas
especializadas y articulos cientificos que, gracias a
su confiabilidad, permitieron validar los conceptos y
posteriormente  proponer un conjunto de
proposiciones sobre existencia de soluciones
optimas en programas matematicos no lineales en

busqueda de una solucion.

2) Deduccidén
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Se han determinado reglas de deduccién vy
definiciones de la existencia de soluciones optimas
en programas matematicos no lineales. De manera
similar pasamos de una funcién continua cerrada y
acotada a una funcién que tiene valores maximo y
minimo en una region factible y se introducen

nuevos términos y proposiciones.

3) Analogia
Las condiciones del teorema de Weierstrass se
compararon con las condiciones de la

programaciéon convexa

4) Generalizacién

Se generalizo sobre la existencia de soluciones
optimas en programas matematicos no lineales, es
decir basados en las reglas de deduccidn logica y a
partir de las proposiciones se demostrd si en un
conjunto factible hay un minimo local entonces
tenemos un minimo global del programa

matematico
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CAPITULO 04: RESULTADOS

4.1. Programas Matematicos no lineales en el plano
En el plano, la resolucion grafica de los programas matematicos no lineales
admite generalmente la siguiente formula

( Opt £(x,,x;)
sujeto a
(P) hy(xg,x2) <0
h,(xq,x2) =0
(xlixz) € (Cifam: c ]EZ

donde las funciones f,h;,h,: R? — R, son continuas con valores reales de la

variable vectorial x4, x,.

Definicién 4.1.1. (Maximo y Minimo global en un programa (P))
En un programa matematico

( Opt f(xq, %)
| sujeto a
(P)< hy(xy,x,) <0
hy(xq,x,) =0
(%1, x2) € Cgac
1) x* € Cgoe S€ dice que es un maximo global del programa (P) & f(x) <
f(x*),Vx € Cgye
2) x° € Cg,c se dice que es un minimo global del programa (P) < ff(x) >
f(x°),Vx € Cgac
3) x* € Cg, S€ dice que es un maximo global estricto del programa (P) & f(x) <
f(x*),Vx € Cgye
4) x° € Cg, Se dice que es un minimo global estricto del programa (PP) < f(x) >
f(x°),Vx € Cgac

Definicién 4.1.2. (Maximo y Minimo local en un programa (IP))
En un programa matematico

( Opt £(xq, x2)

sujeto a

(P) { Ty (xg,x2) <0
h,(xy,x,) =0
(xl'xz) € Cﬁa]c
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1) x* € Cg, S€ dice que es un maximo local del programa (IP) < existe
§ > 0 tal que f(x) < f(x*),Vx € B(x",8) N Cgae
2) x° € Cgye Se dice que es un minimo local del programa (IP) < existe
§ > 0 tal que f(x) = f(x*),Vx € B(x",6) N Cgae
3) x* € Cg, Se dice que es un maximo local estricto del programa (P) < existe
§ > 0 tal que ff(x) < f(x*),Vx € B(x*,8) N Cppe, X # X*
4) x° € Cg, se dice que es un minimo local estricto del programa (IP) < existe

& > 0 tal que ff(x) = ff(x*),Vx € B(x",6) N Cpge, X # x°
Ejemplo 4.1.1. En el programa matematico no lineal

Opt F(x1,x;) = x; — x3
sujeto a
(x;—D(x,—2)=0
2<x1 <4

(Ps)

Resuélvelo de forma grafica y con el software LINGO
Solucién
Resultados graficos del programa (PP;)

a) Curvas de nivel del programa (P5)
C: = {(x1,x;) € E?/x; —x5 =§,§ ER}
§=0:x =y?
E=lx=y?+1
E=2:x=y%+2
E=3x=y%+3

E=—-l:x=y%2-1

E=—-2ix=y%-2
E=-3:x=y2-3
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—hoCol

—hD

Figura 4.1. Curvas de nivel C; del programa (IPs)

b) Conjunto de las soluciones factibles del programa (PP;)
Cpac = {(x1,%2) € E?/(x; — D)(x, —2) 2 0;2 < x; < 4}
;- Dxy,—2)20=(x;—1)=20A(x,—2)=0

Figura 4.2. Conjunto factible C¢,. del programa (IPs)
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ZS.X1S4‘<=>.X122/\X1S4

37 2 <4

Figura 4.3. Conjunto factible C¢,. del programa (IPs)

Asi, tenemos el conjunto de soluciones factibles de la superposicion de las
Figuras 4.8.y 4.9.

;=2 7 =4

Figura 4.4. Conjunto factible C¢,. del programa (IPs)

c) Superposicion de las figuras para determinar puntos maximos y minimos

para el programa (IP:)
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— o CoRs

Figura 4.5. Maximo y minimo global del programa (IP<)

Resolviendo el programa (IPs) graficamente, obtenemos un maximo global en el

punto x* = (4,2) y el valor de la funcién objetivo es
f(42)=4-(2)* =0

No existe una solucién minima del programa (IPs) porque el conjunto factible Cg,
es limitado, es decir,

#n > 0 tal que ||x|| = x? + x2 <7
Resultados con el software LINGO del programa (IP:):

Tabla 4.1. Programa (PP5)

PROGRAMA MATEMATICO NO LINEAL
_ 2
MAX = T; — Ty

! SUJETO A LAS SIGUIENTES
RESTRICCIONES;

(z,—1)(2,—2) =0;

T = 2;

T =4;

Optimo Local
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Solucidén o6ptima local encontrada
valor objetivo 0.000000
Inviabilidad

0.000000
Iteraciones
totales del 25
solucionador
Segundos de
t}empOVQe 511
ejecucidn
transcurridos

El modelo es cuadratico convexo

Clase de modelo

QP
Variables 2
totales
Variables no

) 2

lineales
Variables

0
enteras
Restricciones 4
totales
Restricciones

) 2
no lineales
Total distintos 6
de cero
Distintos de
cero no 2
lineales

, Costo

Variable Valor Reducido

i 4.000000 -1.000000
Lo 2.000000 0.000000
Necesidad )
) Precio
fila o dual
abundancia
1 0.000000 1.000000
2 0.000000 -1.333333
3 2.000000 0.000000
4 0.000000 0.000000

Por lo tanto, la solucion maxima global es x* = (4,2) con el valor maximo igual a
0

4.2. Criterio de Maximos y Minimos globales en programas matematicos
Definicién 4.2.1. Sea f: C¢,. € E®™ — E! una funcion continua en Cg,. compacto.

Entonces ff(Cg,) €S un conjunto compacto.
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Definicién 4.2.2. Un subconjunto Cg,. de E™ es compacto por sucesiones si y
solo si es cerrado y acotado.

Proposicion 4.2.1. (Teorema de Weierstrass)

Sea f: Cse € E® — E! una funcién continua en Cg,. es cerrado y acotado.

Entonces f tiene un maximo y un minimo en Cg,.
Demostracion

Probaremos la existencia de un maximo. En efecto, sabemos que el conjunto
imagen f(C¢,c) €S un conjunto compacto de numeros reales (Definicion 4.2.1.) y
por tanto es cerrado y acotado (Definicion 4.2.2.). En particular existira el s
supremo de este conjunto, lo que queremos es demostrar que este S supremo
es el maximo, es decir que es alcanzado en un instante dado. Dado § es el
supremo de f(Cg,.) Y habra elementos de ese conjunto imagen en (s — ¢,s + ¢).
Por hipotesis el conjunto ff(Cg,.) cerrado, S € f(Cs,c) Y por lo tanto s es laimagen
de un punto de Cg,e.

La existencia de un minimo se puede hacer de forma analoga o aplicar la
existencia de un maximo a la funcion —f

Proposicion 4.2.2. (Teorema fundamental de la programacién convexa)
Sea f: Cs,. € E® — E! una funcion convexa en Cg,. y €l programa matematico

mian £(xq, x5, X3, o, Xp)
(P)<{ sujetoa
X = (XI,XZ,X3, ...,Xn) € Cﬁac c E"

Se verifica que:

a) Si C¢, €s un minimo local, entonces x es un minimo global en el programa
(P)

b) El conjunto de todos los minimos del programa (IP) es un conjunto convexo.

Demostracion

a) Por reduccion al absurdo supdngase que x es un minimo local no global,
entonces existe x; € Cg, tal que
f(x) > F(xy)
Como Cg,. €s convexo, para todo ¢ € [0,1], verificamos que
Z=38x+ (1—8&)x; € Cpye
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Figura 4.6. B(x4,€) N Cgye

Para cada ¢ > 0, existe £ € [0,1] tal que Z € B(x, €) N Cg,c. Por hipotesis f es

convexa entonces

f(2) = F(§x + (1 = xy) < SF(x) + (1 = HF(xy) < SF(x) + (1 = HF(x) = £(x)

b) Sea k el minimo valor de ff en el conjunto Cgye ¥ C = {x € Cgpe: F(x) = k}.
Dados x;,x, € Cgoe Y € €[0,1], comprobamos que zZ=¢&x+ (1 —&)x, €C
porque

k<f(2)=FfCx+(1-8xy) <&(x)+ (1 -)f(xy) =k

Entonces f(2) = k
Para el problema de maximo obtenemos un resultado similar al sustituir la nocion

de minimo por maximo.

Ejemplo 4.2.1. En el programa matematico no lineal

(Opt £(x1,%,) = (X1 — 3)% + (x, — 3)?
sujeto a
4x, + 3x, = 12
6x; +4x, < 36
x1 =0
\ Xy =0

(Pe) 4

Resuélvelo de forma analiticamente, graficamente y con el software LINGO
Solucién

Resoluciéon Analitica del programa (PP,)

a) La funcién definida por f(x,, x,) = (x; — 3)? + (x, — 3)? es continua porque es

una funcion polinébmica.
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b) LaS funC'oneS ]hll(xl, xZ) = 4-x1 + 3x2, hz(xl, xz) = 6x1 + 4‘x2, ]]113(961, xz) =
x1, I, (x4, x,) = x, son funciones continuas.

h, "1 ([12, +o0 >) = {(x4,x,) € E%/4x; + 3x, > 12} cerrado

cerrado

Y

R
conlinua
+o0
12
\_{_/
f*l
Figura 4.7. Funcion cerrada h, ~*
h, (< —o0,36]) = {(x,x,) € E?/6x; + 4x, < 36} cerrado
cerrado
Y

! R

continua

36

Figura 4.8. Funcion cerrada h, ™!
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hs ([0, +o0 >) = {(x;, x;) € E%/x; > 0} cerrado

cerrado

f

continua

400
\—4—/ 0
z f
-1
Figura 4.9. Funcién cerrada h; ™"
T, ([0, +00 >) = {(xy, x,) € E?/x, > 0} cerrado
cerrado
f
m
+o00

Figura 4.10. Funcion cerrada h, ™"

Cpac = Iy ~1([12, +00 >) nTh, (< —o0,36]) N T3 ([0, +00 >) N T, ([0, 400 >)

cerrado cerrado cerrado cerrado

cerrado
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c) Existe n = 10 > 0 tal que ||x|| = /x? + x5 < 10,Vx € Cg,c. Entonces Cg,. €S
acotado. Por lo tanto, como se cumple las tres condiciones de la Proposicion

4.2.1. el programa (IPg) tiene un maximo global y un minimo global.

Resolucién grafica del programa (PPg)
a) Curvas de nivel del programa (P)
Ce = {(x1,x2) €E?/(x; —3)* + (x, — 3)* =&, € ERG)

§<0:C:=9
E=0:(x;—3)2+(x,—3)2=0
E=1:(x;, —3)%+(x;—3)2=1
E=2:(x;—3)2+(x,—3)2=2
E=3:(x;—3)2+(x,—3)2=3
E=4:(x;—3) 2+ (x,—3)*=4
§=5:(x; =3+ (x,—3)*=5
E=6:(x;—3)2+(x,—3)2=6

Figura 4.11. Curvas de nivel C; del programa (IP¢)
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b) Conjunto de las soluciones factibles del programa (PPg)

Crac = {(x1,%,) € E?/4x, + 3x, = 12,6x; + 4x, < 36,x; = 0,x, = 0}

4x, + 3x, = 12 6x; +4x, = 36

Parax; =0y x, =4 setieneel punto Parax; =0y x, =9 se tiene el punto
(0,4) (0,9

Parax, =0y x; =3 setieneel punto Parax, =0y x; =6 se tiene el punto
(3,0 (6,0)

6z, + 4z, =36

Figura 4.12. Curvas de nivel Cg¢,. del programa (IPg)

c) Superposicion de las figuras para determinar puntos maximos y

minimos para el programa (Pg)
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/

/]
|/

\ !

611 + 4ry =36

Figura 4.13. Maximo y minimo del programa (IP)

Resolviendo graficamente el programa (IP¢), obtenemos un maximo global en el

punto x* = (0,9) con un valor de la funcion objetivo de
£(0,9) = (0 — 3)% + (9 — 3)? = 45

El punto x° = (3,3) es un minimo global del programa (IP¢) con un valor de la

funcién objetivo de
f(3,3) =(3-3)2+(3-3)2=0

El punto x* = (0,4) es un maximo local del programa (IP¢) con un valor de la

funcién objetivo de
£(0,4) = (0—3)%2+ (4—3)2=10

Resultados con el software LINGO del programa (IPg):

Tabla 4.2. Programa (IPg)
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PROGRAMA MATEMATICO NO LINEAL

PROGRAMA MATEMATICO NO LINEAL

MAX = (2, —3)%+ (z,—3)?
! SUJETO A LAS SIGUIENTES
RESTRICCIONES;

4z + 319 = 12;
6x; + 4z = 36;
zy = 0;

Ty =0;

MIN = (2, —3)%+ (2,—3)
! SUJETO A LAS SIGUIENTES
RESTRICCIONES;

4z + 319 = 12;

6x; + 4z = 36;

z; = 0;

Ty =0;

Optimo Local

Solucidén oéptima local encontrada

Optimo global

Solucidén oéptima

global encontrada

valor 45.000000 valor 0.0000000
objetivo objetivo
Tnviabilidad 0.000000 inviabilidad 0.0000000
Iteraciones Iteraciones
totales del 21 totales del 5
solucionador solucionador
Segundos de Segundos de
tiempo de 0.96 tiempo de 0.30
ejecucidn ejecucién
transcurridos transcurridos
El modelo es cuadratico convexo El modelo es cuadratico convexo
Clase de oP Clase de op
modglo modelo
Variables P Variables 5
tOtéleS totales
Vérlables no 2 Variables no
lineales : 2
ol lineales
Variables 0 Variables
enteras 0
_ . enteras
Restricciones - -
5 Restricciones
totales 5
- - totales
Restricciones - -
. 1 Restricciones
no lineales . 1
no lineales
Total Total
distint
istintos de 8 distintos de 8
cero
- - cero
Distintos de - -
Distintos de
cero no 2
. cero no 2
lineales ;
lineales
Costo
Variable Valor )
Reducido Variable Valor COS?O
Reducido
ey 0.000000 24.000000
‘al 3.000000 0.000000
Ty 9.000000 0.000000
Ty 3.000000 0.000000
Necesidad Precio
fila e} dual Necesidad
abundancia ua fila o Precio dual
1 45.000000 | 1.000000 abundancia
1 0.000000 -1.000000
2 15.000000 0.000000
3 0.000000 3.000000 2 9.000000 0.000000
4 0.000000 | 0.000000 3 6.000000 0.000000
5 0.000000 0.000000 4 3.000000 0.000000
5 3.000000 0.000000
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Por tanto, la solucién maxima global del programa (PP4) es x* = (0,9) con un valor
igual a 45 y la solucién minima global del programa (P) es x” = (3,3) con un

valor igual a 0
Ejemplo 4.2.2. En el programa matematico no lineal

(Optf(xy,x;) = (x; — 5)* + (x2 — 5)°
sujeto a
(P,) x2—x,<6
X1+ 3x, <12
x>0
\ X, =0

Resuélvelo de forma analiticamente, graficamente y con el software LINGO

Solucién

Resolucién Analitica del programa (P5)

a) La funcion definida por f(x;,x,) = (x; — 5)% + (x, — 5)% es continua por ser
una funcién polinémica.

b) Las funciones hy (g, x2) = x2 — x5, I,(x1, x3) = %1 + 3%, 5 (xq, xp) =

x1, T, (x4, x,) = x, son funciones continuas.

h, (< —0,6]) = {(x4,x,) € E2/x? — x, < 6} cerrado

cerrado

A f

Bl
continua

Figura 4.14. Funcién cerrada h, !
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h, (< —0,12]) = {(x,x,) € E?/x; + 3x, < 12} cerrado

cerrado

Ty

f

continua

Figura 4.15. Funcién cerrada h, "

;™ ([0, +o0 >) = {(x4, ;) € E?/x; = 0} cerrado
cerrado

T2

f

continua

Figura 4.16. Funcién cerrada h; ™"
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h, "1 ([0, 400 >) = {(x;,x,) € E?/x, > 0} cerrado

cerrado

T2

A ! E!

7,,

6,,

5,,

4,,

3,,

2,

1,,

I | | } } | I !
-1 0 1 2 3 4 5 6 7
,1,,

Figura 4.17. Funcion cerrada h, "

Cpac = Iy (< —00,6]) N, "' (< —00,12]) N Ty ™" ([0, +00 >) N, ™' ([0, +00 >)

cerrado cerrado cerrado cerrado

cerrado

c) Existe n=6>0 tal que ||x|| = /x? + xZ < 6,Vx € Cg,. Entonces Cg,e €5

acotado

Por lo tanto, dado que se cumplen las tres condiciones de la Proposicion 4.2.1.

el programa (IP,) tiene un maximo global y minimo global.

Resolucién grafica del programa (P):
a) Curvas de nivel del programa ()
Ce = {(x1,72) € E2/(x; = 5)* + (4 — 5)° = £, € RY}

§<0:C:=9
E=0:(x;— 5%+ (x, —5)?%=0
E=1:(x;—5%*+(x,—5?%=1
E=2:(x; — 5%+ (x,—5)?%=2
E=3:(x; —5%*+(x,—5)?%=3
E=4:(x;— 5%+ (x,—5?%=14

61



£=5(q—52+ @, —52=5
£=5(x;,—5)2+ (x,—5)2 =6
£=500-52+ @, —52=7
E=5(x;—5%+(x,—5)?=38
E=5(x;—-5%*+(x,—5)?%=9
§=5:( =5+ (x, - 5)?* =10
E=5(x;— 5%+ (x, —5)?% =11
E=5(x;—5?%?+(x, —5)?%=12
£=5:(x,— 5%+ (x, —5)2 = 13

Figura 4.18. Curvas de nivel C; del programa (IP;)
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b) Conjunto de las soluciones factibles del programa (IP,)

Crac = {(x1,%,) € E?/x? — x5, < 6,%, +3x, < 12,x; = 0,x, = 0}

Xf_x2=6 X1+3x2=12

Para x;, =0 y x, =—6 se tiene el Parax, =0y x, = 4 se tiene el punto

punto (0,—6) (0,4)
Para x, =0y x{ =6 se tiene los Para x,=0 y x, =12 se tiene el

puntos (v/6,0) A (—V6,0) punto (12,0)

T2
A

22— 2,=6

Figura 4.19. Conjunto factible C¢,. del programa (IP,)

c) Superposicion de las figuras para determinar puntos maximos y minimos

para el programa (P,)
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12

x + 3, =12

Figura 4.20. Maximo y minimo del programa (PP,)

Resolviendo graficamente el programa (IP,), obtenemos un maximo global en el
punto x* = (0,0) con un valor de la funciéon objetivo de (0,0) = (0 —5)% +
(0 —5)2 =50

El punto x° = (3,3) es un minimo global del programa (IP;) con un valor de la
funcion objetivo es £(3,3) = (3—-5)2+(3—-5)2=38

El punto x* = (0,4) es un minimo local del programa (IP;) con un valor de la

funcion objetivo de £(0,4) = (0 —5)% + (4 —5)? = 26

El punto x* = (2.449,0) es un minimo local del programa (IP;) con un valor de la
funcion objetivo de £(2.449,0) = (2.449 — 5)? + (0 — 5)% = 31.507601

Resultados con el software LINGO del programa (P,)
Tabla 4.3. Programa (PP5)
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PROGRAMA MATEMATICO NO LINEAL

MAX = (2, —5)%+ (2, —5)?
! SUJETO A LAS SIGUIENTES
RESTRICCIONES;

xlz—a:2§6;
T+ 31y =125

7 = 0;

Ty = 0;

Optimo Local

PROGRAMA MATEMATICO NO LINEAL

MIN = (z;—5)?+ (2,—5)>
! SUJETO A LAS SIGUIENTES
RESTRICCIONES;

2
Zy

— 5 = 6;
x) + 319 =12;
z; = 0;

Ty = 0;

Optimo global

Solucidén dptima local encontrada

Solucién éptima global encontrada

valor valor
. L 8.0000000
objetivo 50.000000 objetivo
Inviabilidad 0.000000 inviabilidad 0.1157929E-07
Iteraciones Iteraciones
totales del 20 totales del 7
solucionador solucionador
Segundos de Segundos de
tiempo de 0.53 tiempo de
ejecucidn : ejecucién 0.45
transcurridos transcurridos
El modelo es cuadratico convexo El modelo es cuadratico convexo
Clase de Clase de
P P
modelo Q modelo Q
Variables 5 Variables 5
totales totales
Variables no Variables no
. 2 ) 2
lineales lineales
Variables 0 Variables 0
enteras enteras
Restricciones 5 Restricciones 5
totales totales
Restricciones Restricciones
) 2 2
no lineales no lineales
Total Total
distintos de 8 distintos de 8
cero cero
Distintos de Distintos de
cero no 3 cero no 3
lineales lineales
. Costo ] Costo
Variable Valor Reducido Variable Valor Reducido
Zq 0.000000 10.000000 -
Iy 3.000000 0.2607000E-
Zq 0.000000 10.000000 04
Ly 3.000000 0.1581732E-
Necesidad 08
fila o Precio dual
abundancia fila Necesidad o Precio dual
1 50.000000 1.000000 * abundancia o o
> 6.000000 0.000000 1 8.000000 -1.000000
3 12.00000 0.000000 2 0.000000 0.4210469
0.1277004E-
4 0.000000 0.000000 3 07 1.473693
5 0.000000 0.000000 4 3.000000 0.000000
5 3.000000 0.000000
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Por tanto, la solucion maxima global del programa (IP;) es x* = (0,0) con un valor
igual a 50 y la solucion minima global del programa (PP;) es x° = (3,3) con un

valor igual a 8
Ejemplo 4.2.3.
En el programa matematico no lineal

(Min f(x;, x5, %3) = x2 + x3 + x2 + 2000(x; — 50) + 2000(x; + x, — 100)
sujeto a
x1 =50
X, +x, =100
X1 + x5 +x3 = 150
\ X3,%3 =0

(Pg) 4

Resuélvelo de forma analiticamente, graficamente y con el software LINGO.

Solucion
Resolucién Analitica del programa (Pg)
El programa (IPg) es convexo porque el conjunto de soluciones factibles es

convexo Y la funcion objetivo f(x;, x5, x3) es convexa.

Debido a las condiciones necesarias y suficientes de Kuhn-Tucker, los valores
que debe tomar A4;,i=1,2,..,5 son 1; = —-2000,4, = —2000,A; = —100,4, =
0,4 =0; x =50,y =50,z =50

Por tanto, x* = (50,50,50) es un minimo global del programa (Pg) con

A* = (—-2000,—2000,—100,0,0) y el valor de la funcién objetivo es 7500

Resultados con el software LINGO del programa (PPg):

Tabla 4.6. Programa (Pg)
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PROGRAMA MATEMATICO NO LINEAL

MIN = 2,% + 2% + 257 + 2000 (2, —50) +

2000 (z; + 2, —100)

! SUJETO A LAS SIGUIENTES

RESTRICCIONES;
T; = 50;

T + 15 =100;
T + Zo + 23 = 1505

Ty =0; 23 =0;

Optimo global

Solucidén dptima global encontrada

valor
objetivo

7499.992

inviabilidad

0.1411822E-07

Iteraciones
totales del
solucionador

11

Segundos de
tiempo de
ejecucidn
transcurridos

.21

El modelo es cuadratico convexo

Clase de
P
modelo Q
Variables
3
totales
Variables no
. 3
lineales
Variables 0
enteras
Restricciones 6
totales
Restricciones
) 1
no lineales
Total
distintos de 11
cero
Distintos de
cero no 3
lineales
Variable Valor COS?O
Reducido
zq 50.00000 0.000000
Ty 50.00000 0.1278866E-03
$3 50.00004 0.1866853E-03
fila Nece51daq °© Precio dual
abundancia
1 7499.992 -1.000000
2 0.1907435E- -2000.001
05
3 0.3856712E- -2000.115
05
4 0.3765097E- -99.88678
04
5 50.00000 0.000000
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Por tanto, la solucion minima global del programa (Pg) es x” = (50,50,50) con un

valor igual a 7500.

4.3. Aplicaciones

4.3.1. Para mantenerse saludable una persona debe cumplir ciertos requisitos
minimos diarios, relacionados con diferentes tipos de elementos nutricionales.
Supongamos que solo necesitan considerar tres clases de elementos
nutricionales: calcio, proteinas y calorias, y que la dieta de la persona se
compone unicamente de dos alimentos A y B cuyos precios y contenido
nutricional por unidad se indican en la siguiente tabla, donde también se

expresan los minimos diarios que rigen cada elemento.

Requerimientos
Alimento A Alimento B
minimos diarios
Calcio(unidad) 10 4 20
Proteinas(unidad) 5 5 20
Calorias(unidad) 2 6 12
Precio 0.60 1.00

El problema es encontrar la combinacién de alimentos que satisfaga las
necesidades diarias al menor costo posible. Formule y resuelva el problema

graficamente.
Solucién
Formulacién analitica del programa P,

Variables de decision:
X, = cantidad del alimento A
x, = cantidad del alimento B

El programa matematica lineal:
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(Min f(xq,x,) = 0.6x1 + x,
sujeto a
10x; + 4x, = 20
(P9) < 5x1 + 5x, = 20
2x1 + 6x, = 12
x, =0
\ x, =20

Vemos que el minimo se alcanza en el punto de interseccién de las dos rectas

{le + 5x2 == 20
le + 6x2 == 12

o o ,o 28
Entonces en x; = 3,x, = 1 hay un costo minimo global a i 2.8

a) Graficamente

Cfac

(3,1) minimo global

T
2, + 62, =12
5x; + dxy =20

10z, + 4z, = 20

Figura 4.21. Conjunto factible C¢,. del programa (IPy)

Resultados con el software LINGO del programa (P):

Tabla 4.5. Programa (Py)
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PROGRAMA MATEMATICO LINEAL

MIN = 0.6z, + z,

i SUJETO A LAS SIGUIENTES

RESTRICCIONES;
10z, + 42y = 20;

51y + 5x9 = 20;
2z + 629 = 12;
z =05

Ty =05

Optimo global

Solucidén oéptima global encontrada

valor objetivo 2.800000
inviabilidad 0.000000
Iteraciones totales 2
del solucionador
Segundos de tiempo de
ejecuciédn 0.45
transcurridos
E1l modelo es Lp
cuadratico convexo
Clase de modelo 2
Variables totales 0
Variables no lineales 0
Variables enteras 6
Restricciones totales 0
Restricciones no
lineales 10
Total distintos de 0
cero

. Costo
Variable Valor Reducido
Ty 3.000000 0.000000
To 1.000000 0.000000

Necesidad
fila o Precio dual
abundancia
1 2.800000 -1.000000
2 14.00000 0.000000
3 0.000000 0.8000000E-
01

4 0.000000 -0.1000000
5 3.000000 0.000000
6 1.000000 0.000000

4.3.2. La empresa Petroperu quiere determinar cuantos barriles de petréleo
explorara en sus pozos durante los proximos tres afos para maximizar sus
ganancias. Sabemos que si extrae x; millones de ddlares en el primer ano, puede

vender cada barril por (28 — x;) ddlares con un costo de exploracion de x?
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millones de ddlares. En el segundo afio si se explora x, millones de barriles, el
precio de venta por barril es de (30 — x,) dolares y 1.5 millones de ddlares es el
costo de exploracion. En el tercer afno si se extraen x; millones de barriles, cada
uno de ellos se puede vender a (32 — x3) ddlares, en este caso los costos de
extraccion son 2x3 millones de dolares. La empresa, en cambio, sabe que en los
tres afnos podra explorar en total 30 millones de barriles y gastar 350 millones en
faenas mineras. Suponiendo que el tipo de interés anual es de 4%, determine
las politicas de extraccion Optimas durante los proximos tres afios usando un

programa de computadora de programacion no lineal.
Solucién

Formulacién analitica del programa P,

Variables de decision:
x; = millones de barriles extraidos en el primer afio
x, = millones de barriles extraidos en el segundo afio
x3 = millones de barriles extraidos en el tercer afo

El programa matematico no lineal:

1 1 1
Max f(x;, x5, %3) = %, (28 — x;) + mxz(SO —x) + mx3(32 —x3) —x% — ml.szz

2
T Loa? 2%
sujeto a
(P10) 4 x? + 1.5x% + 2x% < 350
X1 +x, +x3 < 30
x; =0
X, 20
x3=0

Asi que, el beneficio de maximizar cuando se explora:
x; = 7 millones de barriles en el primer afio
x, = 6 millones de barriles en el segundo ano
x3 = 5.333 millones de barriles en el tercer afio
Por lo tanto, se obtiene una utilidad de 263,43 millones de dolares en los

proximos tres anos

Resultados con el software LINGO del programa (P,,):

Tabla 4.6. Programa (IP,,)
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PROGRAMA MATEMATICO NO LINEAL

T R R R s o RN

1 2 1 2
-——1.52,"— ——=2z
1.04 2 (1.04)2 3

! SUJETO A LAS SIGUIENTES RESTRICCIONES;
2,2 +1.52,% + 2252 < 350;
T + o5+ 23 = 30;
1 =05
Ty = 0;

z53=0;

Optimo global

Solucidén oéptima global encontrada

valor
objetivo 263.4339
inviabilidad 0.000000
Iteraciones
totales del 7
solucionador
Segundos de
t}empolge 0.22
ejecucidn
transcurridos
El modelo es cuadratico convexo
Clase de
modelo QP
Variables 3
totales
Variables no
lineales 3
Variables 0
enteras
Restricciones 6
totales
Restricciones 5
no lineales
Total
distintos de 12
cero
Distintos de
cero no 6
lineales
Variable Valor Costo Reducido
xl 7.000000 0.000000
Ty 6.000000 0.000000
I3 5.333333 0.000000
Necesidad
fila o Precio dual
abundancia
1 263.4339 1.000000
2 190.1111 0.000000
3 11.66667 0.000000
4 7.000000 0.000000
5 6.000000 0.000000
6 5.333333 0.000000
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Por lo tanto, la solucion maxima es x; = 7,x, = 6,x3 = 5.3 con el valor maximo

global igual a 263.4339
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CAPITULO 05: DISCUSION

Uno de los propdsitos de esta tesis fue establecer las condiciones optimas para
la existencia de soluciones en programas matematicos no lineales. Este objetivo
se logro estableciendo condiciones optimas para la existencia de soluciones
globales minimas y maximas en programas no lineales. Asimismo, se han
formulado y resuelto condiciones optimas por ordenador en programas no
lineales. Este resultado coincide con los obtenidos en esta area de investigacion
por otros matematicos como (Mordecai, 2003), (Chavez, 2020) y (Gutiérrez,
2022).

Para demostrar el teorema de Weierstrass se utilizaron el supremo e infimo junto
con las condiciones de continuidad en un conjunto factible cerrado y acotado.
Estas tres condiciones se aplicaron para la solucion analitica de programas no
lineales con el fin de obtener maximos y minimos globales. Estos resultados
fueron corroborados graficamente en el plano y con el software Lingo en

programas no lineales.

Para demostrar la teoria de la programacién convexa en un conjunto factible, se
uso el concepto de segmento de recta junto con las condiciones de funcion
convexa y minimo local en un conjunto factible y se obtuvo como resultado un
minimo global en el conjunto factible. Asimismo, obtuvimos que el conjunto de
todos los minimos del programa matematico es un conjunto convexo. Estos

resultados fueron corroborados por programas no lineales.

Finalmente, la existencia de soluciones optimas en programas no lineales
cuando el numero de variables es mayor o igual a tres se establecen si la funcién
real de variable vectorial es continua definida en un conjunto factible, que es un
conjunto de puntos en un espacio euclidiano que comprueba las restricciones de

un programa matematico, cuyo conjunto debe ser cerrado y delimitado.
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CAPITULO 06: CONCLUSIONES

Primera. Las condiciones optimas se establecieron utilizando la proposicion
4.2.1. para la existencia de soluciones minimas y maximas globales en
programas matematicos no lineales.

Segunda. Las condiciones bajo las cuales cada optimo local es un éptimo global
se establecieron utilizando la proposicion 4.2.2. de la Programacién convexa.
Tercera. Las condiciones optimas fueron formuladas y resueltas por

computadora en programas matematicos no lineales como LINGO
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CAPITULO 07: RECOMENDACIONES

Primera. Realizar estudios de programas matematicos para establecer la
existencia de 6ptimos globales en programas matematicos lineales y no lineales
con restricciones de desigualdad.

Segunda. Realizar estudios de programas matematicos para establecer
condiciones de optimalidad en problemas de optimizacion convexa con términos
de subdiferenciales.

Tercera. La realizacion de estudios sobre optimizacion convexa y subdiferencial
abre el camino para el estudio de diferentes aplicaciones, por lo que se puede

considerar como una opcion para trabajos futuros.
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ANEXOS

Software LINGO

LINGO (Optimizacion de Generalizacion Lineal) es una
herramienta capaz de formular la solucién y analisis de
programas matematicos lineales y no lineales, lo que
significa que podemos trabajar con una o0 mas
variables de decision. La respuesta que nos da LINGO
es una optimizaciéon que nos favorece a encontrar el
excelente producto (superior beneficio, pequefio,
costo, etc.).

Unos de los atributos mas caracteristicos de LINGO es
su aplicacion en la estructura de modelos matematicos
lo que permite indagar en la cuestion a optimizar de
una forma mas natural y asi expresar grandes

cuestiones de optimizacion.

Sintaxis LINGO

El lenguaje del software LINGO es muy clara y
educativa, sus instrucciones nos permiten contar las
variables, en relacion a los avisos en linea, las cuales
deben terminar todas con punto y coma (;), para poder
contar o etiquetar la funcion objetivo, esto se puede
hacer haciendo uso de corchetes.

Para ingresar la funcion objetivo, ya sea minimizadora
0 maximizadora, esto se hace con las palabras

guardadas MAX o MIN seguidas de la representacion

().

Ejemplo. En el

proximo programa

( Max2x—-y+z

sujeto a
2x+3y—5z=>4
—-x+9y—-—2z2>3
4x+6y+3z<8

\ x,y,z2=0

Resuélvelo con el

software LINGO

Solucién
Ingresamos y visualizamos la ventana principal del
LINGO

L]
clsas | e o Z(a)F e
[ =

JiNGO




Ingresamos el programa matematico a optimizar, luego
de ingresar al programa le pedimos al software que lo
resuelva con crtl+u o haciendo clic en el icono resolver

(se ve en la imagen)

Linge 18.0 - Linge Model - Linga1 - m} X
File Edit Solver Window Help
DjsE|&| ¢ [H]@ =[] vEo| DRBR| &lsF 2

Lingo Model - Linge1 EI@

MRY = 2*X-Y+Z;

!SUJETO A LAS SIGUIENTES RESTRICCIONES;?

2FX+3*Y-5%Z >= 4;
-X+9*Y-Z »>= 3;
A*X¥+E*Y+3*Z <= 8;

X »= 0;
T »= 0;
Z >= 0;
5olves the model in the active window CAP |NUM MOD Ln9, Col 18 2:09 pm

Al finalizar el procedimiento anterior llegamos a la

solucion del programa matematico

Linge 18.0 - Solution Report - Lingal - m] X
File Edit Solver Window Help
2
Ds|E|S] 2 5(@] == Ple|of Olk[mx| &lw/E 2l
Solution Report - Lingo' = =R
Global optimal solution found.
Cbjective value: 2.035238
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Elapsed runtime seconds: 0.35
Model Class: LF
Total variables: 3
Nonlinear variables: 4]
Integer variables: a
Total constraints: T
Nonlinear constraints: 4]
Total nonzeros: 1s
Nonlinear nonzeros: a
Variable Value Reduced Cost
X 1.285714 0.000000
k4 0.4761905 0.000000
z 0.000000 0.5952381
Row S5lack or Surplus Dual Price
1 2.095238 1.000000
2 0.000000 0.000000
3 0.000000 -0.3809524
4 0.000000 0.4047619
5 1.285714 0.000000
& 0.4761805 0.000000
T 0.000000 0.000000
For Help, press F1 CAP |NUM Ln 34, Col 1 2:05 pm
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Se observa que el valor de la funcion objetivo es
2.095238 y los valores de la variable de resolucidon son
x=1.285714, y=0.4761905, z=0

La columna holgura o excedente proporciona el valor
de la holgura o excedente en la solucion optima.

La columna costo reducido proporciona el valor que
disminuye del valor optimo cuando una variable no
fundamental aumenta en una unidad.

Finalmente, se puede guardar la plantilla en la opcién

de guardar para emplearla en otro instante. VPO-MN

81




	Portada
	Hoja de jurados
	Certificado de similitud
	Dedicatoria
	Agradecimiento
	Tabla de contenido
	Índice de figuras
	Índice de tablas
	Resumen
	Abstract
	Capítulo 01: Introducción
	Capítulo 02: Fundamentos teóricos
	Capítulo 03: Materiales y métodos
	Capítulo 04: Resultados
	Capítulo 05: Discusión
	Capítulo 06: Conclusiones
	Capítulo 07: Recomendaciones
	Referencias Bibliográficas
	Anexos

