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RESUMEN

El objetivo de esta tesis fue establecer condiciones que garanticen la existencia y unicidad
de respuestas para problemas de desigualdad variacional de la forma:
b(u,v—u) = (g,v—u)

Formuladas en espacios de Hilbert abstractos, estas cuestiones consisten en hallar una
funcion que minimice una integral dada en un conjunto convexo. Para lograr este
propodsito, se emplean enfoques inductivo y deductivo, centrdndose en el analisis de
configuraciones continuas, coercitivas y bilineales definidas en subconjuntos convexos de
espacios de Hilbert. Estas propiedades garantizan la existencia y unicidad de las soluciones
de la desigualdad variacional. Ademas, se investiga la equivalencia entre los tipos de
desigualdades y los problemas de minimizacién, en particular cuando configuracion
bilineal asociada es simétrica y asimétrica. Esta equivalencia es esencial para aplicar los
resultados tedricos al estudio de la cuestion del obstaculo, un modelo fundamental en
campos como la mecanica, la teoria de la elasticidad y la evaluacion de fendmenos de
contacto. Se realizd un analisis de la expresion del problema del obstaculo, demostrando
que, bajo ciertas propiedades de datos y regularidad del dominio, puede reformularse como
un problema de complementariedad. Esto permite la aplicacion de conocimiento de
existencia y unicidad obtenidos previamente, garantizando asi la existencia de una solucion

débil Unica para este problema.

Palabra clave: Inecuacion variacional de primera especie, problema del obstéaculo,

inecuacidn variacional de segunda especie.



ABSTRACT

The objective of this thesis is to establish conditions that guarantee the existence and

uniqueness of solutions for problems with variational inequalities of the form:

b(u,v—u) = (g,v—u)
formulated in abstract Hilbert spaces. These problems consist of finding a function that
minimizes a given integral within a convex set. To achieve this objective, inductive and
deductive approaches are employed, focusing on the analysis of continuous, coercive
bilinear forms defined on convex subsets of Hilbert spaces. These properties make it
possible to guarantee the existence and uniqueness of solutions to the variational
inequality. Likewise, the equivalence this type of inequalities and minimization problems
Is studied, particularly when the associated bilinear form is symmetric and nonsymmetric.
This equivalence is key to applying theoretical results to the study of the obstacle problem,
a central model in areas such as mechanics, elasticity theory, and the analysis of contact
phenomena. A study is carried out on the formulation of the obstacle problem,
demostratrating that, under certain conditions of regularity in the data and the domain, it
can be reformulated as a complementarity problem. This allows for application to
previously obtained existence and uniqueness studies, guaranteeing an investigation into

the existence of a unique weak solution to this problem.

Keywords: Variational inequality of the first kind, obstacle problem, variational inequality
of the s

Vi



CAPITULO I
INTRODUCCION

1.1. Descripcion de la realidad problematica

La intuicion fisica siempre ha sido fuente de cuestiones que posteriormente se desarrollan
y estudian mediante diversas suposiciones matematicas, como las desigualdades
variacionales. Este principio, surgida en 1959, constituye un dominio de andlisis
interesante en el estudio de funcionales, optimizacion y las igualdades diferenciales
parciales.

Las desigualdades variacionales, de igual manera invocadas inecuaciones
variacionales, constituyen una suposicion matematica acrecentada a comienza de la década
de 1960 en Italia, por profesores Guido Stampacchia (192-1978) y Gaetano Fichera (1922-
1966). Stampacchia se inspir6 en la suposicion del potencial, y Fichera en cuestion de
mecénica, y mas especificamente en la elasticidad.

La cuestion fundamental es el estudio de las desigualdades variacionales en las
preguntas de Signorini. Esta cuestion, formulada por Antonio Signorini en 1959 y
delimitada por Gaetano Fichera en 1963, esta pregunta proporciona un ejemplo que
caracteriza el contacto sin rozamiento entre un cuerpo deformable y un cuerpo rigido. En
1964, Guido Stampacchia explico su extension del lema de Lax Peter-Milgram Arthur para
la investigacion de la regularidad de igualdades diferenciales. Guido Stampacchia
introdujo la palabra “desigualdades variacionales” y, en 1967, con participacién de J.L
Lions (1928-2001) establecio un vinculo entre las estructuras bilineales, continuas y
coercitivas definidas en espacios de David Hilbert y existencia y particularidad de la
respuesta a una desigualdad variacional.

En la formulacion especifica de las cuestiones de Dirichlet, con propiedades de
fronteras nulas, y en las cuestiones de Neumann con derivadas en el contorno, la respuesta
deseada presenta inconvenientes adicionales similares a los que se encuentran con las
propiedades de frontera ordinarias. Ademas, deben satisfacer ciertas desigualdades, por
ejemplo, desigualdades positivas en un conjunto abierto o en el contorno. Estos problemas
justifican en el andlisis de desigualdades en lugar de igualdades, denominadas inecuaciones

variacionales.



En 1966, los matematicos Guido Stampacchia y G.J. Hartam probaron un producto
que garantiza la existencia y particularidad de una respuesta a una desigualdad variacional
delimitado en un espacio euclidiano de dimension limitada para una aplicacién continua
B:R™ - R™ y X, un conjunto convexo cerrado de R™. En consecuencia, el problema de la
existencia de x, € X tal que (Bxy,x —Xy) = 0, paratodo x € X, admite una respuesta
unica.

Mientras que las hipotesis variacionales de las cuestiones de frontera encuentran su
punto de inicio en el procedimiento de la proyeccion ortogonal, la conjetura de las
desigualdades variacionales toma su punto de partida en la proyeccion sobre un conjunto
convexo.

En esta situacion, uno de los propoésitos de esta investigacion es explicar las
herramientas matematicas utilizadas para resolver estas cuestiones de existencia y
particularidad de las respuestas a ciertas especies de desigualdades variacionales, sus
consecuencias criticas y los procedimientos de resolucion examinados.

Sin embargo, en este contexto, es natural formular las siguientes interrogantes.

1.2. Definicion del problema de investigacion

1.2.1. Problema General

¢Bajo qué propiedades es posible formular la solucién a problemas de inecuaciones
variacionales en espacios de Hilbert abstractos?

1.2.2. Problema Especificos

a) ¢Bajo qué propiedades es posible formular la existencia de una solucion en problemas
de inecuaciones variacionales en espacios de Hilbert abstractos?

b) ¢Bajo qué propiedades es posible formular la unicidad de la solucion en problemas de
inecuaciones variacionales en espacios de Hilbert abstractos?

c) ¢Cémo formular y explicar el problema de obstaculos unidimensional?
1.3. Objetivo de la investigacion
1.3.1. Objetivo General

Formular la solucion a problemas de inecuaciones variacionales en espacios de Hilbert

abstractos.



1.3.2. Objetivos Especificos

a) Formular la existencia de una solucion en problemas de inecuaciones variacionales en
espacios de Hilbert abstractos.

b) Formular la unicidad de la solucién en problemas de inecuaciones variacionales en
espacios de Hilbert abstractos.

c) Formular y explicar el problema de obstaculos unidimensional.

1.4. Justificacion e importancia de la investigacion

El proposito del anélisis sobre la existencia y unicidad de soluciones a desigualdades
variacionales en espacios de David Hilbert se justifica principalmente por sus
innumerables utilizaciones en el conocimiento y la hipétesis de las desigualdades. Estas
utilidades constituyen, de hecho, una generalizacibn muy natural de la teoria de los
problemas de valores en la frontera y permiten abordar nuevas cuestiones que surgen de
diversas areas de las matematicas aplicadas, como la mecanica, la fisica, la programacion
convexa y la teoria de control. De manera similar, se pueden matematizar muchas
cuestiones especificas utilizando desigualdades variacionales, como problemas de
contacto, problemas de concentracién en quimica o cuestiones de deformacion en
ingenieria civil. Finalmente, una aplicacion sencilla pero significativa de las desigualdades
variacionales es la cuestion del obstaculo. Esta cuestion es importante porque presenta una
variedad de ejemplos relacionados con diversos fendmenos fisicos, como la cuestion de la

presa rectangular.



CAPITULO Il
FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Antecedentes del problema de investigacién

Bermudez et al (1984) en su articulo de investigacién argumenta que las desigualdades
variacionales son una herramienta adecuada para argumentar una considerable cifra de
cuestiones no lineales en fisica. Por ejemplo, estas cuestiones se presentan al configurar
acontecimientos cerca de la friccion unilateral entre un objeto elastico y otro rigido, el
rozamiento, la fluidez de vapor no-newtonianos de especie Bingham, la entrega de calor
con mutacion de estado (cuestion de Stefan), la torsion elastoplastica de una varilla, etc.
Kinderlehrer & Stampacchia (1987) afirman en su trabajo que la cuestion de Signorioni
es el principio del estudio de las desigualdades variacionales. Esta cuestion, formulada por
Antonio Signorini en 1959 y resuelto por Fichera en el afio 1963, describe el contacto sin
rozamiento entre un sélido deformable y un sélido firme. De manera similar, en 1964,
Guido Stampacchia demostrd su extension al lema de Lax Peter-Milgram Arthur para
estudiar la regularidad de las desigualdades diferenciales. Stampacchia insertd el término
“desigualdades variacionales” y, en afio 1967 en participacion con Jacques-Louis Lions
(1928-2001), asocioé configuraciones bilineales continuas y coercitivas, definidas en
espacios de David Hilbert, con la garantia de la existencia y particularidad de la solucién
de una desigualdad variacional.

Legasa (2016), en su tesis de licenciatura, afirma que el objetivo es aprender los espacios
de Sobolev, que reciben su nombre de Sergei Sobolev (1908-1989), y explorar uno de los
métodos mas empleadas para la resolucién de igualdades diferenciales parciales: el sistema
variacional. Este sistema permite, en ocasiones verificar la existencia y particularidad de
solucion en un dominio de funcidén determinado. Asi mismo, bajo ciertas condiciones,
permite transformar la cuestion en un problema de minimizacion. Esto incluye la nocion de
derivada elemental, espacios de David Hilbert y espacios de Sobolev. Nuestros espacios de
funciones seran espacios de Banach conformados por funciones definidas en el espacio Lp
y que admiten una 0 mas derivadas en Lp, naturalmente en un dominio que debe explicarse
con precision. Los implementos para demostrar la existencia y particularidad son los

conocidos teoremas de Guido Stampacchia y Lax Peter-Milgram Arthur, formulados para



espacios de David Hilbert. Esto no implica en absoluto la aplicacion de conjeturas del
contraste funcional y la topologia a la solucion de igualdades diferenciales parciales.
Puerto (2015) concluye que alguno cuestiones materiales pueden replantear en
expresiones de desigualdades variacionales, lo que admite concluir la existencia y
particularidad de sus soluciones. Asimismo, la eleccion del dominio en el que se define una
desigualdad variacional es crucial; una eleccion acertada facilita la comprension del
contexto de las respuestas y atenla las implicaciones de su existencia. Finalmente, los
teoremas de Lax Peter-Milgram Arthur y Guido Stampacchia, junto con sus extensiones,
son esenciales para resolver desigualdades variacionales; por lo tanto, es crucial verificar
rigurosamente la validez de sus hipotesis. Sin embargo, cualquier modificacion de estos
problemas requiere un conocimiento altamente especializado de la teoria funcional y la
teoria de operadores.

Huayta (2023), en su tesis de licenciatura, formalizo el resultado de un problema de valor
en la frontera en un entorno abstracto de espacios de David Hilbert, aplicando uno de los
medios mas considerables de la investigacion funcional: el teorema de Lax Peter-Milgram
Arthur, que es una extension de la conceptualizacion de Riez. Este teorema confirma la
existencia y especificidad de los resultados a diversas cuestiones que involucran igualdades
diferenciales parciales y ordinarias tipicas, admitiendo una respuesta extendida en el
espacio de funciones. Emple6 el método variacional como solucion extendida a cuestiones
de valores en la frontera para igualdades diferenciales.

Hilasaca (2023), en su tesis de licenciatura, demostrd la existencia y particularidad de
resolucion eliptica variacional en espacios de David Hilbert y utilizd estos logros a
formulaciones débiles de la cuestion uniforme de Dirichlet y de la cuestion uniforme de
Neumann. Aplicé el criterio logico para probar las propiedades suficientes para la
existencia y particularidad de esta desventaja variacional, y la parte racional se verifico
utilizando cuestiones similares de Dirichlet y Neumann. Las consecuencias se prolongaron
a areas que inicialmente estaban bajo la jurisdiccion de Sergei Sobolev, lo que garantiz6
una estructura bilineal que satisface las propiedades del teorema de Lax Peter-Milgram
Arthur. Estas desventajas relacionadas con la transformacion se destacan principalmente
por sus numerosas aplicaciones en el campo del conocimiento, permitiendo el estudio de
nuevos obstaculos que surgen en diversas areas de las matematicas aplicadas, como la
mecanica de campos sélidos y las formulas de aproximacion matematica que utilizan

expresiones debiles de igualdades diferenciales parciales.



2.2. Fundamentos tedricos

Para el analisis presentado en el presente estudio, se define conceptos como la
diferenciacion de funciones de variable real, espacio vectorial normado, funcionales y
espacios de Banach. También se define las propiedades de los espacios de Hilbert, los
espacios de prueba y los espacios de Sobolev. La bibliografia cita algunos de los autores
consultados, como (Brézis, 2010; Collantes & Coronel, 2010; Mast & Sofonea, 2009;
Moshe, 2017).

2.2.1. Diferenciacion de funciones de variable real

Definicién 2.2.1.1. (Funcién Diferenciable)
Sea U un conjunto abierto en R. Una funcion g: U — R es diferenciable en el punto x, € U

si existe un namero g'(x,), al que llamamos derivada g(x) en el punto x,, tal que

m w, para todo Ax # 0.

g'(x9) = A1)1<—>0 Ax

Definicion 2.2.1.2. (Funcidn resto)

Se define el resto r(Ax) como la aplicacion de la derivada g'(x,) por %, es decir,

Ag ,
r(AX) = A_x -9 (x()),

donde lim r(Ax) = 0.
Ax—0

2.2.2. Funcional

Definicién 2.2.2.1. (Funcional)
Sea S una clase de funciones continuas. Un funcional es una correspondencia J que asocia

a cada funcién continua y(x) de la clase S un numero denotado J[y(x)] , es decir,
J:S->RLJly()] =]



Figura 1.

Funcional

(7]

)

Jly(x)]

Vr -

lenls =

Nota: Elaboracion propia

Ejemplo 2.2.2.1.
L]ly®)] = ff \1+ (y")%dx, longitud de una curva en el plano.

2. ][yx)] = fab J1+ (v)2 + ()2, longitud de arco de una curva en el espacio.

3. J[x(0),y(®)] = %fttol(xy' + yx")dx, area encerrada por una hoja.

4. J[x(t),y(®)] = f;;l —Vl“:/(yy')zdx, tiempo de incertidumbre por el desplazamiento de un

punto a otro.
2.2.2.1. Problema de Euler
Entre todas las funciones derivadas continuas y=y(X) que satisfacen las siguientes
condiciones de contorno:
y(@)=A, y(b)=B
Determine la funcién que proporciona un extremo pequefio (curvas cercanas con derivadas

similares) del funcional.

b
(] = f G(x,y,y)dx

Proposicion 2.2.2.1.1. (Lema fundamental)

Para cualquier funcién continua {(x) tal que {(a) = Ay ¢(b) = B, tenemos:

ng(X) =0

Proposicion 3.2.2.1.2. (Ecuacion de Euler)



Una condicién necesaria para que la funcional J[y(x)] = fab G(x,y,y")dx, definida en un

conjunto de funciones y=y(x), que admite derivadas continuas y satisface y(a)=A, y (b)=B,
alcance su extremo en la funcion y=y(x), es que esta funcion satisfaga la ecuacién de

Euler:

d
Gy — dx (Gy’) =0
2.2.2.2. Solucion de Euler en forma desarrollada

SeaG = G(x,y,y'). De forma similar, la forma expandida de la ecuacién de Euler seré:

d
Gy — &(Gy’) =Gy = Gyxyr =y Gyyr =y~ Gyryr = 0.

2.2.2.3. La identidad de Beltrami

La funcional que depende Unicamente dey e y’ se representa

9
G-y 5,6=cC

donde C € R.
2.2.2.4. La condicion de Jacobi
Definicién 2.2.2.4.1. (Ecuacién de Jacobi)

La ecuacion de Jacobi asociada con el Lagrangiano y=y es la funcional:

Jo GGy, ¥ dx,

La ecuacién diferencial con respecto a u(x) se obtiene sustituyendo:

d d ,
(ny - &ny’) U~ % (Gyryu) =0

y utilizando la funcion dada y=y.
2.2.2.5. Un problema antiguo de Optimizacion

Se considera dos puntos distintos, D y E, situados justamente en el plano. ;Cuél es la

forma de la curva que minimizan la separacion entre estos dos puntos?



Figura 2.

Problema clasico de optimizacion

Y

n E

‘V><

Nota: Elaboracion propia.

La funcional que debe generar la solucion viene dada por la ecuacion:

XE
Jlyeol = | T+ O
XD
Tenemos:
Gy=0yG,=y'1+pH)™2
Sustituyendo en la ecuacion, obtenemos
G dG =0 d "a+ ’2)_%—0
y= (@) =0-— |y + 07| =
1
e YyQA+oH)z=C

= ¥y =Cx+GCy,

donde Ci: y C, son constantes que se determinaran en funcion de las condiciones de

contorno.
1
Respecto a la condicion de Legendre, dado que G, = y'(1 + (¥")?) 2, se tiene.

Gyy = (L4 D 2= (L+ ) 2y’

Entonces



1
Gyryr = —=5 >0, Vy(X)
Y vz

Dado que G,,s > 0,y la funcion y(x) satisface las condiciones de la ecuaciones de Euler
y Jacobi, y(x) es un minimo para la funcional.

2.2.3. Espacio normado

Definicién 2.2.3.1. (Espacio vectorial)
Un conjunto V # @ es un espacio vectorial sobre un cuerpo K , si satisface las
subsiguientes propiedades:

. X4 + X, €V, paratodo xq,x, €V

. X1 + X, = X, + Xq, paratodo x4,x, €V

. (X1 +x3) + X3 = %1 + (X3 + X3), paratodo xq,X,,%x3 EV

.Paratodox; € V,3!0,talque x; + 0 = x,,0+x; =x4

1
2
3
4
5. Paratodox; € V, 3! (—x),tal que x + (-x) =0, (-x)+x=0
6. 0x; € V,paratodod € Kytodox; €V

7. (x4 +x3) = 6x; + 6%y, paratodod € K todox,,x, €V
8. (ab)x, = a(bx,), paratodoa,& € K ytodox, €V

9. (abt)x, = a(fx,), paratodoa,¥ € K ytodox, €V

10. 1x; =x4, paratodox; €V

Definicién 2.2.3.2. (Norma)

Sea V un espacio vectorial normado sobre los nimeros reales. Una funcional ||x, || definida
en V se denomina norma de x; en V si cumple las siguientes propiedades:

1. ||x4]| > 0, paratodox; # 0, x; € V.

2. |lx.Il = 0,six; =0.

3. llex1]l = |€lllx4]l, para todox; € V, e € R.

4. ||x; + x5l < llx1]| + ||x2 ]|, para todox; , x, € V , (Desigualdad triangular).

Definicién 2.2.3.3. (Espacio vectorial normado)

V es un espacio vectorial normado en R si existe en V una norma ||. ||: V. — R definida.

Definicién 2.2.3.4. (Disco abierto)

V es un espacio vectorial. El disco abierto centrado en h € V'y con radio r es el conjunto:
B.(h) ={g € V:|lg —h|l <1}
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Definicion 2.2.3.5. (Conjunto abierto)
Un conjunto Y c V es abierto si, para cada € V, existeunr >0 tal que B.(g) c Y
Definicion 2.2.3.6. (Espacio de Banach)
Sea X un espacio vectorial normado, dotado de la métrica d(x4,x,) = ||x; — x5 ||. Decimos
que (X, | es un espacio de Banach cuando (X, d) estd completo, es decir, cuando toda
sucesion de Cauchy en X converge.
Definicién 2.2.3.7. (Espacio Dual)
Sea X un espacio vectorial normado. El espacio dual de X, denotado X', es el espacio:

L(X,R) ={g:X— R tal que f es una funcional lineal continua}
Observacion 2.2.3.1.
Los elementos g € X' son funcionales continuos sobre X.
2.2.4. Espacios de Hilbert
Definicion 2.2.4.1. (Producto interno)
Sea V un espacio vectorial complejo. Un producto interno complejo es:

() VXV ->C

que satisface las siguientes condiciones:
1) (x, %) =20,V EVYy(x,x1)=0 ©x;, =0
2) (x1,%, ) = m,para todo x;,x; €V
3) (exq + Ox4,x3 ) = € (xq,x3) + 0 (x5, x3), paratodo x;, X2, X2€ V, paratodo ¢, 6 € C
4) (x1,€ Xy + 0x3) = € {x1,%,) + 6 (x4, %3) , para todo x; , X2, Xs€ V, para todo ,0 € C
Definicion 2.2.4.2. (Espacios de Hilbert)
Un espacio de Hilbert es un espacio pre-Hilbert completo (para la métrica asociada). Por
tanto, todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach con un producto interno.

2.2.5. Funciones de prueba

Definicion 2.2.5.1. (Soporte de una funcion)
Sea y: R™ — R una funcion de valor real de una variable vectorial. EI soporte de y es el

conjunto

sopx ={x € R"/x # 0}

Definicion 2.2.5.2. (El espacio vectorial Cy (w))
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Sea A c R™ un conjunto abierto. El espacio Cg’ (A) es el espacio vectorial funciones
infinitamente diferenciables en A cuyo soporte esta contenido en un conjunto compacto
de A.

Definicion 2.2.5.3. (Convergencia en Cy (A4))

Sea A c R™ un conjunto abierto. Una sucesion de funciones (x™) converge para

X € Cy°(A4) , si cumple las siguientes condiciones:

a) sop (x™) c B, donde B es un conjunto compacto fijoen 4, vn = 1,2, ...

b) (x™) converge uniformemente para y € A, al igual que todas sus derivadas de cualquier
orden.

Definicion 2.2.5.4. (El espacio vectorial Cy’ (A4))

Sea A < R™ un conjunto abierto. El espacio de funciones de prueba es el espacio vectorial
Cy (A) con la convergencia en Cg (A).

2.2.6. Distribuciones

Definicion 2.2.6.1. (Distribucion)
Sea A ¢ R™ un conjunto abierto. Una distribucién en A es una funcional lineal T continua
en el espacio de funciones de prueba D(A).
Definicion 2.2.6.2. (Derivada de una distribucion)
Sea A c R™ un conjunto abierto. La derivada de una distribucion T en un conjunto
. o oT . : :
abierto A es una funcion lineal oy continua en el espacio de funciones de prueba D (A),
k
definida por la relacion:
oT

¢
— )= —(T,-2),vx € D(A), k= 1,2, ...
(axk,x) ( ,axk), X € D(A), ,2, .y

Ejemplo 2.2.6.1. Calcule la derivada en el sentido de las distribuciones de
0(x) =0,six<0 y 06(x)=1,six>0

Solucién

Por la definicion 2.2.6.2.

deo
(D6, x) = <E'X> = (DTp, x) = (DOY(Y) = (1) Ty, x')

+0o0 0 oo
= J 0(x) ¥’ x)dx = —(j 0(x) X’(X)dx+j 0(x) x’(x)dx>
— —00 0
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= —(J°, 0} ®dx+ [ 1% (X)dx)
= — fOOOX, (.X) dx

_ _Lmd);ix) dx = —J:od)((x)

= —[x()1§” = —[x(+o0) — x(0)]
= —[0—x(0)] = x(0) = 6(p).

de lo cual se deduce que

(DG, x) = x(0) = 6(x) = (6, x)
Por lo tanto
DO =6

2.2.7. Espacios de Sobolev
Definicién 2.2.7.1. (Espacios de Sobolev W(l)'p(A))
Sea A c R™ un conjunto abierto y sea pe Rcon 1 < p < —oo. El espacio de sobolvev

Wol’p(A) se define como la clausura de D(A) en W1P(A).

Observacion 2.2.7.1.
El espacio HE(A) se define en lugar de W,"*(A).
Definicién 2.2.7.2. (Espacio de Sobolev de orden uno)

Se define el espacio H3 (A) como la cerradura de D(A) en H(A), el cual esta dotado con

2 n
luliZg = >
i=1

la norma

ou |’

Oxl-

L2

Observacion 2.2.7.2.

El espacio H3(A) es un espacio de Hilbert separable, con el producto escalar de H(A).
2.3. Marco conceptual
Para el andlisis de nuestras variables de estudio, se introducen las definiciones de funciones

convexas y se establece las condiciones para la existencia de inecuaciones variacionales.

La bibliografia cita varias obras de referencia, en particular (Duistermaat y Kolk, 2010),
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(Dijk, 2013), (Dantzing, 1991), (Evans, 1998), (Friedlander, 1999), (Gutierrez,2013),
(Hounie, 1979), (Jost, 1975), (Kinnunen, 2020).

2.3.1. Funcion convexa

Definicion 2.3.1.1. (Segmento de recta)
Sean x,4,X, € R™. El segmento de recta con extremos X e y es el conjunto

[X1,X2] ={(1 —8)x, +s%; : 0<s <1}

Definicién 2.3.1.2. (Conjunto convexo)
Un conjunto no vacio X ¢ R™ se denomina convexo si V X, ,x, € X el segmento de recta

[Xl PXZ] c X

Definicion 2.3.1.3. (Funcién convexo)
Sea X < R™ un conjunto convexo. Decimos que g: X — R es una funcién convexa en el
conjunto X se cumple la siguiente condicion:

gsx; + (1 —9s)xy) <sg(x;) + (1 —s)g(x;), paratodos € [0,1],%; ,X, € X
Observacion 2.3.1.1.

Cuando la funcion g es diferenciable, tenemos que:

g(x3) = g(xy) + (Vg(xy),x; — x1), VX1 ,X; EX

Definicién 2.3.1.4. (Funcién semicontinuo inferior)
Sea X ¢ R™ un conjunto convexo. Decimos que g:X —» RU{+o} es una funcién

semicontinua inferior en x, € X si:

lim g(xn) 2 g(xo)

Definicion 2.3.1.5. (Funcidn caracteristica)
Sea X < R™ un conjunto convexo. La funcion caracteristica de X, denotada como
1x: R" - R = RU{+0o0}, se define como sigue:
1x(x;) =0, si x; €EX ylx(x;) =0, oo, si x; € X
Observacion 2.3.1.2.
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La funcion 1, toma el valor cero para los puntos que pertenece al conjunto X y +oo para
aquellos que no pertenecen a ellos.

2.3.2. Desigualdades variacionales en R"

La teoria de las desigualdades variacionales se desarrolld con gran rapidez porque
constituye una generalizacién natural de los problemas de valores en la frontera para
ecuaciones diferenciales parciales. Ademas, permite abordar nuevos problemas derivados
de diversas areas de las matematicas aplicadas, como la ingenieria, la fisica, la economia,
la quimica, la programacion matematica, etc. Para demostraciones de sus propiedades,
véase, por ejemplo, Kinderlehrer Stampacchia (1987).
Ejemplo 2.3.2.1. (Funcién en un rango cerrado)
Sea g:[c,d] » R wuna funcion dos veces diferenciable y concava hacia arriba.
Consideremos el siguiente problema de minimizacion:
min{g(x;): x; € [c,d]}

Entonces, el punto x, que minimiza la funcion g , satisface:

g'(xo)(x1 — x9) = 0,Vx; € [c,d] (2.1)
El punto x, puede estar dentro del intervalo [c,d] 0 en uno de los extremos. En ambos
casos:
a) Caso 1: Si x, = ¢, entonces g'(xy) =0y x; —x9 = 0.
b) Caso 2: Si ¢ < x, <d, entonces g’ (x,) = 0.
c) Caso 3: Si x, = d, entonces g’ (xy) <0y x; —xo < 0.
En cada uno de estos casos, x satisface la desigualdad (2.1).
Observacion 2.3.2.1.
1) La expresion dada en (2.1) se denomina desigualdad variacional.
2) La desigualdad variacional también puede obtenerse sustituyendo la condicion de que g
debe ser dos veces diferenciable y concava hacia arriba por la condicion de que g debe ser
convexa y diferenciable.
Ejemplo 2.3.2.2. (Problema de minimizacion convexa)
Sea X < R™ un conjunto convexo Yy cerrado, y sea G:X — R una funcion dos veces
diferenciable y definida positiva. Considere el siguiente problema de minimizacion:

min{G(x,):x, € X} (2.2)
Entonces, el punto x, que minimiza la funcion G satisface la siguiente desigualdad 6ptima:
(VG (xg), x4 — xg) = 0, para todo x; € X. (2.3)
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Ademas, si G es una funcion convexa, la reciproca también es cierta: si x, € X satisface la
desigualdad (2.3), entonces x, €s un minimo de G en X.
Considere x, como solucion de (2.2) y elija un punto fijo x; € X. Dado que el conjunto X
es convexo, la recta paramétrica {(1 — s)x, + sx;: 0 < s < 1} esta contenida en X.
Defina la funcién iy como sigue:
y:[0,1] - R, Y(s) = G(Xo +s(xq — Xo)),

Sea x; € X un punto fijo. Dado que G es dos veces diferenciable y x, € X, 1 también lo
es. Ademas, la convexidad del conjunto X implica que la trayectoria x, + s(x; — x)
permanece en X paratodo s € [0,1].
Como x, es un minimo de G en X, la funcion y alcanza un minimo en s = 0. Por célculo
integral, esto implica que:

Y'(0)(s — 0) = 0,para todo s € [0,1].
Dado que

W' (1) = (VG(x + s(x1 — X)), X1 — Xo)
al evaluar s = 0, obtenemos:

P’ (0) = (VG(x0), X1 — Xo)

Por lo tanto

(VG(x¢),X1 — Xg) = 0, para todo x; € X,
es decir, se cumple la condicién de optimizacion de (2.3).
Dado que x, satisface (2.3) y la funcién G es convexa, tenemos:

G(x) = G(xg) + (VG(xg),x; — xg) = 0, para todo x; € X.
Dado que el producto escalar (VG (xy),x; — xo) = 0, se deduce que:
G(xy) < G(X4), paratodo x; € X.

Esto demuestra que x, es una solucién del problema de minimizacion (2.2).

Observacion 2.3.1.3.

Una generalizacion natural de (2.3) implica considerar una aplicacion continua

B:R™ - R™ y un conjunto convexo y cerrado X c R™. El problema se formula de la
siguiente manera:

Encuentre x, € X: (Bxy, x; — Xo) = 0, paratodo x; € X, (2.4)

La relacién (2.4) define una desigualdad variacional en R".
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Proposicion 2.3.2.1. (Hartman- Guido Stampacchia)
Sea B:R™ — R™ una aplicacion continua y X ¢ R™ un conjunto convexo y compacto.
Entonces, el problema
Encuentre x, € X: (Bxg,X; — Xg) = 0, para todo x; € X,
admite una solucidn Unica.
Observacion 2.3.1.3.
1) Para demostrar este resultado de la proposicién 2.3.2.1, utilizamos el teorema del punto
fijo de Brouwer.
2) La proposicion 2.3.2.1 demuestra la existencia y unicidad de la solucion a una

desigualdad variacional definida en R™.

Ejemplo 2.3.2.3. Si X es un cono convexo cerrado, entonces problema (2.4) es equivalente
a lo siguiente: Encontrar x, € X.
(Bxy,%x1) = 0,paratodox; EX Yy (Bxg,x;) =0 (2.5)
Supongamos que x, es una solucién del problema (2.4). Al establecer x; =0 yx; = 2x,,
en la desigualdad (2.4), se obtenemos:
(Bxp, 0 —X¢) = —(Bx(,Xg) = 0= (Bx(,%x0) <0

(Bxo, 2xg — Xq) = (Bxg,%0) = 0
De estas dos desigualdades, deducimos que (Bxg,x,) = 0. Debido a la linealidad del
producto escalar y dado que x; € X, se deduce que:

(Bxg,Xg) = 0, para todo x; € X.
Esto implica que x, satisface (2.5). A la inversa, supongamos que x, es un problema de
(2.5) bajo las condiciones del problema (2.4), es decir, si X €S un conjunto convexo y
cerrado, entonces:

(Bxg,X; — Xo) = 0, paratodo x; € X

Esto demuestra que x, también satisface (2.4), lo que establece la equivalencia entre
ambos problemas.

2.3.3. Desigualdades variacionales en espacios de Hilbert

Para demostraciones de las propiedades, véase, por ejemplo, Brezis (2010).
Definicion 2.3.3.1. (Relacion dual)
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Sea V un espacio Hilbert real de dimension finita con el producto escalar (u,v)y y la

norma inducida ||v||y = \/m Sea V' el espacio dual de V. La relacién entre V' y V
viene dado por la relacién dual:
VXV-R,(g,V) » (g VIvixy
Proposicion 2.3.3.1. (Proyeccion variacional ortogonal)
Sea V un espacio de Hilbert y X un conjunto convexo cerrado en V. Para cada w € V,
existe un Unico u = Pyw € X tal que:
lu —wlly < |lv—wl]ly, para todo v € X
Ademas, el operador Py: V' — X es una contraccion, es decir:
[Pxwy — Pxw,|ly < [lwy — w,|ly, para todo wy, w, € V.
Observacion 2.3.3.1.
El punto Pxyw es el punto en X que minimiza d(w,X) y, como se puede observar en la

Figura 3, el &ngulo 6 es obtuso. Esto demuestra que (w —u,v —u) < 0 paratodov € V.,

Figura 3.

Proyeccion ortogonal

Nota: Tomado de Elliot y Ockendon (1982).
Proposicion 2.3.3.2. (Conceptualizacion de Frigys Riesz-Maurice Fréchet)
Sea V un espacio de Hilberty V' su dual. Como g € V', existe un solo w, € H tal que:
(9, Vvixy = (Wg,V)V paratodov € V
Observacion 2.3.3.2.
La proposicion 2.3.3.2. muestra que cada g € V' puede ser representado por un solo

elemento w, en V gracias al producto escalar definido en V.
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Proposicion 2.3.3.3. (Fundamento de la contraccion)
Sea (X, d;) un espacio métrico completo y C: M — M una contraccion estricta, es decir,
d,(Cx,Cy) < Ad;(x,y), paratodo A € (0,1),x,y € M
Entonces, existe un Gnico punto p € X tal que C(p) = p.
Definicion 2.3.3.2. (Procedimiento bilineal continuo)
Sea V un espacio de Hilbert real. Una funcion bilineal definida en un espacio de Hilbert
b:VXV->R, (uv) — b(u,v)
se dice que es continua si existe una constante ¢ > 0 tal que:
|b(u; v)| < cl|lully|lv]ly, para todo u,v € V.
Definicién 2.3.3.3. (Procedimiento bilineal coercitivo)
Sea V un espacio de Hilbert real. Una funcion bilineal definida en un espacio de Hilbert,
b:V xV - R, (v;v) — b(v,v)
se dice que es coercitiva en V si existe a > 0 tal que:
b(v,v) = a|lv||z, paratodov € V
Definicion 2.3.3.4. (Procedimiento bilineal simétrico)
Sea V un espacio de Hilbert real. Una funcion bilineal definida en un espacio de Hilbert,
b:V xV - R, (u;v) — b(u,v)
se dice que es simétrica en V, cuando b(u,v) = b(v,u), paratodou,v € V.
Observacion 2.3.3.3.
1) Si b(u,v) es un procedimiento bilineal continuo, coercitivo y simétrico, entonces
b(u, v) induce un producto escalar en V. Ademas, existen constantes g y a > 0 tales que:
Blvllz < b(w,v) < a|lv||?, paratodov € V.
De esta desigualdad, se deduce que [b(v, v)]*/? define una normaen V.
2) Sea B:V — V' un operador lineal y continuo. Definimos el procedimiento bilineal
b:V XV — R como
b(u,v) = (Bu,v),'«y,paratodou,v € V
Lema 2.3.3.1. (Arthur Milgram-Peter Lax).
Si V es un espacio de Hilbert dotado con la norma |||ly,, b:V XV - R es un
procedimiento bilineal continuo y coercitivo, y si g € V, entonces existe una solucion
Unica ue V tal que

b(u,v) = g(v), paratodov € V
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Ademads, cuando b(u,v) es simétrico, es equivalente al siguiente problema de
minimizacion:
min{¥(v):v € V}
donde W(v) = 2b(®,v) = (g, V)yrxy
Definicién 2.3.3.5. (Inecuacion variacional eliptica de primera especie)
Si b:V xV — R es un procedimiento bilineal, X un conjunto convexo cerrado, y g € V'
un funcional fijo, buscamos u € X tal que
b(u,v—u)=(g,v—u)yxy,paratodov €V, (2.6)
lo que se denomina inecuacion variacional eliptica de primera especie.
Observacion 2.3.3.4.
1) La inecuacion (2.6) se denomina la inecuacion de Lions-Stampacchia.
2) Si X c V es un subconjunto convexo cerrado y existe a > 0 tal que:
b(v,v) = a||v||%,paratodov € V
3) De forma similar, un procedimiento bilineal b(u,v) se define una aplicacion lineal si
consideramos:
b(u,):V - R, v - a(u,v)
Por tanto, es posible reescribir (2.6), de la siguiente manera:
Encontreu € X: (Bu—g,v—u),/xy = 0,paratodov € X

Definicién 2.3.3.6. (Inecuacion variacional eliptica de segundo tipo)
Si V es un espacio de Hilbert, si b: V x V — R un procedimiento bilineal, y
P: V - RU{+o0} un funcional propio, convexo y semicontinuo inferiormente, entonces,
dado g € V, encuentre un u € X tal que

b(u,v—u) + Y(v) —P(u) = (g,v—u)y'yy,paratodov €V, (2.7)
Esto se denomina inecuacion variacional eliptica de segunda especie.
Observacion 2.3.3.5.
1) La inecuacion (2.7) se denomina la desigualdad de Duvaut-Lions.
2) Sip = 0, lainecuacion (2.7) es una inecuacion eliptica variacional de primera especie.
3) Si X=H y ¥ =0, la inecuacién (2.7) equivale a resolver el siguiente problema:

Encuentre u € V tal que b(u,v) = g(v), paratodov € V.
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CAPITULO HI

METODOLOGIA
3.1. Enfoque Metodologico
La investigacion presentada en esta tesis, titulada “Existencia y unicidad de solucién de
inecuaciones variaciones en espacios de Hilbert”, segun el disefio de investigacion es de
caracter explicativa, y de acuerdo al fin que se persigue es del tipo basica que nos llevara a
la exploracion de nuevos conocimientos sobre las inecuaciones variacionales hiperbolicas
en espacios de Hilbert.
La poblacién estudiada es equivalente a la muestra, y la tesis se enmarca en el &mbito de
las ciencias formales, considerando como objeto de estudio procedimientos bilineales
continuas y coercitivas definidas en un subconjunto convexo de espacios de Hilbert.

3.2. Procedimiento del Método Deductivo

a) Observacion

Se selecciond un conjunto de proposiciones relativas a la existencia y unicidad de la
solucion a las desigualdades variacionales y se buscé una solucion.

b) Experimentacion

Se analizaron las proposiciones relativas a la existencia y unicidad de las desigualdades
variacionales. Ademas, se evaluaron rigurosamente con respecto a los fundamentos
tedricos y el marco conceptual.

c) Deduccién

Se establecieron las reglas de deduccion y la definicion del problema variacional eliptico.
Ademas, se procedid en pasos sucesivos, introduciendo nuevos términos y proposiciones.
d) Analogias

Se compararon las proposiciones relativas a la existencia y unicidad de las igualdades
variacionales con las relativas a las desigualdades variacionales en general.

e) Generalizacion

La solucion de la desigualdad eliptica se ha generalizado basédndose en las reglas de

deduccion y las definiciones.
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CAPITULO IV
RESULTADOS

4.1. Existencia y unicidad de una inecuacion variacional de primer tipo
Proposicion 4.1.1. (Inecuacion variacional de primera especie)
Sea V un espacio de Hilbert, X un subconjunto cerrado, convexoy novaciode V,g € V'y
b:V XV ->R

una forma bilineal continua y coercitiva. Entonces, existe una solucién Unica para

b(u,v—u) = (g,v—u)y«y,paratodov € V. (4.2)
Si b(u, v) es simétrico, entonces b(u, v —u) = (g, v — u)y'xy ,paratodov € V, es
equivalente al siguiente problema de minimizacién:

min{¥(v):v € V} 4.2)
donde ¥(v) = %b(v, V) — (g, VIvixy
Demostracion:
La explicacion de esta proposicion considera las siguientes afirmaciones:
Afirmacion: Existencia y unicidad de producto interno simétrico b(u, v) para
b(w,v—u) = (g, v —wy/xy

Dado que b(u,v) induce un producto escalar en V entonces, por el teorema 2.3.2.1, existe
un Gnico w, € H tal que b(wg, v) = (g,v),paratodov € V. Podemos reescribir el

funcional ¥ de la siguiente manera:
1 1 1 2 1 2
P(v) = Eb(wg —V,Wf— V) — Eb(wg' wg) = 2 [wg — V”H 5 ”Wg”H
Noétese que resolver la ecuacion (4.2) equivale a minimizar d, (w,, X). Segun la
proposicion 2.3.3.1. existe un Unico b € X que minimiza dl(wg,X); por lo tanto, u es una
solucidn de (4.2). Ademas, de acuerdo con la proposicion 2.3.3.1, el angulo interno entre

w, —UYy Vv —u es obtuso, lo que implica que b(wg - U,V — u) < 0, paratodo v € V. Por
lo tanto, tenemos una solucién u que satisface la inecuacién (4.1)

(4.2).

Afirmacion: Equivalencia entre problemas

b(u,v—u)=(g,v—u)yxy,paratodov €V 'y min{L(v):v € V}

Sea u una solucion de (4.1) y v € X fijo, entonces:

1 1
YY) -¥Yw) = Eb(”' w) — (g, Uyrxy — > b(v,v) +(g,V)yixy
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= (g,v—u)vrxv—b(u,v—u)—%b(u—v,u—v) (4.3)
Dado que b(u—v,u—v)=pBllu—v|Z y (g, v—u)yr < b(u,v—u), al sustituir
estas inecuaciones en (4.3) nos da W(u) < ¥(v), para todo v € X. Esto demuestra que u
es una solucion de (4.2).
Por el contrario, si u es una solucién de (4.2) y para todo v € X, debido a la convexidad
del conjunto, tenemos que u + s(v —u) € X, para cada s € (0,1], porque es necesario
para el argumento de diferencial direccional, mientras que s=0 es trivial (da u) y no se usa
en la diferenciacion. Incluir s=1 garantiza que cada segmento de u y v pertenece al
conjunto convexo X.
Por lo tanto

Yu) <¥(u+t(v—uw)

1
=W(u) +sb(u,v—u) —s{gv—u)yyy + Eszb(u —V,u—v)

De la inecuacién anterior, es facil ver que

1
sb(u,v—u) —s(g,v—uyyy + Eszb(u —v,u—v) =0

Dividiendo entre s y haciendo que s — 0%, obtenemos
b(u,v—u) = (g,v — u)yy para todo v € X. Esto demuestra que tenemos una solucion u que
satisface la inecuacion (4.1)
Afirmacion: Existencia y unicidad de b(u, v) no simétrica para
b(u,v—u) =2(g,v—u)yrxy

Considere B:V — V' una transformacion lineal continua tal que b(u, v) = (Bu, v)y. Por la
proposicion 2.3.3.2, existe h, €V tal que (g,v)y/«y = (h,v)y. Por lo tanto (4.1) es
equivalente al siguiente problema:
Encuentreu € X: (u —&(Bu—hy) —u,v—u) < 0,paratodovEXy& >0 (4.4)
Observe que (4.4), segun la proposicion 2.3.3.1, es equivalente al siguiente problema:

Encontrar ue X: u = Py[u —&(Bu — hy)], € >0 (4.5)
Definir la aplicacion W como sigue:

W) =FK[v-¢Bv—hy)], W: V-V
De la equivalencia entre (4.4) y (4.5), obtenemos que (4.1) es equivalente a un problema
fijo, dado por:
Encontrar u € X: u = W(u). (4.6)
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Para demostrar la existencia y unicidad de la solucion de (4.6), debemos demostrar que W

es una contraccion estricta. Como Px es una contraccién, entonces
IW (wy) = W@lly = ||Px[vs — §(Bvy — hy)] = Px[va — §(Bva — hy)]|,
< |lvy —vy, =By — v)lly 4.7)
Tenga en cuenta que

lvy — vy — EB(vy — 172)”12/ = |lv; — 172”5 —2&(By —vy),v1 — o)y +€2 IB(vy — 172)”12/

Como B esta acotado, entonces ||B(v; — v,) |5 < IBII?|lvy — v, 1%
y por coercitividad del procedimiento bilineal, tenemos

(B(vy —v3), vy —v2)y = b(vy — vy, 01 — vp)y = Blvy, — 772”12/
De manera similar, obtenemos:

vy — v, — By — v)lIf < (1 = 288 + E2(IBIIP)|lvy — valI7
Sustituir la inecuacion anterior en (4.7), obtenemos:

1
W () = W@w)lly < (1 =288 + &2IIBI»z2lv, — vally
Entonces, para que W ser una contraccion estricta, basta con elegir & > 0 tal que:
1-25+8%BlI” <1

2B
IB112

Esto se verifica si tomamos 0 < & <

Ejemplo 4.1.1. (Problema de contorno)

Sea el espacio de Sobolev de orden uno H = H*(0,1) y sea el espacio
X={veH!(0,1):v(0)=0,v(1) =0}
Examinar el siguiente problema de contorno:
—v'"'(x) =gx);v(0) =0,v(1) =0; v'(0) <0,v'(1) > 1; v'(x) = 0,six € {0,1}.

Ahorabien, b(v,u) = fol v (x)u (x)dxy (g,u) = folg(x)u(x)dx

En consecuencia, la cuestion de contorno es equivalente a la inecuacion variacional de la

especie uno de la forma:

fol V’(x)(u’(x) - V’(x))dx > folg(x)(u(x) — V(x))dx

para cada v(x) € X, donde X un cono con vértice 0, es asegurar, que paratodo u, w € X, se cumple

paratodo u + w € X y su € X paracada s = 0.
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4.2. Existencia y unicidad de inecuacion variacional de segundo tipo
Proposicion 4.2.1.(Inecuacion variacional de segunda especie)
Sea V un espacio de Hilbert, g € V', {: V = R una funcional semicontinuo inferiormente,
propiamente convexo y b: V X V = R una forma bilineal continua y coercitiva. Entonces
existe una solucidn unica para
b(u,v—u) + Y(v) —Y(u) = (g v — u)y’yy,paratodov € V (4.8)
Demostracion
Primero demostraremos la unicidad y luego la existencia:
Unicidad de la solucién de la inecuacion(4.8)
Afirmaciéon: u; = u,
Supongamos que u; # u, son soluciones de (4.8), entonces
b(u;, v—uy) +P(v) —P(uy) = (g v—uy)yy,paratodov € V
b(u,, v —uy) + P(v) —P(uy) = (g, v —uy)y/xy,paratodov € V
Al reemplazar v = u, y v = u, respectivamente, obtenemos
b(uy,u; —uy) + P(uz) —(uy) = (g u; —uy)ywy,paratodov € V
b, Uy — ) + Y(uy) = Y(Us) = (g, Uy — Up)yr,y , paratodov € V
Si sumamos las desigualdades obtenidas anteriormente, se obtiene
b(u; —uyu; —uy) <0
Pero para efectuar esta suma, es necesario demostrar que ¥ (u;) < «,i=1,2 ...
Dado que ¥ es propio, existe v, € V de forma que —oo < 1(v,) < oo.
Sustituyendo v, en (4.8), obtenemos:
—o0 < P(uy) < Y(vo) — (g, Vo — Udyry + b(uyvo — 1) i = 1,2,
Esto demuestra que g(u;) < oo, i =1,2y por la coercitividad de la forma bilineal
obtenemos:
0<Bllus —upllfy <b(uy —upu; —uy) <0
Por lo tanto, u: = u».
Existencia de la solucion de ( 4.8)
Seau € Xy & > 0. Consideremos el problema (C’f) de hallar w € V tal que para todo
V €V, se cumpla:
w,v =Wy +EH@) —PpW)] = W v —w)y + E[(g,v = Whyriy — bw, v —w)] (C¢)
Sabemos que el problema (Cf) es de la forma (4.8) y la forma bilineal asociada coincide

con el producto interno definido en V, el cual es simétrico.
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Afirmacion: u es solucion de b(u, v —u) + Y (v) =P (u) = (g, v —u)yryy YV EV
Supongamos (C’f) tiene una solucion dnica. Definimos la aplicacion F; (u) = w, donde w
es la solucion de (65). Deforma analoga a la proposicion 4.1.1, mostraremos que F €s una
contraccion estricta.
Sean uq, u, € V tal que F¢(u;) = w;, i=1,2. Entonces tenemos
Wy, wy —wy)y + E[Y(w,) —P(wy)]
= (ug, wp —wpy + E[(g, Wy — widyrsy — alug, wy — wy)]
(W, wy —wp)y + [ (wy) — Pp(wy)]
= (uy, wy — wy)y + E[{g, wi — wWa)yriy — aluz, wy — wy)]
Como ¥ (w;) Y Y (w,) son finitos, luego de sumar las desigualdades obtenemos.
(W1 —wo,wy —wy)y = (U — Uy, Wy — W)y — §(Uy — Uy, Wy — W)
y desde aqui
”Ff(uﬂ - Ff(uz)”V = |lw, — W1||2 < ((1 —§¢B)(uy —up),wy — Wl)V
De ahi se deduce facilmente que

Il — &BJ| < 1, cuando £ €]0, HZB’le [

Segin la proposicion 2.3.3.3, existe un Gnico punto fijo Fr(u) = u. Sustituyendo esta
relacion en (C¢), obtenemos:

Wwv—wy +{YW) -] = wv—-wy +Elg,v—uly —bwv—-w]vvev
Por lo tanto, u es una solucion de (4.8).

En la demostracion de la proposicion 4.1.2. se asumio que (C¢) tiene solucion tnica. A

continuacion, procederos a demostrar dicho resultado.

Proposicion 4.2.3. Sea V un espacio de Hilbert, b,:V XV — R una forma bilineal

continua y simétrica con constante de coercitividad 8,g € V' y ¥:V - R un funcional

convexo propiamente y semicontinuo inferiormente. Sea H: V X V — R, definido por

1
H@) =5b(v,v) +P©) = (g, v —whyxv
Por lo tanto, existe el siguiente problema de minimizacién, el cual tiene una solucion Unica
min{H (v):v € V} (4.9)

Ademas (4.9) es equivalente al siguiente problema:
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Encontrar u € V: by(v,v—u) + Y(v) — Y(u) = (g,v—u)yxy,paratodov € V.
Demostracion:
Segun la teoria de optimizacion convexa de Ekeland (1976), la ecuacion (4.9) admite una
solucion Unica si H es estrictamente convexo y coercitiva (es decir, ' (v) — oo, cuando
lvll - ).
Afirmacion: Existe una solucion Gnica para min{H (v):v € V}.
Dado que b; (v, v) es estrictamente convexa, ¥ es convexay g es lineal, entonces H es
un funcional estrictamente convexo.
Como 1 es semicontinua inferiormente y propia, existen 1 € V' y u € R tales que
Y(v) = (A, v),r«, + 1. Dado que 1y g son continuos, entonces

4, 0)yrr] < Lillvlly y g, v)yrs| < Lollvlly paracadav € V.
Utilizando estas desigualdades y la coercitividad de b, (u, v), obtenemos:

H (W) =3 by(v,v) + Y(©) = (g, iy = S IWIIE = (Ly + Ly)IIvlly +u

2

_ EHUH L+ L) |2 + _(L1'*‘L2)2
| 2" 2 g| TH 28

Obsérvese que H (v) - o cuando ||v|| - o. Esto demuestra que es coercitivo y, en
consecuencia, la existencia de una solucion Unica para (4.9).
Afirmacion: by (u,v —uw) + Y () —Yu) =(g,v — u)y'xy = min{H (v):v € V}
Sea u como solucion de (4.9). Seav € V fijoy s € [0,1]. Dado que
Y(w) = %bl(v, v) — (g, V)y'«y, tenemos H (v) = Y(v) + ¢ (v) y por lo tanto:
0<Hu+s(wv—-—u)—Hw)
=¥Ywu+s(v—u) %)+ w(u +s(v— u)) - ¥(u)
<¥Y(u+s(v—u))— ¥ +s[P(v) — P(u)], paratodov € V
Dividiendo por s en la desigualdad anterior y tomando el limite cuando s — 07,
obtenemos:
0<(Wuv—u)y+Y(Wv)—yY(u),paratodoveV
Dado que c(u, v) es simétrica, obtenemos:
(W'u,w)y =by(v,w) — (g, V)y'xv,paratodov,w € V
Reemplazando la desigualdad anterior, obtenemos:
0<b(vyv—u)—(g,v—ulyryy +Y) — ), Vv eV

Esto indica que u satisface (4.8)

27



Sea u una solucion de (4.8) y sea v € V un valor fijo. Reescribiendo H', obtenemos

1
H@) —HW) =501, v) = by, W]+ ) — YW — (g, v — wly/xy

Dado que b;(v,v) = by(u,u) + 2b;(w,v —u) + by(u — v,u — v),

Sustituyendo en la expresién anterior, obtenemos:

H(w) = I = by(t,v =)+ Y(0) = (@) = (9,0 = Wyney + 5Bt~ v,u =)

Como b;(u — v,u — v) = 0, esto significa que H (v) = H (u). Por lo tanto, u satisface la
desigualdad variacional (4.9).
Ejemplo 4.2.1. Sea 14 la funcidn caracteristica del conjunto X definida por:
1x(v) =0,veX;1xy(v) =, v &X.

Consideremos la desigualdad:

b(u,u—v) + 1x(v) — 1x(uw) = (g, v — u)y'«y,paratodov € V (4.10)
Y queremos demostrar que constituye una desigualdad variacional eliptica de segunda
especie y que es equivalente a la forma habitual restringida al conjunto X.
Si X cV es convexo, cerrado y no vacio, su funcion indicadora 1y es propiamente
convexa y semicontinua inferior.
La desigualdad (4.10) es equivalente a la formulacion

b(u,u—v)=(g,v—u), VveX
es decir, una desigualdad variacional eliptica de segunda especie con ¥ = 1y.
Enelcaso X =V yy = 0, ladesigualdad (4.10) se reduce al problema variacional clasico:
Encontrar u €V tal que b(u,v) = g(v),paratodov €V, (4.11)

cuya existencia y unicidad (4.11) estan garantizadas por el Lema de Lax-Milgram.
4.3. Problema de obstaculos

Consideremos una membrana elastica homogenea que ocupa un dominio acotado abierto
Q c R? del plano XY, fija al contorno 9. Este problema consiste en determinar la
posicién de equilibrio de la membrana en presencia de un cuerpo rigido definido por
{(x,y,2) € R3:z < ®(x,y)}, donde ® es la funcion de obstaculo tal que ® < h en 9Q.
Como se ilustra en las Figuras 4 y 5, cuando un obstéaculo restringe la membrana, se forma
una region de coincidencia entre la membrana y el obstaculo. Esta region de coincidencia,

denominada dominio abierto £, se define por el siguiente conjunto:
Qo ={(x,y) € Lulx,y) = 2(x,y)}
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Dado que el obstaculo se encuentra debajo de la membrana, la region Q, = Q\Q,,
significa que no hay superposicion entre la membranay el obstaculo. De forma similar, Q.

se definido como
Q, ={(x,y) € Qulx,y) > d(x,y)},

Figura 4.

Membrana eléstica sin obstaculos.

ot

Z=

PN

yY
Nota: Tomado de Rodrigues (1987).
Figura 5.
Membrana elastica con obstaculos.

Z=U
lg
D
LY

Nota: Tomado de Rodrigues (1987).
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Las Figuras 4 y 5 muestran que la region de coincidencia estd estrictamente contenida
dentro de Q. Esto indica que u < @ en 9, pero es posible que dQ, N 9Q # @.
Aunque la coincidencia con el obstaculo ocurre en Q. existe un equilibrio de fuerzas. Esto
indica que

—Au=genl),
Dado que no hay equilibrio de fuerzas en Q, , entonces —Au # g en Q,. Dado que se
supone que el obstéaculo es rigido, entonces

—Au > g enf,
Finalmente, en la region y = dQ, N 9Q,, la coincidencia es continua, es decir:

u=®yVu=Vden lavecindad de y

Esta region y se define como la curva que separa la region Q, de Q,. Esta region y se
denomina contorno libre.
El problema del obstaculo es un caso especial del problema de contorno. La solucién a este
tipo de problema se denota por el par [u,y]. Con base en los supuestos naturales
mencionados, definimos esta cuestion de la siguiente manera:

Determinar el par [u, y] bajo las siguientes situaciones:

(—Au=g, enQ, (4.12)
u=®, enf, (4.13)
u=~h, endQ (4.14)

{u=®,cercadey (4.15)
Vu=Vd,cercadey (4.16)
u=® en() (4.17)

\—Au =g en(} (4.18)

A partir de (4.12), (4.13), (4.17) y (4.18), el problema de obstaculo puede formularse

como una cuestion complementaria, como sigue:

u=>® enll
—Au=g en!l (4.19)
(—Au—g)(u—®)=0,en

Entonces, si u es una solucion al problema del obstaculo, en particular, satisface (4.19)

La Figura 6 representa el problema de obstaculo en el caso unidimensional.

Figura 6.

Problemas de obstaculos unidimensionales.
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Nota: Tomado de Friedman (2020).

Ejemplo 4.3.1. (Problema tipo de obstaculo)

Dado el dominio y =] — 1,1[ y las funciones h,®,g talque h = 0, ® = —1—18,

gx) =1-32x% x| < i; g(x) = —1,en caso contrario

encuentre u que satisfaga las condiciones (4.12) — (4.18).
Consideremos las siguientes soluciones analiticas:

Solucién 01

2 - .. . . .. -z
Seay =+ 3y el conjunto de coincidencias (es decir, las posiciones donde la solucion

corresponde al obstaculo) dado por Q, =] — gg] y la funcion u, definida como sigue:

1 2\2 2 2
U(X)=¢+5(X+§) mlsx<—Zu) =0x),-;sx<

wIiN

1 2\?% 2
u(x)=d>+5(x—§) ,§<XS 1
Cumple las condiciones (4.12) — (4.17). Pero no cumple la condicién (4.18), ya que

u'(0)=0yg(0) =1.
Solucién 02

Seay =+ é + %y el conjunto de coincidencias dado por

Qo =] — g,g]U] —,g], y la funcion u, definido como:
1 2\? 2 2 1,
u(x)=CD+E(x+§) mlsx<—siu) =0x), - sx < -3
_ 1 12 1 8x?( 5, 3)\%2 1
U(X)—CD-FE(X'FE) ,——<xS——,u(x)——§ T(X _E> ,—Z<x<—,
1 1\? 1 1, _ 1 2
u@=o+1(x-1) isxr<iu@=ox, s<sx <
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u(x)=d)+%(x——)2,§<xgl

Cumple las propiedades (4.12) — (4.18). Como se puede observar en la Figura 7, la
condicion (4.18) es influyente porque garantiza la unicidad de la solucion al problema del
obstéculo.

Figura 7.

Soluciones no Unicas.

AU(x)

— — = solucién 01
""""" —— solucién 02

Nota: Tomado de Elliot y Ockendon(1982).
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CAPITULO V
DISCUSION

1. Dado que b(u, v) es una forma bilineal continua y coercitiva, que X V' es un conjunto
convexo cerrado y que g € V', surge el siguiente problema de desigualdad variacional:
encontrar u € X tal que b(u,v —u) = (g, v — u)y/y, paratodov € X.

Estas condiciones son necesarias para formular una desigualdad variacional de la especie
Lions-Stampacia. Para garantizar la existencia y unicidad de la solucion se consideran dos
casos. En el caso en que la forma bilineal b(u, v) es simétrica, la existencia y unicidad de
la solucion se establecen aplicando el teorema de proyeccion de variacion ortogonal y el
teorema fundamental de Riesz-Frechet. Esto da como resultado una desigualdad eliptica de
primera especie. De forma similar, si b(u, v) no es simétrica, suponemos que existe una
transformacion lineal B:V — V' tal que b(u,v) = (Bu,v). En este caso la existencia y
unicidad de la solucién se establecen nuevamente mediante el teorema fundamental de
Riesz-Fréchet y el teorema de proyeccion. (Fundamentada en las paginas 23-25)

2. Bajo las siguientes condiciones: V es un espacio de Hilbert, g € V', ¢:V - R una
funcional propia semicontinua inferiormente, convexa y b:V X V — R una forma bilineal
continua y coercitiva, se plantea el siguiente problema de desigualdad variacional:
encontrar u € X tal que b(u,v —u) + Y(v) — Y(u) = (g,v — u)yy paratodov € V.
Estas condiciones son necesarias para formular una desigualdad variacional de la especie
Duvans-Lions. Para establecer la existencia y unicidad de la solucion, se consideran los
siguientes aspectos. En el caso de la unicidad, el enfoque conduce a una contradiccion.
Supusimos la existencia de dos soluciones distintas que satisfacian la desigualdad:

b(u;, v—u;) + Y(v) —P(u;) = (g v —u;)yy paratodov € V,i = 1,2.
Sustituyendo v = u, en la desigualdad para u; y v = u, en la de u,, y sumando ambas
desigualdades, obtenemos una expresion que, junto con la coercitividad de b, nos permite
concluir que u; = u,. Esto garantiza la unicidad de la solucion. De manera similar, en el
caso de existencia, se introduce un problema auxiliar regularizado, denominado problema
(C¢). Dado u € X y un parametro & > 0, buscamos w € V tal que:

(w,v—=w)y + &W(v) —dW)] = (u,v—w)y +§[{(g v — W)y —b(u,v—w)], Vv E V.
Demostramos que este problema regularizado admite una solucién Unica para todo & > 0,

es decir el problema (C;) tiene solucion tnica. La existencia de esta solucion se demuestra
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mediante técnicas de paso de limite, aprovechando la semicontinuidad inferior de ¥ y la
coercitividad de b. (Fundamentada en las paginas 26-28)
3. En el problema del obstaculo unidimensional, si se impone la condicion —Au > g en Q

,esta se expresa en el contexto unidimensional como —u''(x) = g(x), x € Q. Surgen dos
casos adicionales: en la solucién 01, en la region central —§<x <§ y u=® es
constante. Por lo tanto, u”(x) = 0, asi que - u”(x) = 0y g(0) =1, por lo que 0 = g(0)
lo cual no se verifica. En la solucion 02, en la regién de coincidencia §< |x| < % la

solucidn para u no es constante, sino que estd definida por un polinomio tal que u"'(x) >

g(x) se cumple en toda la region. En este caso, tenemos u"'(x) = 1. La evaluacion arroja
el siguiente resultado -u"’ G) =-1yg G) = —1, por lo tanto —1 > —1, y asi verifica la

desigualdad. (Fundamentada en las paginas 33 y 34)
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES

PRIMERA. Esta tesis presenta los resultados de la existencia y unicidad de la solucién de
una inecuacién variacional de primera especie (Proposicion 4.1.1), asi como su
equivalencia con un problema de minimizacion, considerando el caso en que la forma
bilineal asociada es simétrica y no simétrica.

SEGUNDA. De manera similar, se presentan los resultados de existencia y unicidad de la
solucion de una inecuacion variacional de segunda especie (Proposicion 4.2.1) y su
equivalencia con un problema de minimizacion, bajo el supuesto de la semicontinuidad
inferior del funcional ¥ y la coercitividad de la forma bilineal b.

TERCERA. La formulacion del problema del obstaculo incluye un ejemplo
unidimensional (Ejemplo 4.3.1) en el que se verifica que una solucion satisface todas las

condiciones necesarias para garantizar la unicidad de la solucién a este problema.
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CAPITULO VII

RECOMENDACIONES
7.1. Una vez demostrados los resultados de existencia y unicidad para inecuaciones
variacionales del segundo tipo, seria de gran interés desarrollar una investigacion destinado
a obtener la solucion de un problema con restricciones a partir de una secuencia de
soluciones del problema de minimizacion sin restricciones.
7.2. Resulta relevante proponer un estudio que permita establecer la existencia y unicidad
de la solucién débil del problema de obstaculo.
7.3. Desde un punto de vista computacional, se propone una investigacion orientada a la
construccién de un esquema numerico que permita aproximar cuantitativamente la
solucion exacta del problema de obstaculos en el caso unidimensional.
7.4. Seria interesante realizar un estudio para formar un GLASFLO bidimensional (Flujo
de Lagrange aumantado generalizado) para modelar el problema del obstaculo, como una
version extendida (2D) del método de Flujo de Lagrange aumentado o Flujo de Gradiente

proyectado aplicado a la desigualdad variacional.
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