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RESUMEN

Esta tesis tuvo como objetivo establecer la estabilidad de diagramas de fase persistentes
bajo el efecto de perturbaciones del campo vectorial. Para ello, se emplearon métodos
inductivos y deductivos para determinar las condiciones bajo las cuales una pequeiia
perturbacion de las funciones involucradas en la definicion de un sistema dinamico

conlleva una variacion arbitrariamente pequefia de su solucion.

De ello se deduce que cualquier flujo cercano al flujo inicial es topoldgicamente
equivalente a este; en otras palabras, para cualquier perturbacion suficientemente
pequenia, existe un homeomorfismo que transforma cada trayectoria del flujo inicial en
una trayectoria correspondiente en el flujo perturbado. Un homeomorfismo es una
funcion continua con una inversa continua, que establece una correspondencia
biunivoca entre los puntos de equilibrio y las drbitas cerradas de ambos flujos. En este

contexto, se dice que el flujo inicial (o su campo vectorial) es estructuralmente estable.

La importancia de la estabilidad estructural de los campos vectoriales reside en que su
estudio permite resolver problemas globales, ya que el diagrama de fases de un sistema
dinamico persiste a pesar de pequefias perturbaciones del campo vectorial. Esto resultd
particularmente Util para la aplicacion de la ecuacion diferencial ordinaria no lineal de
Van der Pol, cuyo atractor periddico admite una solucién periddica, asi como en

modelos ecologicos de interacciones depredador-presa.

Palabras clave: Sistema dinamicos, estabilidad asintoética de orbitas cerradas,

persistencia de orbitas cerradas, estabilidad estructural.
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ABSTRACT

This thesis aimed to establish the stability of persistent phase diagrams under the effect
of perturbations in the vector field. To this end, inductive and deductive methods were
employed to determine the conditions under which a small perturbation of the functions
involved in the definition of a dynamic system leads to an arbitrarily small variation in

its solution.

It follows that any flow close to the initial flow is topologically equivalent to it; in other
words, for any sufficiently small perturbation, there exists a homeomorphism that
transforms each path of the initial flow into a corresponding path in the perturbed flow.
A homeomorphism is a continuous function with a continuous inverse, establishing a
one-to-one correspondence between the equilibrium points and the closed orbits of both

flows. In this context, the initial flow (or its vector field) is said to be structurally stable.

The importance of the structural stability of vector fields lies in the fact that their study
allows us to solve global problems, since the phase diagram of a dynamic system
persists despite small perturbations of the vector field. This proved particularly useful
for applying the nonlinear Van der Pol ordinary differential equation, whose periodic
attractor admits a periodic solution, as well as in ecological models of predator-prey

interactions.

Keywords: Dynamic systems, asymptotic stability of closed orbits, persistence of

closed orbits, structural stability.



CAPITULO I: INTRODUCCION

1.1. Descripcion de la realidad problematica

Aunque sus comienzos se remontan a la labor de Newton sobre la mecénica celeste y de
Henri Poincaré sobre el estudio especifico de las ecuaciones diferenciales, la teoria de
sistemas dinamicos se considera un campo matematico relativamente reciente. Sin
embargo, solo hace unos cuarenta afios que se consolido como un dominio formal y
bien definido, gracias al notable trabajo de matematicos e ingenieros como S. Smale, V.

Arnold y Aleksandr Lyapunov, entre otros.

Para aclarar la idea de sistemas dindmicos, podemos decir, en términos genéricos, que
se trata del analisis de sistemas deterministas. Estos sistemas describen situaciones que
precisan de un parametro especifico, generalmente el tiempo, y cuya evolucion se rige
por leyes precisas. Asi, al conocer el estado de un sistema en un momento dado, es

posible restaurar su pasado y predecir su comportamiento futuro.

El estado de un sistema dindmico se describe mediante las coordenadas de un punto en
el espacio fisico. Con el tiempo, este punto sigue una trayectoria u Orbita, y si
finalmente regresa a su posicion inicial, se dice que la orbita esta cerrada. La existencia
de soluciones periddicas depende de las pertenencia topoldgicas del sistema y de la
explicacion entre la posicion de un punto en un instante dado y su posicion después de

un intervalo de tiempo determinado.

La pertenencia mas significativa de un sistema dindmico es su comportamiento
especifico a largo plazo. Un atractor es un subconjunto del espacio de fases hacia
cualquier punto al que se acerca tiende inexorablemente a moverse con el tiempo. Esto
proyecta un problema de gran importancia practica: determinar las condiciones bajo las
cuales una variacion arbitrariamente pequefia de las funciones que definen el sistema

dindmico conlleva una variacidon igualmente pequena de su solucion.

En el marco de la estabilidad periddica, ciertas particularidad de un flujo pueden

conservarse a pesar de pequefias perturbaciones. Asi, si un flujo posee un sumidero o un



atractor, cualquier flujo vecino conservara un sumidero vecino. Lo mismo ocurre con

los atractores periodicos, que también se conservan a pesar de pequefias perturbaciones.

Si variaciones arbitrariamente pequefias en los campos involucradas en el sistema
pueden alterar significativamente la solucion, esta no puede describir el problema, ni
siquiera de forma aproximada. En consecuencia, surge un problema de gran
significancia practica: resolver las condiciones bajo las cuales una minima perturbacion
de los campos que definen el sistema dinamico produce una variacion arbitrariamente

pequeia de la solucion.

1.2. Definicion del problema

1.2.1. Problema General
(En qué condiciones es posible establecer la estabilidad de diagramas de fases
persistentes ante perturbaciones en el campo vectorial?

1.2.2. Problema Especifico

a) ;Cuales son las caracteristicas que permiten la conservacion de un flujo ante
pequefias perturbaciones del campo vectorial?
b) (Bajo qué condiciones es posible establecer la estabilidad estructural de un campo

vectorial en un disco unitario en un espacio euclidiano n-dimensional?
1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo General

Establecer la estabilidad de diagramas de fases persistente ante perturbaciones en el

campo vectorial.

1.3.2. Objetivos Especificos

a) Establecer caracteristicas que permiten la conservacién de un flujo ante pequefias

perturbaciones del campo vectorial.

b) Establecer la estabilidad estructural de un campo vectorial en un disco unitario en

un espacio euclidiano n-dimension.



1.4. Justificacion e importancia de la investigacion

La tesis sobre la estabilidad estructural de campos vectoriales en sistemas dinamicos se
justifica principalmente por su capacidad por abordar problemas globales donde el
diagrama de fase de un sistema dinamico persiste a pesar de diminutas perturbaciones
del campo vectorial. En particular, se obtienen condiciones generales para la estabilidad
de los puntos criticos bajo dichas perturbaciones, asi como resultados andlogos para
orbitas periddicas. Su importancia radica en su aplicaciéon a diversos modelos, como la
ecuacion diferencial ordinaria no lineal de Van der Pol, que admite una solucién
periddica que constituye un atractor, y las ecuaciones que describen sistemas ecologicos
depredador-presa. Actualmente, la investigacion sobre estabilidad estructural sigue
siendo un area importante de investigacion en el campo de las ecuaciones diferenciales

ordinarias.



CAPITULO II: MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del problema

2.1.1. Antecedentes Internacionales

Pontryagin (1980) indica que los problemas mas importantes en la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales se han equilibrado en la observacion de la naturaleza de los
puntos criticos, los ciclos limite, el comportamiento global y asintético de las
trayectorias en la proximidad de estos puntos y ciclos, las teorias de bifurcacion y los
conceptos de estabilidad estructural. El concepcion de estabilidad estructural fue
introducido por Andronov y Pontryagin en 1937. Basicamente, un sistema dindmico
puede considerarse estructuralmente estable cuando una diminuta variacion en las
ecuaciones induce una transformacion de las trayectorias apenas perceptible de las
anteriores, preservando asi la misma estructura de puntos criticos y ciclos limite.
Andronov y Pontryagin investigaron las condiciones para la estabilidad estructural en
un sistema bidimensional.

Poincaré, Russell, Zermelo et Peano (1986) consideran que la nocion de estabilidad es
fundamental para la hipdtesis moderna de ecuaciones diferenciales. Existen
esencialmente dos tratamientos para estudiar la estabilidad. El primero consiste en
resolver si un sistema dindmico dado, por ejemplo, mediante las soluciones de una
ecuacion diferencial, puede ser perturbado sin que sus soluciones o su comportamiento
asintdtico (a lo largo del tiempo) se alteren completamente. El segundo tratamiento,
influenciado por Lyapunov, busca instaurar si, para una solucion dada de una ecuacion
diferencial, las soluciones bastantes cercanas a esta solucion fija se conservan cerca de
ella a lo largo del tiempo. En particular, en presencia de una singularidad (una solucion
estacionaria), la cuestion es si las soluciones que surgen de puntos suficientemente
cercanos a esta singularidad permanecen cerca de ella o, en el caso de estabilidad
asintotica, si estas soluciones convergen a la solucion estacionaria a lo largo del tiempo.
La idea de Lyapunov fue encajar funciones que garantizaran esta estabilidad mediante
condiciones en la derivada de la funcion a lo largo de las orbitas del campo vectorial

que retrata la ecuacion diferencial en cuestion.



Mendiola (2013) infiere en su trabajo que el andlisis de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes periddicos requiere acometer la cuestion de sus resultados, sin
aludir, no obstante, el articulo de G. Floquet publicado en 1883. Esta investigacion es
particularmente significativo para resolver las soluciones de una ecuacion diferencial
con coeficientes periodicos. Cabe remarcar que el articulo de Floquet se exponen
resultados matematicos mas absolutos que una simple pormenorizacion de la estructura

de las soluciones.

2.1.2. Antecedentes Nacionales

Sotomayor (1979) cita que el problema de andlisis que mas fascin6 a Bendixson fue la
investigacion de las curvas integrales de ecuaciones diferenciales de primer orden; le
intrigaba especialmente el complejo comportamiento de estas curvas en la vecindad de
puntos singulares. El teorema de Poincaré-Bendixson, que instaura que una curva
integral que no finaliza en un punto singular posee un ciclo limite, fue explicado
inicialmente por Henri Poincaré, pero Bendixson ofrecid una demostracion mads
rigurosa, bajo conjeturas menos condicionado, en 1901. En 1902, implanto la

desigualdad de Bendixson, que restringen las raices caracteristicas de las matrices.

Mendoza (2013) expone concepciones iniciales, como los teoremas de existencia y
unicidad de los resultados de ecuaciones diferenciales ordinarias, sistemas lineales
bidimensionales, el teorema de Hartman-Grobman, ahora mencionado, y el teorema de
Poincaré-Bendixson, que proporciona una clasificacion de muchos conjuntos a-limite y
o-limite en el plano. A posteriori, analiza el teorema de reducciéon de Lyapunov-
Schmidt, que permite derivar el teorema del valor medio clasico como deduccion de
una consecuencia general, y presenta una perturbacion de sistemas que admiten un
centro isocrono. La indagacién concluye con aplicaciones, como la bifurcacion de Hopf
(o bifurcacion cero) del sistema de Michelson y el nimero de orbitas periodicas para la

ecuacion diferencial de tercer orden de tipo

2.1.3. Antecedentes Locales

Chavez & et al. (2019) determino un principio de estabilidad y estabilidad asintotica a

través de los puntos criticos de un sistema autonomo no lineal, el cual se puede



conseguir mediante la pertenencia de una funcién de Lyapunov multivariable, que tiene
el siguiente dominio: es una funcién de valor real de una variable vectorial en la que, en
un punto critico, es cero y tiene un minimo local estricto, y ademas, la funcién
multivariable decae a lo largo de la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

autonomas no lineales.

2.2. Bases Tedricas

En nuestra investigacion, definimos sistemas lineales homogéneos, sistemas lineales y
equilibrio estable; sistemas dinamicos; sumideros no lineales; asi como estabilidad y
conjuntos limite. Las referencias bibliograficas citan algunas de las obras consultadas,
como Elsgolts (1979), Kreider (1978), Krasnov (1978), La Salle (1973) y Liapunov
(1949).

2.2.1. Sistemas lineales homogéneos

Definicion 2.2.1.1. (Sistema lineal homogéneo)

Sea M un operador en R". Consideremos el sistema de ecuaciones diferencial lineal de
la forma:
x' = Mx + B(x),

donde, x(t) € R" es una funcion vectorial del tiempo y B: R" — R" es una aplicacion.
Se dice que el sistema es lineal homogéneo si B(x) = 0 para todo x € R" , en caso
contrario, se dice que no es homogéneo.
Observacion 2.2.1.1.
Un sistema lineal homogéneo es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la
forma:

x' = Mx, M € L(R") (2.1)

donde, x € R".

Definicion 2.2.1.2. (Conjunto de operadores)

El conjunto de operadores en R", L(R™), se identifica con el conjunto de matrices nxn,

M,,.



Proposicion 2.2.1.1. Sea ¢: R - L(R™) la aplicaciéon que asocia el operador e™ a

d
cada t € R Entonces, aetM = Me™™

Demostracion
(t+h)M __ . tM
i Mg € e
e™ = lim
dt h—-0 h
y etMohM _ tM
= lim
h—-0 h
hM
e™ —1
= eM]im
h—-0 h
— MetM

Proposicion 2.2.1.2. Sea M un operador en R". Entonces, la solucion del problema de
Cauchy

x' = Mx,
{ x(0) = K € R", 22)
esta dado por
x(t) = Ke™, (2.3)

y no existen otras soluciones.

Demostracion

Segtin la proposicion 2.2.1.1, tenemos:

d d
— (K tMy — K— tM
dt( e) T (e™)
= KMe™M = MetMK,

Dado que e™K = K, la funcion definida en (2.3) satisface la ecuacion diferencial y la

condicion inicial de (2.2), por lo tanto es una solucion.

Para demostrar la unicidad, supongamos que x(t) es cualquiera solucion de (2.2), y

definamos la funcion

z(t) = e ™Mx(t).



Diferenciando, obtenemos:

Z(t) = (% e-tM) x(t) + e~™My' (1)

= —Me ™Mx(t) + e ™MNx(t)
= e ™M(—M + M)x(t) = 0.
Por lo tanto, z(t) es una constante. Evaluando en t = 0, obtenemos z(0) = z(0) = K,

por lo que z(t) = K para todo t. Esto implica que

x(t) = eMz(t) = e™MK,

es decir, toda solucion coincide con (2.3).
Definicion 2.2.1.3. (Diagrama de fase)

El diagrama de fase es la representacion grafica de las trayectorias del sistema en el
espacio de fase.
Observacion 2.2.1.2.
1. El espacio de fase es un espacio geométrico donde cada punto representa un estado
completo del sistema dinamico en un instante dado.
2. Para un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas
x' = Mx, M € L(R"),
donde x € R", el espacio de fase es simplemente R", y el diagrama de fases consiste

en las curvas representadas en R".

Definicion 2.2.1.4. (Sumidero)
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:
x' = Mx, M € L(R").
El origen 0 € R™ se denomina sumidero si todos los valores propios de M tienen una

parte real negativa.

Definicion 2.2.1.5. (Punto silla)
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:

x' = Mx, M € L(R™).



El origen 0 € R™ se denomina punto silla si M tiene al menos un valores propios con

parte real positiva y al menos otro valor propio con parte real negativa.

Definicion 2.2.1.6. (Fuente)
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:
x' = Mx, M € L(R™).
El origen 0 € R™ se denomina fuente si todos los valores propios de N tienen parte

real positiva.

Definicion 2.2.1.7. (Foco)
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:
x' = Mx, M € L(R").
El origen 0 € R™ se denomina foco si todos los valores propios de M tienen parte real

negativa, pero sus valores propios son iguales.

Definicion 2.2.1.8. (Nodo impropio)
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:
x' = Mx, M € L(R").
El origen 0 € R™ se denomina nodo impropio si todos los valores propios de M tienen

parte real negativa, pero M no es diagonalizable.

Definicion 2.2.1.9. (Centro)
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:
x' = Mx, M € L(R").
El origen 0 € R™ se denomina centro si todos los valores propios de M son imaginarios

puros.

Ejemplo 2.2.1.1. Calculemos la solucion general del sistema lineal homogéneo

bidimensional:

Xll == CXl,
2.4
{ X, = dx; + cxy, (2.4)

donde a,b € R son constantes.
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Soluciéon: En forma matricial, el sistema se escribirse:

x' = Mx; con Mz[é (c)]' X=<§1>
2

La solucion general, con la condicion inicial x(0) = K = (K;,K;) € R?, viene dada
por:

x(t) = e™MK.
Como la matrizM es triangular, su exponencial matricial se puede calcular

explicitamente de la siguiente manera:

etM:etc[l 0

td 1

Por tanto, la solucion se expresa de la siguiente manera:

et’K
x(0) = 7K <etc(tdK1 + K2)>

En consecuencia, la solucion del sistema (2.4) que satisface las condiciones iniciales
x1(0) =Ky, x,(0) =K,
es

{ x; (1) = ™Ky
x,(t) = e (tdK, + K,)

Ejemplo 2.2.1.2. Resuelva explicitamente cualquier sistema lineal homogéneo

bidimensional de la forma x’ = Mix, M € L(R?), sin buscar una solucion explicita.

Solucion: A partir de los valores propios de la matriz M, es posible obtener informacion
cualitativa relevante sobre las soluciones del sistema. A continuacién, analizamos los

casos especiales mas representativos.
Caso 1. La matriz M tiene valores propios reales de signos opuestos.

En este caso, el origen es un punto silla (o puerto). Mediante un cambio apropiado de

coordenadas, x = Qz, la ecuacion diferencial se transforma en



11

donde
N:QMQ—lz[Al 0 ) A <0<,
0 A,

En el plano (z;,z,), el diagrama de fases tiene el aspecto mostrado en la Figura 2.1.

2,

>— 0 < Z

A0
Figura 2.1. Punto de silla: N = [01 2 ], M <0<,
2
Fuente: Hirsh (2013)

Caso II. Todos los valores propios de la matriz N tienen parte real negativa.

En este caso, el origen se denomina sumidero. La caracteristica fundamental de este

tipo de punto es que las soluciones del sistema convergen al origen cuando t — oo
Eim x(t) = 0, para toda la solucion x(t).
—00

Si la matriz M es diagonal, esta propiedad es obvia, ya que la solucion tiene la forma:
ci€
m0=<1

A1t

c e/12t> ; Al < 0, AZ < 0.
2

Si N es diagonizable, existe una matriz invertible Q € L(IR?) tal que

x() = Qz(v),
y las soluciones conservan la misma forma funcional en las nuevas coordenadas. Dado

que z(t) = 0 cuando t — oo, se deduce que x(t) — 0.
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El diagrama de fase para estos subcasos es el siguiente:

Si los valores propios son reales e iguales, el origen es un foco y el diagrama de fase se

asemeja a la Figura 2.2.

M
0

Fuente: Hirsh (2013)

Figura 2.2. Foco: N = [ f], A <0.
1

Si los valores propios son reales y diferentes, el origen es un nodo y el diagrama de fase

se asemeja a la Figura 2.3.

i
\

N

K,
/

A 0
Figura 2.3. Nodo: N = [01 1 ] , 44 <4, <0.
2

Fuente: Hirsh (2013)
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Si los valores propios son negativos, pero M no es diagonalizable, existe un cambio de
coordenadas x = Qz tal que el sistema se convierte en:
z' = Nz, con
A0
N:Q-1MQ=[ 1 ] 1, < 0.
1 4

Las soluciones del sistema, en coordenadas y, son:

2, (t) = K;eth
Z2 (t) - KzetA]' + Kltetll

que también tienden a cero cuando t — oo. El diagrama de fase correspondiente se

muestra en la Figura 2.4, que ilustra un nodo impropio.

/.//m‘/\ .

=y
/

A0
Figura 2.4. Nodo impropio: N = [ 11 1 ] , 14 <0.
1

Fuente: Hirsh (2013)

Si los valores propios son a + ib,con a < 0, podemos cambiar las coordenadas para

obtener el sistema equivalente
a -b
z’=Nz, N= [ ]
b a
Mediante la exponencial de los operadores, tenemos:

otN — gta [cos tb —sentb

sentb costb
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Por lo tanto, la solucion general en las coordenadas y es:

© = e'?(K; costb — K, sen tb)
#A =\ eta(K, cos th + K, sen th)

Como |[costb| <1y |sentb|] <1y a < 0, deducimos que:
Eim z(t) =0
El comportamiento del sistema en el plano de fase depende del signo de b:

Si b >0, las trayectorias forman espirales que convergen hacia el origen en sentido

antihorario, como se ilustra en la Figura 2.5.

Sib < 0, las espirales convergen en sentido horario.

Z,

)]

-
NS

«

Figura 2.5. Sumidero espiral: N = [a _ab] ,b>0>a.

b
Fuente: Hirsh (2013)

Caso I1I. Todos los valores propios de la matriz M tienen parte real positiva.

En este caso, denominado caso fuente, el origen es un punto de equilibrio inestable. Las
soluciones del sistema divergen cuando t — oo, mientras que convergen al origen

cuando t — —oo; en otras palabras,
lim|x(t)] = vy lim |[x(t)| =0
t—-oo t—>" 00

Los diagramas de fase correspondientes son andlogos a los de las Figuras 2.2 a 2.5, pero

con las flecha apuntando en direccion opuesta, lo que indica la direccion de alejamiento.
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Caso IV. Los valores propios de la matriz M son imaginarios puros.

En este caso, decimos que existe un centro, caracterizado por el hecho de que todas las
soluciones son periodicas y tienen el mismo periodo. Para verificar esto, cambiamos las

coordenadas para obtener la ecuacion equivalente.

z' = Nz,
_ [0 —=b
N = [b . |
Sabemos que
tN _ ta]costb —sentb
e =e [sen tb costb

Por tanto, si z(t) es cualquier solucion, entonces:

z(t+2§> = 2(t)

El diagrama de fase, en coordenadas y, consiste en circulos concéntricos. En
coordenadas X, las orbitas pueden ser elipses, como en la Figura 2.6. Si b < 0, las

flechas apuntan en sentido horario.

Figura 2.6. Centro: N = [g _Ob] ,b>0

Fuente: Hirsh (2013)
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Definicion 2.2.1.10. (Flujo lineal)

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:

X, = MX! X(O) = XO’

donde N € L(R") es una matriz constante, el flujo del sistema es la funcion:

@(xg) = etMXO-
Observacion 2.2.1.4.

a) El flujo puede visualizares como puntos de R" que se mueven simultaineamente a lo
largo de las curvas solucion del sistema. La posicion de un punto x € R™ en el instante t
se denota :

Pe(x) = eMx,

b) El conjunto de aplicaciones {¢.} se denomina flujo asociado a la ecuacion lineal

homogénea x' = Mx.

2.2.2. Sumideros y Fuente

Definicion 2.2.2.1. (Contraccion)

Decimos que el flujo lineal e™ es una contraccion si todos los valores propios de M

tienen parte real negativa, es decir, existe A > 0 tal que ||e™| < e ! paratodo t >

0.

Proposicion 2.2.2.1. (Aproximacion exponencial al sumidero)

Sea M un operador lineal en un espacio vectorial [E. Entonces, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) El origen es un sumidero para el sistema lineal homogéneo x' = Mx,
(b)  Para cualquier norma en E, existen constantes k > 0 y b > 0 tales que:
lle™x]| < ke™™||x]|

paratodo t = 0,x € E.
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(c) Existe una constante b > 0 y una base 4 de E tal que la norma asociada a la
base satisface:
lle™x|l, < e ™®lxll4

paratodot > 0, x € E.

Ejemplo 2.2.2.1. Supongamos que 0 € R™ es un sumidero para el sistema lineal

homogéneco x' = Mix . Consideremos las superficies esféricas

S, ={xeR™||x|| =a, a>0}

donde ||x|| denota la norma de la derivada de un producto interior como la proposicion.
Dado que, para esta norma, la derivada de [Ix]| a lo largo de las trayectorias es negativa,
todas las soluciones apuntan al interior de la superficie S,, como se ilustra en la Figura

2.7.

Observacion 2.2.2.1.

El flujo lineal ™ que tiene el caricter absolutamente opuesto a una contraccion es una

expansion.

Figura 2.7. Trayectorias que apuntan al interior de la superficie

Fuente: Hirsh (2013)
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Proposicion 2.2.2.2. (Base con producto interno y norma)
Sea M un operador lineal en un espacio vectorial E, y supongamos que todos los
valores propios A de M satisfacen

a < Re(d) < B.
Entonces, existe una base de E con un producto interno y una norma tal que, para todo
x € [, tenemos:

allx[I? < (Mx,x ) < BlIxII?

Proposicion 2.2.2.3. (Alejamiento exponencial de una fuente)

Sea L(E) el conjunto de operadores de [E = R". Entonces, si M € L(E), las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) El origen es una fuente para el sistema lineal homogéneo x' = Mx;
(b)  Para cualquier norma de E , existen constantes L > 0, a > 0 tales que
lle™x]| > Le®||x||
paratodot > 0,x € E.
() Existe una constante a > 0 y una base 4 de E tal que la norma asociada a la
base satisface
lle™xlls = e®(Ixlls
paratodot > 0, x € E.
Definicion 2.2.2.3. (Flujo hiperbdlico )
El flujo lineal e™ asociado al sistema lineal homogéneo
x'(t) = Mx(t),
se dice que es hiperbdlico si todos los valores propios de M tienen una parte real distinta

de cero; es decir R(4;) # 0 para todo valor propio 4; de M.

Observacion 2.2.2.2.
Tras contracciones y expansiones, los flujos lineales hiperbolicos presentan los
diagramas de fase mas simples. Su importancia radica en que casi todo flujos lineales

son hiperbdlico.
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Proposicion 2.2.2.4. (Suma directa de un espacio vectorial)

Mt

Sea M € L(E) un operador lineal tal que el fluyjo e™" es hiperbdlico. Entonces, el

espacio vectorial E admite una descomposicion en suma directa
E=E*@ EY,
invariante bajo M, tal que el flujo inducido en E® es una contraccion y el flujo inducido

en EY es una expansion. Esta descomposicion es Unica.

Observacion 2.2.2.3.

1) Los subespacios ESyE" se denominan subespacios estable e inestable del flujo
hiperbolico eMt, respectivamente.

2) Si ambos subespacios E®yEYson distintos de cero, entonces, en el caso

bidimensional, el diagrama de fase tendra la apariencia en la Figura 2.8.

.
N

Figura 2.8. Diagrama de fase en el plano E® y EY
Fuente: Hirsh (2013)

3) Si ambos subespacios E®yEY"son distintos de cero, entonces, en el caso

tridimensional, el diagrama de fase se asemejaria a la Figura 2.9.



20

Figura 2.9. Diagrama de fase tridimensional ES y E"
Fuente: Hirsh (2013)

4) Si los valores propios del operador M|gu tienen una parte imaginaria distinta de cero,

Mt

entonces las trayectorias del flujo e™" en el subespacio E" se desviaran en espiral hacia

el origen. En el caso tridimensional, el diagrama de fase se asemejaria a la Figura 2.10.

»
L4
0y

i
)

/
|
\

B\

Figura 2.10. Diagrama de fase tridimensional M|E®

Fuente: Hirsh (2013)
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2.2.3. Sistemas dinamicos

Sea F un espacio euclidiano o un subconjunto abierto de un espacio. Un sistema
dinamico en [F describe la evolucioén temporal de los puntos de F. En otras palabras, a
cada punto inicial x € F se le asocia su posicion después una unidad de tiempo después,
dos unidades después, y asi sucesivamente. Denotamos estas posiciones sucesivas X,
X5, .., donde X, representa la posicion del punto en el instante inicial t = 0, y x_; su
posicion una unidad de tiempo antes.

Si esta evolucion se extiende a todos los tiempos reales t € R, obtenemos una
trayectoria X, que describe la posicion del punto en cada instante. Esta trayectoria puede
interpretarse como una aplicacion x: R — [F, donde cada t € R esta asociado a la
posicion x € F. Esta funciéon define una curva en F que representa la evolucion
completa del sistema: la historia del punto x a lo largo del tiempo, desde t = —oo

hastat = +oo0.

Definicion 2.2.3.1. (Sistema dinamico)

Un sistema dindmico es una aplicacion C! ¢@:R XF — F de clase , donde F es un
conjunto abierto de un espacio euclidiano, tal que, denotando @(t,x) = @(x), la
aplicacion @q: F — F satisface:

1) @y: F — F es la identidad;

2) La composicion @y © s = @5 V£, 5 € R

Observacion 2.2.3.1.
Notese que, por definicion, la aplicacion @:F — F es de clase C! para cada t, y que
tiene una inversa @_. es de clase C! (esto ocurre al tomar s = —t en la condicion (2) de

la definicion).
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Ejemplo 2.2.3.1.

Sea M un operador lineal en un espacio vectorial E; y sea F = [E. Definimos la

aplicacion @:R X F = F, @(t,x) = e™. Claramente, ¢, = e® = I, y como

tM o SM e(t+s)IMI

Pro@ps = €€ = Pross

hemos definido un sistema dindmico sobre [E .

Ejemplo 2.2.3.2.

El sistema dinamico esta asociado a la ecuacion diferencial

dx
— = Mix en E.
dt
De forma mds general, un sistema dindmico ¢, definido en un conjunto abierto F c E

induce un campo vectorial X: [F = E, es decir, una ecuacion diferencial en [F .

Dado ¢, X se define por:

d
X(x) = a(Pt(XNt:o- (2.6)
Entonces, para todo x € F, el vector F(x) puede considerarse como el vector tangente a
la curva @(x) en t = 0. En consecuencia, todo sistema dinamico induce una ecuacion

diferencial.

Definicion 2.2.3.2. (Sistema de ecuaciones autonomas)

Si @ F - F es un sistema dinamico , donde [F es un subconjunto abierto de un espacio
euclidiano y x € T, sea x(t) = @(x) y supongamos X: F — E se define como en (2.6).
Entonces (2.6) es un sistema de ecuaciones autonomas

x' = X(x) 2.7)
Observacion 2.2.3.2.

1) Sea x(t) 6 @(x) la curva solucion que satisface la condicion inicial x(0) = x.

2) Existe un proceso inverso al anterior: dada una ecuacion diferencial, la asociamos

con un objeto que seria un sistema dindmico si estuviera definido para todo t.
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Definicion 2.2.3.3. (Flujo de una ecuacion diferencial)

Consideremos la ecuacion diferencial:

x' = X(x), (2.8)
donde X: A > Bes una aplicacion C1, con A c B abierto. Sea w un conjunto abierto en
R X Ay sea @: w = A una aplicacion. Se denomina flujo ¢ a la aplicacion asociada a la

ecuacion (2.8) y se escribe frecuentemente @(t,x) = @(X).

2.2.4. Sumideros no lineales
Definicion2.2.4.1. (Sistema autonomo no lineal)
Un sistema autonomo no lineal es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden cuyo campo vectorial es independiente del tiempo. Se representa de la

siguiente manera:

x' = X(x), (2.9)
donde, X:A— R"™es una aplicacion C! definida en un conjunto abierto
A c R™
Definicion 2.2.4.1. (Punto de equilibrio)

Sea A c R" un conjunto abierto. Se dice que un punto X € A es un punto de equilibrio
de la ecuacion (2.9) si X(X) = 0.
Definicion 2.2.4.2. (Sumidero segin DX(X))

Sea A © R" un conjunto abierto. Un punto de equilibrio X € A, segn la ecuacion (2.9),
se denomina sumidero si la matriz Jacobiana DX(X) tiene todos sus valores propios con

una parte real negativa.

Definicion 2.2.4.3. (Ecuacion de Lienard)

Una ecuacion de Lienard es un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

(23
y =—=x+gX),

donde f: R — R es una funcién dada.
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Observacion 2.2.4.1.

Si g(x) = (1 —x?)y, el sistema se puede escribir como

b -aea
y' =—x+ (1 —-x?)y,
que corresponde la ecuacion de Van der Pol.

Proposicion 2.2.4.1. Sea A € R" un conjunto abierto y X € A un sumidero de la
ecuacion (2.9). Supongamos que todo valor propio de DX(X) tiene parte real menor

que —c, ¢ > 0. Entonces existe un entorno A; € A de X tal que:
(a) @(x) esta definida y pertenece a A; paratodo x € A;, t > 0.
(b) Existe una norma euclidiana en R" tal que
lpe(x) — X < e7*|x — %]
paratodox € A;, t = 0.
(c) Para cualquier norma en R", existe una constante ¢; > 0 tal que
lpe(x) —X| < Cle_tc|x —X|

paratodox € A; ,t > 0.
En particular, @(x) = X cuando t » oo para todo t € A;.

Demostracion.
Por conveniencia, suponemos que el punto de equilibrio es X = 0 y que M = DX(0)

la matriz Jacobiana evaluada en dicho punto. Supongamos que existe un numero b > 0
tal que, las partes reales de los valores propios de M son menores que —b < —c para
cierta constante ¢ > 0.

La proposicion 2.2.2.2 establece que R" tiene una base 4 respecto de la cual la norma

inducida y el producto interno satisfacen la siguiente propiedad:

(Mx, x) < —bllx|I?

para todo x € R".
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Dado que N = Df(0) y f(0) = 0, por definicion de la derivada tenemos:
IXG) — x| _

x=0 1] '

y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se deduce que:
(X(x) — Mx,x)

x-0 [1xI?

Por tanto, existe un 6 > 0 suficientemente pequefio, tal que si |x| < §, entonces X €E A 'y

(X(x),x) < —c|Ix]|*.
Definamos el conjunto A; = {x € R™: ||x|| < &6}. Seax(t), 0 <t<t, una curva

solucion contenida en A;, tal que x(t) # 0 para todo t. Entonces, tenemos:

% el = )
—|Ix|| = —(x',x
dt Il
Como x' = X(x), obtenemos:
d
+ Xl = —=clix]| (2.10)

Este es el primer punto que demuestra que ||x(t)|| es una funcion decreciente. Por lo
tanto ||x(t)|| < 6 y deducimos que x(t) € A; para todo t € [0,t,]. Dado que A; es un
conjunto compacto, concluimos que la funcion x(t) estd definida y permanece en A,

para todo t = 0.
En segundo lugar, la descripcion (2.10) implica que

X1l < e~*lIx(0)]l, vt = 0.
Por lo tanto, se ha demostrado los puntos (a) y (b) y el punto (c) se deduce de la

equivalencia de normas en R".

2.2.5. Estabilidad
Supongamos que X € A es un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial

X' = X(x) (2.11)
donde X: A - E es una aplicacion C!, definida en un conjunto abierto A y que toma

valores en el espacio vectorial E.
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Definicion 2.2.5.1. (Punto de equilibrio estable)

Sea X € A un punto de equilibrio de la ecuacidn diferencial x' = X(x). Decimos que X
es estable si, para todo entorno B de X en A, existe un entorno B; < B de X tal que toda
solucion x(t) con condicion inicial x(0) € B estd definida en todo t > 0 y permanece

en B para todo t > 0 (Ver la Figura 2.11)

Figura 2.11. Estabilidad del punto critico X
Definicion 2.2.5.2. (Punto de equilibrio asintéticamente estable)
Para cualquier entorno B de X en A, existe un entorno B; < B de X tal que toda solucién
x(t) con x(0) € By esta definida para todo t > 0 y satisface x(t) € B, vt > 0.
Ademas, para tales soluciones, se cumple
limg_, o x(t) =X,

Por lo tanto, X es asintdticamente estable, como se puede observar en la Figura 2.12.

N——

Figura 2.12. Estabilidad asint6tica del punto critico X
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Definicion 2.2.5.3. (Punto de equilibrio inestable)

Sea X € A un punto de equilibrio de ecuacidn diferencial x" = X(x). Decimos que X es
inestable si no es estable; es decir, si existe un entorno B; € B de X tal que existe al
menos una solucion x(t) que comienza en x(0) € B; y no permanece enteramente en B,

como se puede ver en la Figura 2.13.

Figura 2.13. Inestabilidad del punto critico X

Definicion 2.2.5.4. (Estabilidad de Lyapunov)
Sea X € A un punto de equilibrio de una ecuacion diferencial, x’ = X(x) . Una funcién
de Lyapunov para X es una funcion V: B(X) — R, diferenciable definida en una vecindad

B de X, que satisfaga las siguientes condiciones:

a) VX) =0, V(x) >0,Vx #X,

b) V'(X) < 0 en B(X).

Entonces X es estable. Ademas

¢) V'(X) < 0 en BX)\{x}.

Entonces X es asintOticamente estable.

Ejemplo 2.2.5.1. Consideremos el siguiente sistema

x{ = — 2X2 + 2X2X3
Xy = X1 — X1X3
x5 = —X3

El campo asociado a este sistema viene dado por

X(X1,X2,X3) = (— 2%y + 2X,X3,X; — X1X3, —X3).
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Para calcular los puntos de equilibrio del sistema, resolvemos:

X(X1,Xp,X3) = 0: (— 2%, + 2X,X3,X; — X;X3, —x3) = (0,0,0)
Esto implica que:

— 2%, + 2X,%X3 = 0,X; —X;X3 = 0,—x3 =0

Por lo tanto, X, = (0,0,0) es el unico punto de equilibrio de X y

0 -2 0
X'(0,00)=(1 0 of
0 0 O

Por consiguiente, no podemos utilizar la dindmica hiperbdlica. Consideremos la funcion
V:R3? - R definida por:

V(x1,X2,X3) = a1X? + a,x5 + azx5 , donde aq,a,, az > 0 se determinara:
V'(%1, X2, X3) = (VV(Xy, X2, X3), X (X1, X2, X3))
= ((2a;Xq, 2a,X5, 2a3X3), (—2X, + 2X,X3,X; — X1 X3, —X3))
=2(a; — 2a1)xq X5 — 2(a; — 2a,)X1X2X3 — 2a3X3

Si az;=1,a,=1ya,=2, entonces V'(Xy,XyX3)=—2x3<0 para todo
(X1,X3,X3) € R3. Por lo tanto, V es una funcion de Lyapunov para X en el punto (0,0,0)

y, por definicion 2.2.5.4, el punto (0,0,0) es asintéticamente estable

2.2.6. Punto de Equilibrio Hiperbolico

Definicion 2.2.6.1. (Punto de equilibrio hiperbdlico)
Sea X un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial no lineal:

X' =X(x) (2.12)
Decimos que X es un punto de equilibrio hiperbolico, si todos los valores propios de la
parte lineal del sistema X, es decir, del Jacobiano DX(X), tienen una parte real distinta de

CEro.

Observacion 2.2.6.1.

Un punto de equilibrio hiperbolico siempre es inestable o asintéticamente estable; nunca
es simplemente estable. En particular, un punto de silla (es decir, un punto de equilibrio
donde la matriz Jacobiano tiene valores propios con parte real positiva y negativa) es

inestable.
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Definicion 2.2.6.2. (indice de estabilidad)

El indice de estabilidad del sistema
X' = X(x)

en un punto de equilibrio X, se define como el numero de valores propios de la parte
lineal del sistema en X (es decir, del factor de estabilidad Jacobiano DX(X) ) que tienen

una parte real negativa.

Proposicion 2.2.6.1.(Teorema de Hartman)
Consideremos el siguiente sistema autobnomo no lineal:
X' = X(x)

donde X: A - R" es un campo vectorial C!, definido en un conjunto abierto A € R, y
sea X € A un punto de equilibrio hiperbdlico de X. Entonces existe un homeomorfismo
hy: A = R" definido en el abierto A c R" tal que para todo X € A, tenemos:

ho (@¢(x)) = e™hy(x), VteER
Demostracion

Consideremos el sistema auténomo no lineal definido por:

x' = X(x), X € R",

donde X: A — R" es una funcion suficientemente diferenciable. Sea X € R™ un punto de
equilibrio, es decir, X(X) = 0, y supongamos que el Jacobiano M = DX(X) tiene todos
sus valores propios con parte real distinto de cero. Esta condicion implica que X es un
punto de equilibrio hiperbolico del sistema.
Entonces, existe un entorno abierto A de X y un homeomorfismo hy: A - R" tal que el
flujo del sistema no lineal en A es topoldgicamente equivalente al flujo del sistema
linealizado:

ho(@¢(x)) = eMhy(x) YxEA ytER
Considérese la perturbacion z = x — X. Al realizar esta transformacion, el sistema inicial
se convierte en:

z' =E(X—i) =%=X(X) =XEX+1z)

dt dt
Si X es suficientemente diferenciable, podemos realizar la expansion en serie de Taylor
de X(x):

X(x) = X(X) + DXE)(x—X) + 0(||lx — X|I?)
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Como X(X) = 0, esto se reduce a:
X(x)= DX(®z + 0(l|zIl*),

lo que nos da el sistema linealizado:

donde Ml = DX(X). Este es un sistema lineal cuyo comportamiento estd completamente

determinado por la matriz M.

Dado que X es un punto de equilibrio hiperbolico, los valores propios de la matriz M
tienen una parte real distinta de cero. Esto implica que el sistema lineal z’ = Mz admite
soluciones de la forma:
z(t) = e™Mz(0)

donde e™ es la matriz exponencial de M. Las soluciones del sistema linealizado son
trayectorias que se alejan o se acercan exponencialmente a X, dependiendo de la parte
real de los valores propios de M.

Analizando el comportamiento del sistema no lineal x’" = X(x) en el entorno del punto
de equilibrio X, y considerando que X(x) puede aproximarse mediante Mz en el
entorno de X, podemos concluir que el flujo del sistema no lineal en una vecindad de X

es muy similar al del sistema lineal z' = Mz para pequefio valores de t.

En otras palabras, si consideramos una solucion @(x) del sistema no lineal con
condiciones iniciales cercanas a X, esta solucion seguird aproximadamente la misma
trayectoria que una solucion del sistema lineal z’ = Mz para tiempos cortos, de la
forma:

@ (x) = X+ eM(x —X).
Sea x(t) una solucion del sistema no lineal con x(0) = x € A. Definimos h(x) como la
solucion z(t), del sistema lineal z' = Mz, que satisface z(0) = x — X.
Definimos hy(@¢(x)) = e™hy(x) V t € R. Esta aplicacién es un homeomorfismo, es
decir, es continuo y biyectivo. Su inversa también es continua, lo cual se puede verificar
mediante la naturaleza de las soluciones del sistema no lineal y su equivalencia
topologica con el sistema linealizado. Esto concluye la demostracion del Teorema de

Estabilidad de Hartman-Grobman.
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Ejemplo 2.2.6.1. (Homeomorfismo)

Consideremos los sistemas:

X1’ =X

x1' = xq
i y e,

2 =—x2+x1

(2.13) {

Resolviendo las ecuaciones, obtenemos: Los diagramas de fase de la ecuacion (2.13)
vienen dados por x, = xi mientras que los de la ecuacion (2.14) vienen dados por
1

C X3
Xy = x_ T
1

Observamos que
h: R? - R?

( ) = h( ) < + —x% + —xf
= =
X1, X X1, X3 xl'x1 2 X1, % + ),

es un homeomorfismo que transforma los diagramas de fase de (2.13) en los de (2.14).

ELNeie

Figura 2.14. Homeomorfismo de Orbitas

h
/"’“\
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2.2.7. Conjuntos Limites

Consideremos un sistema dindmico en un conjunto abierto A de un espacio vectorial E ,

es decir el flujo @, definido por un campo vectorial C!, X: A - E.

Definicion 2.2.7.1. (f — limite)
Un punto y € A se denomina punto limite 3 de x € A si existe una sucesion
t, = +oo tal que

lim @y, (x) =y.
n—-+oo
El conjunto de todos los puntos limite B de y se denota Lg(y).

Definicion 2.2.7.2. (a — limite)
Un punto y € A se denomina punto limite o de x € A si existe una sucesion
t, = —oo tal que

lim ¢, () =y.
El conjunto de todos los puntos limite o de y se denota L, (y).

Definicion 2.2.7.3. (Conjunto limite)
Un conjunto limite se define como un conjunto de la forma Lg(y) o Ly (y).
Definicion 2.2.7.4. (Orbita cerrada)

Una orbita cerrada y es el conjunto de limites ay [3 de cada uno de sus puntos.

Figura 2.15. Orbita cerrada y
Fuente: Hirsh (2013)
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Ejemplo 2.2.7.1.
1) Si X es un punto de equilibrio asintéticamente estable, entonces constituye el
conjunto limite w de cada punto de su cuenca.

2) Cada punto de equilibrio tiene su propio conjunto a y también su propio limite w.

Observacion 2.2.7.1.

Si X es un punto de equilibrio asintoticamente estable de un sistema dinamico, entonces,
por definicioén existe un entorno B de X tal que toda curva solucion desde B tiende hacia
X. El conjunto de todas las curvas solucion que tienden hacia X (cuando t tiende al

infinito) se denomina cuenca de X y se denota por C(X).

2.3. Marco Conceptual

Para el andlisis de nuestras variables de estudio, introducimos definiciones y
proposiciones relacionadas con la estabilidad asintdtica de orbitas cerradas, la
estabilidad y las orbitas cerradas. También, abordamos la perturbacion de un campo
vectorial y estabilidad estructural. Las referencias bibliograficas cita algunas de las
obras consultados, como Hirsh (2013), Mello (1979), Peixoto (1978), Perko (1991) y
Sotomayor (1979).

2.3.1. Estabilidad asintotica de orbitas cerradas

Sea X: A - R™ un campo vectorial C! en un conjunto abierto A ¢ R"; el flujo de la
ecuacion diferencial
x' = X(x) (2.10)

se denota .

Definicién 2.3.1.1. (Orbita asintéticamente estable)

Sea y C A una 6rbita cerrada de ¢y, es decir, una curva solucion periddica no trivial del
sistema. Decimos que y es asintoticamente estable si, para cada conjunto abierto U; C
A tal que y € By, existe un conjunto abierto B, con y € B, c B; tal que ¢:(B,) € B;

paratodot> 0 y
Jim d(@¢(xq), ) = 0.
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Observacion 2.3.1.1.

1) d(x,,y) denota la distancia minima entre un punto x; y una Orbita de .

2) La orbita cerrada del oscilador de Van der Pol es asintdticamente estable, es decir,
todas las trayectorias cercanas convergen a la oOrbita periodica cuando t tiende al
infinito.

3) Las orbitas cerradas del oscilador arménico no son asintdticamente estable porque
una oOrbita cerrada asintéticamente estable debe estar necesariamente aislada de otras
orbitas cerradas, es decir, no puede haber otras orbitas cerradas en las inmediaciones.
Definicion 2.3.1.2. (Periodo asintotico)

Sea A € R" un conjunto abierto y @, el flujo asociado al sistema. Decimos que un

punto x; € A tiene periodo asintotico A € R si se cumple la siguiente condicion

tl_ig.} l@a+e(x1) — @e(x)[ =0

Proposicion 2.3.1.1. Sea y una orbita cerrada asintdticamente estable de periodo A.
Entonces, y tiene una vecindad B < A tal que cada punto de B tiene periodo asintotico
A
Demostracion.
Afirmacion: - lim |@4¢ (1) — @r(x1)[ =0
Sea Bel subconjunto abierto de B, de la definicion de estabilidad asintotica, con
A =B;. Sea x; € B y fijemos € > 0. Por continuidad del flujo ¢, existe 6§ >0
con 0<8<¢ tal que si z; Ey y |y; —7z| <8, entonces |@;(y1) — @r(z)| < &
Observamos que, al ser una oOrbita cerrada con periodo A, tenemos:
Pa(z1) =7y, Vz; €.
Como d(@(x;1),y) = 0 cuando t — oo, existe t, = 0 tal que para todo t > t,, existe un
punto z;, € y con |<pt(x1) — th| < 8.
Entonces, parat = t; , tenemos:
l@a+t(x1) = @ x| < |@a(@e(x1)) — @a(z1,)| + |92 (z1,) — @e(x1)]-
Con @, (z1) = z;, obtenemos:
l@are(x1) — @r(x)| < e+ 6 < 2¢
Esto demuestra que la trayectoria de x; tiende hacia una periodicidad de periodo A

cuando t — oo ; en otras palabras, x tiene un periodo asintdtico A.
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Proposicion 2.3.1.2. Sea y una orbita cerrada de periodo A del sistema dindmico

x' = X(x)
y sea, p; € Y un punto en esta orbita. Supongamos que (n — 1) de los valores propios
de la transformacion lineal D@, (p;):E = E son menores que 1 en valor absoluto.
Entonces, la orbita cerrada y es asintoticamente estable.
Demostracion
Sea S un subconjunto abierto de un subespacio de dimension (n — 1), transversal al
campo vectorial en p; € y . Siguiendo las trayectorias del sistema dindmico de un punto
de S a otro, definimos una aplicacion C!, hy: Sq — S, donde S, es el conjunto abierto en
S que contiene p;. Esta aplicacion h, se denomina aplicaciéon de Poincaré. En
particular, p; € Sy es un punto fijo de hy, y si los valores propios del diferencial
Dhy(p;) tienen un modulo estrictamente menor que 1, entonces p; es un punto fijo
asintoticamente estable de hg, lo que implica que la 6rbita cerrada y es asintéticamente

estable.

Observacion 2.3.1.1.
1) Supongamos que @, es diferenciable. Entonces, la aplicacion

(tx1) P @c(x1)
es de clase C!, es decir, @:(x;) depende continua y diferenciablemente
de (t, xq).
2) La condicion sobre D@, (p;) es independiente del punto p; € y. De hecho, si q € y
es otro punto en la Orbita, entonces existe r € R tal que @.(p;) = q;. Entonces

tenemos:

D@j(p1) = D(@_r ° @y ° @) (p1)
= D, (p1) "' D (q) D (py),

lo que demuestra que D@, (p;) y D@, (g,) son matrices semejantes y, por consiguiente,
tienen los mismos valores propios.
3) Uno (1) siempre es un valor propio de Dg; (p;) ya que

Dpa(p1)F(p1) = F(pa),

porque el campo vectorial F es tangente a su propio flujo.
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2.3.2. Estabilidad y orbitas cerradas

Sea @, el flujo asociado a un campo vectorial C1, X:A > E y sea y € A una 6rbita
cerrada con periodo A > 0, suponiendo que O € y. Considérese una seccion S en el
punto 0. Alrededor del punto 0, definamos una vecindad B c S tal que, paratodo x; €
B, la trayectoria @(x;) intersecta a S en un instante T(x;) cercano a A. Esta propiedad
nos permite definir una aplicacion C!:

jiSo =S, j(x1) = (Pr(xl)(xl)'
donde S =SNByTt:B— S también es C! con T(0) = A.

Observacion 2.3.2.1.
La aplicacion j se conoce como la aplicacion de Poincaré asociada a la orbitay. Esta

aplicacion define un sistema dindmico discreto en Sy con un punto fijo en 0.

Proposicion 2.3.2.1. Sea j: Sy — S una aplicacion de Poincaré en una 6rbita cerrada v,
como se construy6 previamente. Supongamos que existe x € S tal que:
Al_r}glo j™(x;) = 0. Entonces,

lim d(¢(x,),v) = 0.
Demostracion
Sea x, =j%(x) €S. Como j"1(x) estd definido, tenemos X, € S,. Definamos
T(X,) = A,. Cuando x, = 0, A, = A (el periodo de y). Por lo tanto, existe una cota

minima superior r de {|A,|:n = 0}. Por la continuidad de flujo, cuando n — o

tendremos

lps(xn) — @s(0)| = 0
uniformemente en s € [0,r]. Para todo t> 0, existe s(t) € [0,r] y un entero

n(t) > 0 tal que:

() = @5t (Xnw)»

y ademas n(t) — oo cuando t — oo. Por lo tanto, para t > 0,

d(e(x),y) < |<Pt(X) L 0) (0)| = |(Ps(t) (Xn(t)) - (Ps(t)(o)l
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Debido a la convergencia uniforme de @4(X,) = @(0), el lado derecho tiende a cero
cuando t — oo. Por lo tanto
lim d(p¢(x),y) = 0.
Observacion 2.3.2.2.
Notese que la aplicacion de Poincaré puede no estar definida en todos los puntos de S.
Proposicion 2.3.2.2. Sea A ¢ R" un conjunto abierto y y C A una 6rbita cerrada. Si el
origen es un sumidero de la aplicacion j de Poincaré , entonces y es asintdticamente
estable.
Demostracion
Sea B un entorno de y en A. Necesitamos encontrar una vecindad B; de y contenido en
B tal que @,(B;) € Bparatodot=>0 y
tll)r?o d(¢¢(x),Y) = 0 para todo x € B;.
Sea B; € B una vecindad de y suficientemente pequefio tal que, si x € By y |t| < 2A
(donde A el periodo de y), entonces ¢(x) € B.
Sea H c E el hiperplano que contiene a la seccion local S. Como el origen es un
sumidero, existe una norma H y una constante u € (0,1), asi como una vecindad V de
0en S,, tal que:
liGOll <plixll,  vxeV.

Sea § > 0 suficientemente pequefio para que el disco Bg < H, centrado en 0 y de radio
¢, este contenida en
V N By, tal que t(x) < 2A si X € Bg.
Definir:

B, = {(pt(x):x EBgt= 0}
Claramente, B, es una vecindad de y y es positivamente invariante, ya que (Pt(BE)-
Ademas, B; © B. De hecho, seay € B,. Entonces y = ¢(x) para algiin x € Bg, . t = 0.
Afirmacion: Para (t,x), podemos elegir tal que 0 < t < 2A.
De hecho, basta con tomar j"(x) = x,; entonces X, € Bg, para todo n = 0. Existe n tal

que y se encuentre entre X, y X, 41 a lo largo de la orbita de x; es decir,

y=@s(x),0 <s < 1(x,) <2
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Dado que x, € By € Ny N se eligié de manera que @5(x) € B para s < 22, deducimos
que y € B. En consecuencia, B, € B
Paray € B; escribimos y = @¢(x) con x € Bg. Dado que j"(x) - 0 cuando n — oo, de
la Proposicion 2.3.3.1 se deduce que:

lim d(ec(xy) =0

Por lo tanto, la 6rbita cerrada y es asintoticamente estable.

2.3.3. Perturbacion de un Campo Vectorial

Definicion 2.3.3.1. (Perturbacion de un campo vectorial)

Sea A un subconjunto abierto en un espacio vectorial E, y sea X: A - E un campo
vectorial de clase C1. Una perturbaciéon de X se define como otro campo vectorial
Y: A - E, también de clase C! en A, que se considera "proximo a la norma F en C!", es

decir, existen constantes positivas & > 0 y & > 0 tales que

X&) -Y(x)| <&y [DX(x) -DYX)| <&,
para todo x € A.
Definicion 2.3.3.2. (C! —norma |H|; de un campo vectorial)

Sea U(A) el conjunto de campos vectoriales C! definidos en un abierto A c E. Si el
espacio vectorial E tiene la norma ||-]| , definimos la norma C! de un campo vectorial

H € U(A), denotado |H|;, como sigue:

|H[; == sup||[H(x)| + sup|[DH)||
XEA XEA

Observacion 2.3.3.1.

Es posible que |H|; = oo si estos nimeros no estan acotados.

Definicion 2.3.3.3. (Entorno de un campo vectorial)

Un entorno de un campo vectorial X € U(A) es un subconjunto B; € U(A) que
contiene un conjunto de la forma:

(Y € UA):|Y - X, < &}

para algin &; > 0, donde |-|; denota la norma C! en el espacio vectorial E.
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Observacion 2.3.3.2
1) El conjunto U(A) satisface las propiedades formales de un espacio vectorial para las
operaciones habituales de adiciéon y multiplicacion escalar aplicadas a funciones

vectoriales.

2) La norma C! satisface las siguientes propiedades formales de normas definidas en
espacios vectoriales:

a) [H[; = 0,

b) [H|; =0siysolosiH =0,

o [H+ Y[ < [H|; + Y]y,

incluso cuando |H|; o |Y|; sean infinitos.

2.3.4. Estabilidad estructural

Definicion 2.3.4.1.(Estabilidad estructural)

Sea el disco (o bola) unidad en R™
B" = {x € R™: |x| < 1},
y su frontera definido por:
0B" = {x € R™: |x| = 1}.
Considérense los campos vectoriales de clase C!, X: A » R, definidos en un conjunto

abierto A € R" que contiene a B" y que satisface la condicion
(X(x),x) <0

para todo x de dB™. Se dice que un campo X es estructuralmente estable en B" si existe
un entorno N c U(A) tal que, para todo Y: A = R" en N, los flujos generados por X y Y

son topologicamente equivalentes en B™.
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Figura 2.16. Sistema estructuralmente estable

Fuente: Hirsh (2013)

Definicion 2.3.4.1. (Campos topolégicamente equivalente)
Sean X,Y: A > R™ dos campos vectoriales C*, definidos en un conjunto abierto A ¢ R"

tal que B® c 4,y sea B" = {x € R™: [x| < 1}.

Se dice que los dos campos vectoriales X y Y son topoldgicamente equivalentes en B

si existe un homeomorfismo hy: B® — B" tal que, para todo x € B", tenemos:
ho({@f(0):t =0} ) = {4y (ho(x)): t = 0},

donde y; y @y, denotan los flujos generados por los campos vectoriales X e Y.
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Ejemplo 2.3.4.1. Las figuras ilustran dos sistemas estructuralmente estables (izquierda)
y dos estructuralmente inestables (derecha). En estos ultimos, una pequeiia perturbacion
puede provocar un desplazamiento del equilibrio (o, en su caso, del ciclo limite)
ubicado en la frontera de w, ya sea hacia dentro o hacia fuera de este dominio,

modificando asi el numero de conjuntos invariantes del sistema en w.

@ (6]
Figura 2.17. Estructuralmente Figura 2.18. Estructuralmente
Estable inestable
()] @
Figura 2.19. Estructuralmente Figura 2.20. Estructuralmente

Estable Inestable
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CAPITULO III: MATERIALES Y METODOS

3.1. Materiales

La tesis sobre la Estabilidad Estructural de Campos Vectoriales en los Sistemas
Dindmicos se enmarca en la investigacion fundamental y busca generar nuevos
conocimientos sobre sistemas gradientes, sistemas Hamiltonianos y sistemas simétricos.
En trabajo se centra en los flujos de campos vectoriales topologicamente equivalentes

en un disco unidad en R".

3.2. Métodos

En esta tesis, se emplearon los métodos 16gico inductivo y deductivo para analizar la
estabilidad de diagramas de fase sometidos a perturbaciones de campo vectoriales. El
método deductivo estableci6 las condiciones necesarias para la estabilidad estructural de
un campo vectorial, mientras que el método inductivo se aplicé al estudio de la ecuacion
de Van der Pol mediante ejemplos especificos de estabilidad estructural. Ademas, los
métodos de Pontryagin y Andronov para la estabilidad estructural sirvieron como

modelos para validar y verificar la hipotesis.

3.2.1. Procedimiento del Método Deductivo

a) Revision bibliografica

Se examinaron minuciosamente libros, revistas especializadas y articulos cientificos
que, gracias a su fiabilidad, permitieron validar los conceptos clave y un conjunto de
proposiciones sobre la existencia y unicidad de la solucion en problemas de valores en
frontera de ecuaciones diferenciales.

b) Induccion

Se ha ilustrado la estabilidad de los diagramas de fase ante perturbaciones de campos
vectoriales. A partir de estos ejemplos, se han generalizado proposiciones relativas a la

estabilidad estructural de los campos vectoriales en sistemas dindmicos.
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¢) Deduccion

Se ha ilustrado la estabilidad de los diagramas de fase ante perturbaciones de campos
vectoriales. A partir de estos ejemplos, se generalizaron proposiciones relativas a la
estabilidad estructural de los campos vectoriales en sistemas dindmicos.

d) Analogia

Se han comparado las proposiciones relativas a la estabilidad de las soluciones
periddicas en sistemas dindmicos con aquellas relacionadas con la estabilidad
estructural de los campos vectoriales en dichos sistemas.

e) Generalizacion

la estabilidad estructural de un campo vectorial en sistemas dinamicos se ha
generalizado, formulando teoremas, corolarios y proposiciones basados en las reglas de

inferencia logica y en las definiciones establecidas.
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CAPITULO IV: RESULTADOS

4.1. Perturbacion de un Campo Vectorial

Proposicion 4.1.1. Sea H un espacio normado y X, €A. Sea
v > |IDX(%X0)7Y|| y A; € A un disco abierto centrada en X,, tal que se cumplen las

siguientes condiciones:

IDX()~HI < v 4.1

IDX(y) — DX(2)|l < 1/v (4.2)
para todos los pares y,z € A;. Entonces, la restriccion X|,, es inyectiva.
Demostracion:

Afirmacién: la restriccion X[, es inyectiva
Sean y € A; y u € H, con u # 0. Entonces:
u = DX(y)™* (DX(y)w);
lo que implica
lul < IDX(y) I IDX()ul.
Por la cota (4.1), obtenemos:
IDX(y)(w) > 2, (4.3)
Ahora, seaz=y+uconu+# 0, y,z € A;. Como A; es un disco abierta, el segmento

y +tu € V paratodo t € [0,1]. Definimos la aplicacion C1:

¢:[0,1] > H, &) =X(y + tw).
Tenemos

$(0) =X, (1) =X(2).
y por la regla de la cadena,

¢'(t) = DX(y + tu)u.
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Por lo tanto

1 1 1
X(z) —X(y) = fo DX(y + twudt = fo DX(y)u dt + fo [DX(y + tu) — DX(y)]u dt

Tomando la norma y aplicando la desigualdad, obtenemos la desigualdad triangular

1X(z) = X(¥)| = [DX(Y)u | - f IDX(y + tu) — DX(¥)I| |u] dt
0

Utilizando las ecuaciones (4.3) y (4.2) podemos concluir que

lul  lul
1X(z) = X()| > 5 v 0

Por lo tanto, X(y) # X(z). Como la eleccion arbitraria de y,z € A; resulta en

arbitrariedad (y # z), concluimos que la restriccion X|,, es inyectiva

Proposicion 4.1.2. Sea E es un espacio vectorial normado cuya norma se deriva de un
producto interior. Sea A; € A un disco cerrado centro en X, € A y borde dA;, y sea
X: A - E una aplicacion C!. Supdngase que DX(y) es invertible para todo
y € A; . Supéngase ademas
min {|X(y) — X(xo)|:y € 04;} > 286 > 0.
Entonces, si |[w — X(Xq)| < 8, se cumple que w € X(4,).
Demostracion
Afirmacion: |X(y) — w| no es minimo siy € d4;.
Sea ho: A; - R, H(y) = 5 [X(y) — wl|?
Como A; es compacto y hg es continuo, existe un y, € A; tal que
ho(yo) = ;Téll‘g ho (y).
Para todo y € 0B, la hipdtesis de separacion resulta:
IX(y) —wl = [X(y) — X(xo)| — [X(x0) —w| > 25 -8 = 4.
Ahora, |X(x,) — w| < §; por lo tanto
ho(X¢) < ho(y) paratodoy € dA4,,
lo que implica que y, & dA,. Por lo tanto, y, pertenece al interior de A;.
IX(y) —w| >8> [X(xo) — wl,

lo que demuestra que |X(y) — w| no es minimo si y € dA4;.
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Afirmacion: w € X(4,)
Como la norma se induce mediante un producto interno, la funcion Y(x) = §|x|Z es
diferenciable, y Y(x)z = (x,z). Aplicando la regla de la cadena,

Dho(y)z = (X(y) — w, DX(y)z).

Como y, es un minimo interior, Dhy(y,) = 0; es decir,
(X(yo) — w, DX(y,)z) = 0 para todo z € E.

Como DX(yg) es invertible, existe un v € E tal que

DX(yo)v = X(yo) — w.
Tomando z = v en la identidad anterior:
0 = (X(yo) — w,X(yo) — W) = [X(yo) — Wl?,
y, €n consecuencia,
X(yo) = w.
Hemos demostrado que w pertenece a la imagen de A; bajo X. Ademas, como y, es

un interior de A;, obtenemos la inclusién

w € X(4; — 04,).
Por lo tanto, w € X(4;)
Proposicion 4.1.3. Sea X: A — E una aplicacion C!, y supongamos que X, € A es tal
que el operador DX(x,): E — E es invertible. Entonces, existe un entorno N ¢ U(A) de
X y un conjunto abierto A; € A que contiene a X, tal que, para cualquier funcién X €
N, Y|4, esinyectivay X(xq) € Y(Ay).
Demostracion
Equipamos E con una norma inducida por un producto interno; todas las normas en
espacios dimension finita son equivalentes.
El conjunto GL(E) = {A € L(E): A es invertible} es abierto en (L(E), ||-])).

Por lo tanto, existe un a > 0 tal que:

|A— DX(x,)| < a = A € GL(E) (4.4)
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Por continuidad de x — DX(x), existe un entorno N; € A con x, € N; tal que:

IDX(x) = DX(xo)ll <5, x € Ny

Sea 9t; € U(A) un entorno de X tal que g € 9t; y X € N;. Entonces
IDX(x) — DX(xp)Il <3 4.5)
De las ecuaciones (4.4) y (4.5) se deduce que DY(x) € GL(E) para todo
gEN, y x€EN;.
Sea v > |DX(x,)~1|. La aplicacion GL(E) - L(E), A ~ A™1, es continua. Por lo tanto,
existe una vecindad Jt, € Jt; deX y un abierto N, € N; conx, € N, tale que,
YEJ;e y €Nj,
IDY(y) 71| > v. (4.6)

Utilizando la continuidad de (y,z) — DY(y) — DY(z), podemos encontrar vecindades
menores, Nz €N, de X y N3 © N, de x, (con x5 € N3) tales que si Y € Ji3;

paratodo y,z € Nj, tenemos

IDY(y) - DY(@)| < - 4.7)

Por (4.6) y (4.7), la proposicion 4.1.1, garantiza que, para todo Y € N3 y todo
subconjunto abierto y conexo V . Nj , la restriccion Y|y es inyectiva.
Sea V c N; un disco abierto centrada en x,. Sea V; € V el disco cerrado centrado en
Xg. La proposicion 4.1.2 nos da un numero § > 0 y un entorno N € Jt5 de X tal que,
paratodo Y € N

min {||Y(y) = Y(x)|| : y € dV;} > 26 > 0.
Esto implica que si |[w—Y(X,)| <8y Y € N, entonces existe y € V; talque Y(y)=w;
en otras palabras, w € Y(V;) c Y(V).
Al establecer A;: =V, se deduce que Y|,, es inyectiva para todo Y € N. De manera
similar, tenemos X(x,) € Y(A;) paratodo Y € N.
Proposicion 4.1.4. Sea X:A —» E un campo vectorial C!, y sea X € A un punto de
equilibrio del sistema x’ = X(x) tal que la matriz DX(X) es invertible. Entonces, existe
una vecindad A; € A de X y una vecindad N ¢ U(A) deX tales que, para toda Y € N
existe un unico punto de equilibrio ¥ € A; del sistema y’ = Y(y). Ademas, si E es un

espacio normado, para todo € > 0, N puede elegir tal que |7 — X|| < «.
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Demostracion

Al establecer x5 = X y X(X) = 0, se deduce que existe unico ¥ € U tal que

Y(y) = 0. Para garantizar que ||y —X|| <€, y suponiendo que E es un espacio
normado, reemplazamos A con A, = {x € A: |[[x —X|| < &}. La proposicion 4.1.3
asegura que es posible elegir N talque que U € A, y, en consecuencia, y € A, para

todoY € N.

4.2. Estabilidad estructural

Proposicion 4.2.1. Sea E un espacio normado y 0 € E un sumidero para un campo

vectorial C!, X:A = E, donde A es un conjunto abierto que contiene el origen.

Entonces, existe un producto interno [E, un numero r > 0, y una vecindad N € U(A) de

X tal que: para cada Y € N, existe un sumidero x, = x,(Y) de Y tal que el conjunto
Br={xeR": x| <r},

contiene el punto x,, estd incluido en la cuenca de atraccion de x,, y es positivamente

invariante bajo el flujo de Y.

Demostracion
Sabemos que [E admite un producto interno tal que, para algin v< 0 y 2r > 0,

tenemos:

(X(x),x) <v|x|? si 0< |x| <2r.

Esto implica que B' esta en la cuenca de atraccion de 0, y que X(x) se dirige hacia
dentro a lo largo de dB". Es evidente que existe una vecindad Ny € U(A) de X tal que,

si G € Ny, entonces Y(x) también se dirige hacia dentro a lo largo de dB”.
Elijamos s > 0y 0 < & < r tales que, si |y| < ¢, entonces el disco cerrado
BS(y) = {x € E: |x — y| < s} satisface B ¢ B%(y) c B?".

Afirmacion: Si, para v < p <0, tenemos que si ||[Y—X||cx es suficientemente

pequeno, entonces el sumidero x, de X pertenecera a B®, y ademas, tendremos:

(Y(x),x — Xg) < plx —%ol?, six € B'(xg) (4.8)
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De hecho, partimos de la identidad:
(Y(x),x — x0) = (X(x = x0), X — %) + (Y(X) — X(x —)x,X — Xo)-

Segun la hipotesis,

(X(x = x9),x — xp) < v|x — x|
Sea J(x) = Y(x) — X(x — xp), que se anula en x,. Estimamos la norma de su derivada:

IDJ()II < [[DY(x) — DX(x) + [IDX(x) — DX(x — xo)l.
Cuando ||Y — X||c1 = 0, entonces ||[DY(x) — DX(x)|| = 0 uniformemente en x| < 2r,
y ademas (x — x,) — 0 también; en consecuencia,
IDX(x) — DX(x — xo)|l = 0
uniformemente en el mismo intervalo.

Por lo tanto, si ||Y — X||¢: es suficientemente pequefio, entonces se cumple
IDaC)ll < p—v,
donde p — v es una constante de Lipschitz para a. De este modo,

NCI = ) = Il < (= v)|x = xol.
Como consecuencia,
(Y(), % — x0) < V[x = Xo[2 + (1 — V)X — X2 = px = x0/2,

lo que prueba (4.8).

Sea Ny ={YeUW): [[Y = X]||c: <8}, y defina N=NyNN;. Si YEN tiene un
sumidero X, € B®, por (4.8), el conjunto B®(x,) estd en la cuenca de atraccion de x,.
Como B" c B%(x,) y Y(X) apunta hacia dentro a lo largo de dB", se deduce que B’ esta
contenido en la cuenca de atraccion de Xg, y que el flujo de Y mantiene invarianza

positiva de B'.

Proposicion 4.2.2. (Sistema Estructuralmente Estable)

Sea X:A—>R"™ un campo vectorial C! definido en un conjunto abierto
A c R"™ que contiene al disco unidad B™ = {x € R": |x| < 1}. Supdngase que se
cumplen las siguientes condiciones:

(a) F tiene exactamente un punto de equilibrio en B", denotado como 0 € B" ,y 0 es

un sumidero.
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(b) F esta orientado hacia el interior a lo largo de la frontera dB™ ,es decir,

X(x),x) <0 si para todo x € dB™.
(¢) Para todo x € B", limi @ (x) = 0, donde ¢ es el flujo asociado con X.
Por lo tanto, X es estructuralmente estable en B".
Demostracion
Dado que B"™ es compacto y X(xX) apunta hacia dentro a lo largo de la frontera dB",
ninguna curva solucion puede salir de B". Por lo tanto, B" es positivamente invariante
bajo el flujo de X.
Elijamos r >0 y un entorno N € U(A) de X como en la proposicion 4.2.1. Sea
Ny € N un entorno de X suficientemente pequeiio tal que, si Y € Ny, entonces Y(x)
también apunta hacia dentro a lo largo de dB™. Sea s ¢l flujo asociado con Y € N,. En
estas condiciones, B" permanece positivamente invariante bajo el flujo ., porque
ninguna orbita puede salir del dominio, ya que el campo Y apunta hacia dentro a lo
largo de toda la frontera.
Para todo x € (C™\int(B")), existe un entorno abierto Uy € A de X, y un t, > 0 tal que
si,y € Uy, y t > ty, entonces
lo:(Y)| <.
Como dB" es compacto, podemos extraer un numero finito de entornos Uy, ... Uy que
cubren dB". Definimos
to = max{ty,, .., ty_}.

Por lo tanto, para todo t > t,, tenemos:

@(B"\int(B") ) c C,.
Debido a la continuidad del flujo con respecto al campo F, existe un entorno N; < N tal
que, si G € Ny, entonces
P (B™\int (B")) c BY, para t=>t,.
Afirmacion: tlim Y (x) = b paratodo x € C".
De hecho, sea x € B". Entonces, y = {5 (x) € B, y como B" esta incluido en la cuenca

de atraccion de b, la trayectoria de x converge hacia t — oo.
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Ademas, cualquier punto y € (B"\{b}) puede escribirse en la forma y= {;(x) para

alglin x € dB™ y t = 0. De lo contrario, el conjunto limite
L. (y) = {Z € B™: 3t » —oo con Y, (y) - z}

seria no vacio. Sin embargo, si z € Ly (y), entonces Y(z) - b cuando t - oo, 1o que
implica que y = b,contradiciendo la hipdtesis y # b.

Fijemos G € N;. Hemos demostrado que la aplicacion
¥: [0, 00) x (9B™\B™) = (B"\{b}), ¥(t,x) = Y(x)

tiene imagen ( B™\{b}),
Anélogamente, la aplicacion

®:[0,00) X (9BM\B") = (B"\{0}), P(x,) = ¢ (x)
tiene como imagen (B™\{0}). Definimos ahora la aplicacion hy: B - B™ como:

o =ff P SvEe

Otra forma de interpretacion es la siguiente: la aplicacion satisface
ho(@¢(X)) = Y(x), para todo x € dB™, t >0, y también hy(0) = b. Por lo tanto,
hy envia trayectorias de flujo ¢ en trayectorias de flujo s, preservando la orientacion
temporal. Es inmediatamente que hy(B™) = B™.
La continuidad de h, se deduce de la continuidad de los flujos @ y ;. Ademas, si se
intercambian los roles del flujo original y su perturbacion, se puede obtener el continuo

inverso de hy. Por lo tanto, h, es un homeomorfismo de B" sobre si mismo.

Ejemplo 4.2.1. Analizar la estabilidad del sistema autonomo no lineal

{ X§ =x, + x,(2 —x% —x3)

4.1
Xy = —x; +x,(2 —x2 — x3) 1)

donde las funciones son de clase C!
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Solucion

Definimos la aplicaciéon X:U c R? - R? como sigue:
X(x1,X3) = (X1(X1'X2)'X2(X1:X2)) = (%2 + %2 —x§ —x5), —x1 + x2(2 — x§ —x3))

Para hallar los puntos de equilibrio, resolvemos X(x4,x%,) = (0,0) , lo que nos lleva al
siguiente sistema:
{xz +x,2-x(-x%)=0
—x; +x,(2—x3—x2)=0
La tGinica solucion es (x4,X,) = (0,0), ya que al sustituir x; = 0 ¢ x, = 0 en las dos

ecuaciones, se obtiene x; =0 e x, = 0.

Analizamos la estabilidad del origen (0,0) linealizada del sistema (4.1). La matriz

Jacobiana JX(x4,X,) es:

( X, aXl\
axy 0%, | (2-3¢-x2  1-2x%,
JXOa,x2) = 0X; 0Xp | < —1-2xyX, 2-—x%—3x3

0x; 0x,

Evaluando en (0,0), obtenemos la matriz Jacobiana JX(0,0):

xao- (2 1

Calculamos los valores propios de la matriz JX(0,0) resolviendo el determinante

17(0,0) — BI| = 0:

Resolviendo esta ecuacion cuadratica obtenemos los siguientes valores propios:
Br=2+10 B =21

Dado que ambos valores propios tienen una parte real positiva, el origen (0,0) es un

punto de equilibrio hiperbolico y un foco inestable, también llamado fuente.

El espacio de fase del sistema autébnomo no lineal (4.1) sera
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Figura 4.1. Diagrama de fase del sistema (4.1)

Consideremos ahora el sistema perturbado:

{Xll = X, +yx,(2 —x{ —x3) (4.2)

Xy = —X; + X,(2 — x? — x3)

donde y > 0 es un parametro real. Definimos la aplicaciéon Y: U € R? - R? como

sigue:
Y(xq, %2, 4) = (Y1(X1' X2,Y), Yz(Xsz,Y)) =(x2 +yx;(2— X% - X%)» —X; +X,(2 — X% - X%))
Como antes, el inico punto de equilibrio del sistema perturbado es (0,0) para todo y >0.

Al linealizar el sistema (4.2), obtenemos la matriz Jacobiana JY (x4, x,):

2y =3yl —yx; 1-—2y x1x2>
_1 - 2X1X2 2 - X% - 3X%

W) = (
Evaluando en el punto de equilibrio (0,0), obtenemos:

oo = (%))

Ahora calculamos los valores propios del sistema linealizado:
_ 2y—=p 1 |_
o0 -pi=o0= " F 1=
>Q2y -BR-P+1=0=>p2-2(y +1)B+ @y +1)=0

=SB =y +1+Vy2-2y;B=y +1—-y%2-2y



54

Resolviendo la ecuacion cuadratica, obtenemos los valores propios:

{Y +1+y%2-2y;y +1—\/y2—2y}.

Dado y > 0, ambos valores propios tienen una parte real positiva, por lo tanto, el
origen (0,0) sigue siendo un punto de equilibrio hiperbdlico, un foco inestable y una
fuente. La siguiente figura ilustra la evolucion del espacio de fases al introducir
pequefias perturbaciones en los valores de los parametros:

Para y=1.15, el espacio de fase del sistema perturbado (4.2) sera:

3.0 4

204 ~

0.0

-3.0 4

Figura 4.2. Diagrama de fase del sistema (4.2), cony = 1.15

Para y=1.2, el diagrama de fase del sistema perturbado (4.2), sera

204 -

oo

f
{

1
1

-2.0 4 ~

-
~ “\
- =

3.0

Figura 4.3. Diagrama de fase del sistema (4.2), con y=1.2
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Para y=1.25, el diagrama de fase del sistema perturbado (4.2), sera

Figura 4.4. Diagrama de fase del sistema (4.2), con y = 1.25

Cuando el pardmetro y > 0 varia, el diagrama de fase del sistema perturbado
permanece topoldgicamente inalterado. Pequefas perturbaciones dey no alteran la
estructura del sistema, lo que indica su estabilidad estructural. Ademas, existe al menos
una trayectoria cerrada aislada, denominada ciclo limite, ubicada en r = V2. Cualquier
trayectoria adyacente es una espiral, que se acerca o se aleja del ciclo limite segin la
direccion del flujo.

4.3. Aplicaciones

4.3.1. Analisis del sistema de Van der Pol

Consideremos el sistema oscilador de Van Der Pol:

X1 = Xy

4.3

{ Xy = —x1 + (1 —x3)x, (4:3)
Definimos la aplicacion X: U ¢ R? —» R? por:

X(x1, %) = Xi(x1,%2), X2(X1,%2)) = (X2, —%1 + (1 — x{)%p)
Para calcular los puntos de equilibrio del sistema, resolvemos:

X(xq,%2) = 0: (%, =% + (1 — X%)Xz) = (0,0)
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Esto implica que:
Xx,=0e (1-x3)x,=0

Por lo tanto, X, = (0,0) es el tinico punto de equilibrio del sistema (4.3).

A continuacion, analizaremos la estabilidad del origen X, = (0,0) en (4.3). Para ello,

linealizamos el sistema alrededor de este punto. La matriz Jacobiana de F(x4,x;,) es:

9X, 0X,
[ 0xy Oxy | 0 1
X(xu%2) = | ox  ox, _<—1—2X1x2 1—x§>
dx, Ox,

Evaluacion de la matriz Jacobiana en (0,0):

M = JX(0,0) = (_01 i)

Para calcular los valores propios del sistema linealizado, resolvemos el determinante de
M —BI=0:

T algl=o

lo que da la ecuacion cuadratica:
—B(1-B+1=0=>B*-B+1=0
Al resolver esta ecuacion se obtienen los siguientes valores propios:

_ 1, V3. _ 1 v3.
31—5+71' BZ_2 2 !

. , . .. 1
Estos valores propios son niimeros complejos con parte real positiva (E > 0), lo que

indica que el origen X, = (0,0), es una singularidad hiperbolica (punto singular
hiperbolico). Dado que ambos valores propios tienen la parte real positiva, el origen es

un punto singular hiperbolico, un foco inestable. Por lo tanto es una fuente.
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Figura 4.5. Diagrama de fase del sistema (4.3)

Consideremos ahora pequefias perturbaciones de las funciones escalares del sistema no

lineal (4.3). En otras palabras, consideremos el siguiente sistema perturbado:

X' = x,
4.4
{ y' = —x; + (1 = x)x, (+4)

donde y > 0 es un parametro real que mide la no linealidad del sistema.

Este sistema perturbado de Van der Pol describe el comportamiento de circuitos
electronicos no lineales, como aquellos que contienen un triodo (una valvula electronica

de tres electrodos) cuya resistencia depende de la corriente aplicada.

Definimos la aplicaciéon Y : U ¢ R? - R? como:

Y(x1,%) = (Y1(X1,%2,¥), Y2(X0,%2,7)) = (X2, —%1 + y(1 — x{)xz)
El primer paso es calcular las singularidades del sistema (4.4). Resolviendo
Y(x4,%,) = (0,0), es decir,
(x2, %1 + V(1 = x)xz) = (0,0)

obtenemos:
X, =0 yy(1—x)x, =0

Sustituyendo x, = 0:

_X1:O =>X1=0
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Por lo tanto, el origen X, = (0,0); Vy > 0, es el unico punto de equilibrio del sistema

(4.4).

Abhora linealizamos el sistema (4.4) alrededor del origen. La matriz Jacobiana de Y (X, y)
es:

(ayl Y,

ax axg | 0 1

JYxy) = Y, dY, _<_1_2YX1X2 Y_YX%>
aXl 6X2

Evaluando en (0,0):
aY 0 1
=00 = (8 )
0%, ©.0={ Y
Para calcular los valores propios de M, resolvemos el determinante de M — 1 = 0:

:[13 yi6|=0:>—B(y—B)+1=O:>[32—yB+1=0
Lo que nos da

(=B +1=0=p"—yp+1=0
Resolviendo esta ecuacion cuadratica:

R

2 )

v

B :

Bz =

Dado que y > 0, los valores propios siempre tienen una parte real positiva, lo que indica
que X = (0,0) es una singularidad hiperbolica (punto singular hiperbolico). Dado que
la parte real de ambos valores propios es positiva, el origen es un punto singular
hiperbolico de tipo foco inestable y, en consecuencia, una fuente.

Los valores propios del sistema linealizado son entonces:

y+y*—4 y—y*—4
2 )

2

Por lo tanto, dado que y > 0, segun el teorema de Hartman X, = (0,0) es una
singularidad hiperbolica (punto singular hiperbolico). Como ambos valores propios
tienen partes reales positivas, el origen Xy = (0,0) es un punto singular hiperbolico foco

inestable. Ademas, es una fuente.
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Para diferentes valores del parametro y, observamos coémo evoluciona el espacio de

Para y = 1.2, el espacio de fase presenta un comportamiento caracteristico.

fase del sistema perturbado (4.4):

- — — — — — — — — — — ]

- o A A

- o — a— 4

— - — —F b e a4 4— A— A— A— A

— T — —F —F P a] A A d— A— A A

Figura 4.6. Diagrama de fase del sistema (4.4),cony = 1.2

T
=]

o4
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T T
=] =]
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30
2

_ _
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A o 7

Para y=1.5, el espacio de fases sigue mostrando una dindmica similar.

1.5

Figura 4.7. Espacio de fase del sistema (4.4), con y
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Para y=1.8, el espacio de fases sigue mostrando una dindmica similar.

e |

i

. Diagrama de fase del sistema (4.4), con y=1.8

8

Figura 4

el comportamiento del sistema perturbado es aiin més pronunciado.

=2,
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e e S e e e e Sl e = =t

et ot A A —

i

=2

Diagrama de fase del sistema (4.4), con y

9

4

igura

F

Pequefias perturbaciones en los valores del parametro y >0 no alteran la estructura

topologica del diagrama de fase del sistema (4.4). Por lo tanto, el sistema autdbnomo no

lineal (4.4), dado por las ecuaciones, es estructuralmente estable.



61

4.3.2. Punto de equilibrio hiperbolico

Proposicion 4.3.2.1. Si X: R? - R? es estable en
B2 ={xeR?|x|]| <1}
tal que X(0) = 0, entonces el origen 0 es un punto de equilibrio hiperbdlico.

Demostracion

Recuerde la definicion de estabilidad: Un punto O es estable si, para todo € > 0, existe
& > 0 tal que, si |x(0)] < 8, entonces |x(t)| < € para todo t = 0. De forma similar, un
punto de equilibrio hiperboélico es hiperbolico si todos los valores propios de la matriz

Jacobiana DX(p) tienen una parte real distinta de cero.

La estabilidad de X en B? implica que ninguna trayectoria que se origine en B? puede
salir de este conjunto para t > 0. En particular, en la vecindad de 0, no puede haber

trayectorias con comportamientos ilimitados ni ciclos limite inestables.

Dado que X es continua y X(0)= 0, podemos aproximarse en la vecindad de 0 mediante
su desarrollo en serie de Taylor:

X(x) = DX(0)x + términos de orden superior
La dindmica local esta determinada por la matriz Jacobiana M = DX(0). Si todo los
valores propios de M tienen una parte real distinta de cero, el origen es un punto de
equilibrio hiperbolico.
Si cualquier valor propio tiene una parte real igual a cero, el equilibrio seria no
hiperbdlico (por ejemplo, un centro o un punto en bifurcacion), y su estabilidad no
estaria garantizada Unicamente por el analisis real.
La estabilidad de X en B2, combina con X(0) =0, implica que DX(0) no puede
tener valores propios con parte reales iguales a cero ; de lo contrario, podrian aparecer
trayectorias neutras (valores propios con partes reales iguales a cero) o inestables cerca
del origen. Por lo tanto, todos los valores propios DX(0) tienen parte real distinta de

cero y, por lo tanto, 0 es un punto de equilibrio hiperbolico.
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4.3.3. Campo estructuralmente estable en un entorno

Proposicion 4.3.3.1. Sea U(A) el conjunto de todos los campos vectoriales de clase
C! definidos en un conjunto abierto A ¢ R". Si X € U(A) es estructuralmente estable en
B" = {x € R™: |x|] < 1} c R",
entonces existe una vecindad N de X tal que todo G € N es también estructuralmente

estable.
Demostracion
Debemos demostrar que, si un campo vectorial X € U(A) es estructuralmente estable en
B"™ c R", entonces existe una vecindad N de X (para la topologia inducida por la
norma C1) tal que todo Y € N es estructuralmente estable en B".
Un campo vectorial X es estructuralmente estable en C™ si las soluciones del sistema
x" = X(x) dependen continuamente de las perturbaciones Y en la vecindad de X en el
sentido la norma C1, y si el retrato de fase (puntos de equilibrio, su estabilidad, la forma
y topologia de las trayectorias) permanece inalterado bajo perturbaciones pequefias de
X. Esto implica que, para cualquier Y suficientemente cercano a X, el sistema x' =
Y(x) es topologicamente equivalente al sistema X' = X(x) en B".
Si X es estructuralmente estable en B": todos los puntos de equilibrio en B" estan
aislados y su naturaleza (sumidero, fuente, punto silla) esta determinada por valores
propios con parte real distinta de cero.
La naturaleza de los puntos de equilibrio es que, no cambia bajo pequeias
perturbaciones y las trayectorias del sistema no sufren cambios cualitativos bajo
perturbaciones pequefias.
Dado que X es estructuralmente estable en B", entonces por definicién existe un
€ > 0 tal que si

IX =Yl <&
entonces Y tiene:
Posee puntos de equilibrio aislados y de la misma naturaleza que los de X (atractores,
repulsores o focos). Sus trayectorias topoldgicamente equivalentes a las de X en B™. No
presenta bifurcaciones ni cambios cualitativos.
Definimos

N={Y€UWQL:|X-Y|c < e}
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Por construccion, todo Y € N es estructuralmente estable en B

Si X € U(A) es estructuralmente estable en B", existe una vecindad N de X tal que
cualquier Y € N es también estructuralmente estable en B".  Esto implica que las
trayectorias del sistema x' = Y(x) y los puntos de equilibrio de Y no sufren cambios
cualitativos bajo pequenas perturbaciones de X, y por lo tanto, Yes estructuralmente

estable en B™.

4.3.4. Condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad estructuralmente en

un intervalo

Proposicién 4.3.4.1.Sea I c R un intervalo compacto y sea X € C1(I). Consideremos el
flujo del sistema autonomo x’ = X(x). X:I = R sea estructuralmente estable en I (para
la topologia C!) siy solamente si :

a) Los ceros de X en I son finitos (equilibrios aislados)

b) Cada cero x, es hiperbolico, es decir, X'(x,) # 0.

Demostracion

(&) Supongamos que X es estructuralmente establece. Si los ceros no estan aislados
(por ejemplo existe una sucesion de ceros X, = x; o un intervalo donde X = 0), una
perturbacion arbitrariamente pequenia puede eliminar o crear ceros en la vecindad de x4,
o cambiar el nimero de ceros en 1. Por lo tanto, los ceros deben estar aislados y, dado
que I es compacto, su numero es finito.

Si existe un cero no hiperbdlico xg,es decir, X(xo) = 0 y X'(Xo) = 0, una pequefia
perturbacion X + €Y puede alterar el equilibrio, lo que contradice la estabilidad

estructural. Por lo tanto, X'(x,) # 0 debe cumplirse para cada cero.

(=) Supongamos que X tiene un numero finito {xXg,Xy,...Xp} €1y que cada x; es
hiperbolico, es decir, X'(x;) # 0.

Por la continuidad de los ceros simples, existe € > 0 tal que, para todo Y € C1(I) con
IIY — X|[c1 < €, cada x; persiste como un unico cero vecino X;(Y), y ademas, x;(Y)
permanece hiperbolico. En consecuencias, el nimero y la naturaleza de los ceros

(atractor o repulsor) son invariante para valores cercano a Y.
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En una dimension, no existen ciclos periddicos no triviales; la dindmica consiste en
soluciones que se desplazan hacia la derecha o hacia la izquierda segtn el signo de X.
Entre ceros consecutivos  x; < Xj4+1, €l signo de X es constante y no hay ceros
intermedios. Para valores suficientemente cercanos de Y, el signo de Y en intervalos
compactos entre x;(Y) coincide con el de Y, preservando asi la direccion del flujo.
Dados X e Y suficientemente cercanos en C!, se construye un homeomorfismo
monoétonamente creciente hy: I = I que transforma una particion de I, definida por
puntos de referencia (por ejemplo, equilibrios y puntos intermedios fijos), en la
particion analoga de Y; este homeomorfismo se extiende entonces por flujo a todos los
I. La continuidad se sigue de la continuidad de las soluciones con respecto al campo
vectorial.

El homeomorfismo construido h, satisface la equivalencia topologica de flujos,
transformando las 6rbitas de X en orbitas de Y, conservando la orientacion temporal.
Por lo tanto, Y es topoldgicamente equivalente a X. Esto se cumple para cualquier Y
perteneciente a una vecindad N de X, en sentido de la norma C!. En consecuencia, Y

es estructuralmente estable.

Ejemplo 4.3.4.1. Sea X(x;) =x,(1—x%), x; €[2,—2] . Esta funcién tiene ceros

enx = —1,0,1. Un punto de equilibrio no es hiperbolico si X'(x,) = 0. En este caso:
X'(x)=1-3x) A X(0)=1=#0,

por lo tanto, x; =0 es un punto hiperbdlico.
Si uno de los ceros tuviera multiplicidad mayor que uno, lo que implicaria que

X'(xg) = 0, la estabilidad estructural podria verse comprometida.
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CAPITULO V: DISCUSION

5.1. Uno de los objetivos de esta tesis fue establecer la estabilidad de los diagramas de
fases persistentes bajo perturbaciones del campo vectorial. En la prueba de una clase de
sistemas estructuralmente estables, se demostr6 que un campo vectorial Y
suficientemente cercano a X posee un unico punto de equilibrio b € B™, cercano a 0.
Ademas, todas las trayectorias de Y en B" convergen a b. En este contexto, un
homomorfismo hy: B — B" se define como la identidad en dB". Para cada x € dB", h,,
transforma la trayectoria de x bajo X en la trayectoria de x bajo Y, preservando al
mismo tiempo la parametrizacion temporal. Finalmente, obtenemos que hy(0) = b.
Este resultado es consistente con los obtenidos por otros matematicos en esta area de
investigacion, como Kreider, Krasnov, La Salle, Liapunov, Hirsh, Mello, Peixoto, Perko

y Sotomayor.

5.2. Se establecieron ciertas propiedades que permiten la conservacion de un flujo ante
pequefias perturbaciones del campo vectorial. En particular, si un flujo presenta un
sumidero o un atractor, cualquier flujo suficientemente cercano presentara un sumidero
correspondiente en una posicion proxima. De manera analoga, este comportamiento se
observa en el caso de los atractores periddicos. Ademas, se demostro la persistencia de

un punto de equilibrio hiperbolico bajo perturbaciones pequefias.

5.3. Al establecer la estabilidad estructural de un campo vectorial en el disco unitario de
un espacio euclidiano n-dimensidén, podemos afirmar que cualquier flujo vecino es
topoldgicamente equivalente al flujo inicial. En otras palabras, para cualquier
perturbacion suficientemente pequefia del flujo, existe un homeomorfismo que
transforma cada trayectoria del flujo inicial en una trayectoria del flujo perturbado.
Este homeomorfismo es una aplicacion continua que admite una inversa continua,
estableciendo una correspondencia biyectiva entre los puntos de equilibrio, las drbitas
cerradas y otras caracteristicos de los dos flujos. En este sentido, decimos que el flujo

inicial (o su campo vectorial) es estructuralmente estable.
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5.4. El oscilador armonico ilustra la necesidad de imponer una condicidon para la
estabilidad estructural. Sea X: A - R?, con C2 c A, un campo vectorial definido en la

vecindad del origen, por la ecuacion

x' = Mx, M = [_01 (1)]

Ante una perturbacién arbitrariamente pequefia, la matriz M puede modificarse de
forma que el origen resulte en un sumidero, en un punto de silla, o en una fuente. Dado
que el comportamiento dindmico es diferente en cada caso, los flujos no son
topologicamente equivalentes a los del campos original. En consecuencia, X no es
estructuralmente estable. En contraste, el oscilador de Van der Pol es un ejemplo de

sistema estructuralmente estable.
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CAPITULO VI: CONCLUSIONES

6.1. Si X es un punto de equilibrio hiperbolico, entonces los valores propios de la matriz
Jacobiana DX(X) tienen partes reales distintas de cero. En este caso, el indice ind(X) se
define como el numero de valores propios en DX(X) cuya parte real negativa. Si la
dimensioén del espacio es n, entonces ind(X) = n significa que X es un sumidero,

mientras que ind(X) = 0 significa que X es una fuente (Proposicion 4.1.4).

6.2. Se establecen las condiciones para la conservacion de un flujo ante pequenas

perturbaciones del campo vectorial en un sistema dinamico (Proposicion 4.2.1).

6.3. Se establece una clase de estabilidad estructural para un campo vectorial en el disco

unitario del espacio euclidiano n- dimensional (Proposicion 4.3.2).
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CAPITULO VII: RECOMENDACIONES

7.1. Seria conveniente desarrollar investigaciones encaminadas a analizar y determinar
la estabilidad estructural de sistemas dinamicos autonomos no lineales con multiples

ciclos limite.

7.2. Seria relevante realizar estudios que evaluen la estabilidad estructural de sistemas

dindmicos, autdbnomos y no autonomos, en sus versiones lineales y no lineales.

7.3. Seria relevante estudiar la estabilidad estructural de variedades diferenciables.

7.4. Es necesario estudiar el calculo y métodos numéricos para determinar la estabilidad
estructural de sistemas de grandes dimensiones, cuyos estudios analiticos son cada vez

mas complejos.

7.5. Se sugieren estudios comparativos entre diferentes estandares y métricas en espacios
regulados con el fin de observar su influencia en la definicion y verificacion de la estabilidad

estructural.
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