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RESUMEN

El objetivo de este informe de tesis fue establecer la expresion
generalizada de la transformada de Fourier de las distribuciones
temperadas. Se utilizé el método inductivo y deductivo para establecer la
expresion generalizada de las distribuciones temperadas, de la
transformada de Fourier Joseph de las distribuciones temperadas y la
derivada de la transformada de Fourier Joseph en el espacio de las
distribuciones temperadas. No todas las distribuciones provienen de
funciones. Pero, algunas propiedades de las distribuciones asociadas con
las funciones ayudaron a construir definiciones y mostrar la validez de las
propiedades para todas las distribuciones. Se sigue que, en el espacio de
funciones, las derivadas no siempre estan definidas; sin embargo, en el
espacio de las distribuciones temperadas, siempre lo son. El estudio de
estas distribuciones es de gran utilidad para trabajar la transformada de
Fourier Joseph de las distribuciones temperadas, en la que se establece
que toda funcién de crecimiento lento esta asociada a una distribucién
temperada en el espacio vectorial de Schwartz Laurent. De manera similar,
cada derivada de una distribucion y cada transformada de Fourier Joseph
esta asociada con una distribucidon temperada en el espacio vectorial de
Schwartz Laurent. La transformada de Fourier de distribuciones
temperadas es fundamental en la prueba del teorema de Malgrange
Bernard-Ehrenpreis Eliezer, que tratan de la existencia unica de solucion
fundamental de todo operador lineal con coeficientes constantes.
Palabras clave: Espacio vectorial de Schwartz Laurent, distribuciones

temperadas, Transformada de Fourier de una distribucion temperada.
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ABSTRACT

The objective of this thesis report is to establish the generalized
expression of the Fourier transform of tempered distributions. The inductive
and deductive method is used to establish the generalized expression of the
tempered distributions, the Fourier Joseph transform of the tempered
distributions and the derivative of the Fourier Joseph transform in the space
of the tempered distributions. Also, not all distributions come from features.
But, some properties of the distributions associated with the functions
helped us to construct definitions and show the validity of the properties for
all distributions. It follows that, in the space of functions, the derivatives are
not always defined; however, in the space of tempered distributions, they
always are. The study The study of these distributions is very useful to work
on the Joseph Fourier transform of tempered distributions, in which it is
established that every slowly growing function is associated with a tempered
distribution in the Schwartz Laurent vector space. Similarly, each derivative
of a distribution and each Fourier Joseph transform is associated with a
tempered distribution in the Schwartz Laurent vector space. The Fourier
transform of tempered distributions is fundamental in the proof of the
Malgrange Bernard-Ehrenpreis Eliezer theorems, which deal with the
unique existence of a fundamental solution of every linear operator with

coefficients.

Keywords: Schwartz Laurent vector space, Tempered distributions, Fourier

transform of a distribution
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CAPITULO |
INTRODUCCION

1.1.Antecedentes

La transformada de Fourier (TF) es especialmente fundamental en
matematicas, ya sea desde el punto de vista de los principios o de sus
aplicaciones a distintos campos de la fisica.

Aunque las series de Joseph Fourier son efectivas en funciones
periddicas definidas en R, se desea ampliar esta nocion a cualquier funcion
que no sea necesariamente periodica en R. La TF es una interpretaciéon
continua de los coeficientes de la serie de Joseph Fourier. Aqui, los

coeficientes de Joseph Fourier estan dados por

1

9(n) = j g(0)e2minxdy
0

donde  g(x) = Ynez G(n)e 2™
Si sustituimos la formula discreta con representaciones continuas, la TF se

definira en R, de la siguiente manera
&) = [ g(x)e ™ dx .. (1)

La funcion de reinicio viene dada por



900 = f 9(E)e?m ¥ g

R
Tenga en cuenta que TF y el coeficiente de Joseph Fourier son similares,
pero no tiene la misma explicacion y comprension. Para que (1) tenga
significado debe verificar ciertas restricciones, pues no es necesario que
dicha integral esté bien descrita en el conjunto R. Aqui surge la extension

de las TF sobre los espacios L;(R?) y L,(R?).

Sean x = (x1,x;) € vy = (y1,y,) dos puntos de R? con producto escalar

(x,y) = x1y, + x2y,, luego para las funciones g € L, (R?)

flg(x)ldx = flg(xl,xz)ldxldxz < oo
R? R?

LaTF g = &[g] , es definida por
96 =Slg00] = | 900 exp(izmtx, ) dx
]Rn
De modo similar, su cotransformada

Fg1(6) = j 900 exp(i2n(x, )) dx

]Rn



Sin  embargo, muchas funciones g€ L;(R?) no tienen
cotransformada, por ejemplo g(x)=1,Vx€R su §g=%g, pero su
cotransformada no existe, ya que 1 ¢& L;(—,). De manera similar,

x™, exp(x),senx no tienen TF ni cotransformada desde g & L, (—o0, o).

En el caso de g € L,(R?), sus transformadas 8Ty € L, (R?). Dado que son
integrables al cuadrado fRzlglzdu < oo0. En este espacio existe funciones
que no son integrables y que no tienen TF. Pero cuando se trabaja en
espacios de Hilbert, debido a la densidad de funciones del espacio Laurent
Schwartz en L,(R?), existe una sucesion g, de funciones en el espacio
Laurent Schwartz que convergen hacia g con norma de L,(R?). Esto
permite su extension hacia los espacios de Schwartz §(R?) ya que S(R) c
L,(R*)y S(R?) c L,(R?*) para todo p € [1,p]. Aqui las TF operan muy bien
(existe convergencia, inversa, etc.). Este espacio vectorial S(R?), consta
de funciones infinitamente diferenciables g € C*(R?) tal que g y todas sus
derivadas disminuyen muy rapido a infinito. Pero como en este espacio
S(R?) hay limitadas funciones, se hizo necesaria extenderlas a un espacio,
donde estan contenidas las funciones g € L,(R*) y las funciones g €
S(R?) en el espacio de las distribuciones temperadas S’'(R?), donde cada

distribucion temperada se transforma en otra distribucién temperada.



La incertidumbre de la TF fue su crecimiento hasta el infinito, en el
caso de una funcién g € L;(R?) o g € S(R?) para precisar la integral de

Joseph Fourier [..g(x)exp(—ix)dx de una funcion continua g(x), para

todo £ € R?, se debe tener restricciones que sefalen el crecimiento de
g(x) al infinito. La misma dificultad aparece cuando se quiere definir una
idea de TF para distribuciones. Esta desventaja del crecimiento infinito
puede controlarse en el espacio de las distribuciones temperadas. Por lo

que vamos a investigar una expresion mas general.

1.2. Definicion del problema

1.2.1. Problema General

a) ;Es posible establecer la expresion generalizada de la
transformada de Fourier en distribuciones temperadas?

1.2.2. Problemas Especificos

a) ¢ Es posible establecer que toda funcion de crecimiento lento tiene
asociada una distribucion temperada sobre el espacio vectorial de
Schwartz?

b) ¢ Es posible establecer que toda derivada de una distribucion tiene
asociada una distribucion temperada sobre el espacio vectorial de

Schwartz?



c) ¢ Es posible establecer que toda transformada de Fourier de una
distribucion tiene asociada una distribucién temperada sobre el espacio

vectorial de Schwartz?

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

a) Establecer la expresién generalizada de la transformada de

Fourier en distribuciones temperadas.

1.3.2. Objetivos especificos

a) Establecer que toda funcion de crecimiento lento tiene asociada
una distribucidon temperada sobre el espacio vectorial de Schwartz.

b) Establecer que toda derivada de una distribucion tiene asociada
una distribuciéon temperada sobre el espacio vectorial de Schwartz.

c) Establecer que toda transformada de Fourier de una distribucion
tiene asociada una distribucién temperada sobre el espacio vectorial de

Schwartz.

1.4. Justificacion de la investigaciéon

A través de este trabajo se destaca la importancia del espacio de las

distribuciones temperadas para el desarrollo de las transformadas de



Joseph Fourier. Este espacio permite superar las dificultades que surgen
cuando se aplican transformadas de Fourier a los espacios L, (R?), L,(R?),
S(R?). En particular en los campos de la fisica matematica, la fisica teorica

y el analisis de las ecuaciones diferenciales parciales.

Comprender este espacio vectorial, es decir, sobre las distribuciones
temperadas, facilita la comprension de los espacios de Sobolev. Dado que
los espacios de Sobolev no solo requieren la gestion de distribuciones, sino

también de los espacios L, (Q).

6



CAPIiTULO Il
FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Antecedentes de la investigacion

Schwartz (1966), en su "Teoria de distribuciones", define una
distribucién temperada como una forma lineal y continua T(¢), que existe
en un espacio topoldgico dual al espacio §. De manera similar, con respecto
a la TF de distribuciones temperadas, a partir de los resultados conocidos
de la TF en casos elementales, el espacio §' de las distribuciones
temperadas sera el dominio por excelencia del analisis armonico en 2, 3 o

mas variables.

Bhattacharyya (2012), en su teoria de "Distribuciones", en virtud a la
inmersion que existe S(R™) < L;(R™) todas las propiedades de la TF de g
y sus cotransformadas de g para L,(R™) son validas para el espacio de

Laurent Schwartz S(R™).

Rahman (2011), en su "Aplicaciones de las TF a las funciones
generalizadas", considera una funcion generalizada como una funcion
suave, que puede ser infinitamente diferenciable y tiende a cero cuando

|x| > o0, es decir, lim xmg™(x) = 0. Esta funcion suficientemente suave,
X—>1 00

que es diferenciable en todas partes, un niumero de veces, de modo que la



funcion y todas sus derivadas tienden a cero cuando |x| = oo. Por tanto, si

g(x) es una funcién suave, su TF también sera suave.

Golse (2013), en "Distribuciones, analisis de Fourier, ecuaciones en
derivadas parciales", no esta satisfecho con la TF en el espacio de Laurent
Schwartz §(R™), porque hay muy pocas funciones en este espacio; se
extiende la definicion al espacio de las distribuciones temperadas S'(R"),

donde para cualquier distribucién temperada, su TF también lo sera.

Boumaza (2018), en "Distribuciones temperadas y espacios de
Sobolev", demuestra que los espacios L;(R") y L,(R") estan contenidos
en §'(R™), de modo que es mas conveniente hacer el andlisis armonico

aqui en §'(R™) ya que la TF de funciones también pertenecen a §'(R™).

Grabchak (2020), en "Un método exacto para simular distribuciones
estables temperadas rapidamente decrecientes", al construir un modelo de
aplicacion financiera, sefiala que es dificil trabajar con distribuciones
porque no tienen una forma cerrada para los calculos de probabilidad y las

funciones caracteristicas.

Shaviv (2020), en “Distribuciones temperadas y funciones de
Laurent Schwartz sobre variedades definibles", sefiala que para orientar

estas variedades definidas en las distribuciones temperadas y los espacios



de funciones de Schwartz, deben estar acotadas polindmicamente para

llegar a un resultado y presentar varios casos.

2.2. Bases Teoricas

Se introducen las definiciones de espacio de funciones
seccionalmente continuas, sucesion de funciones, asi como funciones
ortonormales. Algunos textos consultados se citan de las referencias

bibliograficas.

2.2.1. Espacio de funciones

Definicién 2.2.1.1. Funciones complejas seccionalmente continuas
C([a, b])

Se dice que una funcion compleja f(t) es seccionalmente continua
en el intervalo [a, b] si fes acotado en [a, b] y si hay un numero finito de

discontinuidades, estas deben ser de salto, de una variable t € [a, b] c R.



fit)

a ta b

Figura 1 Funcién discontinua en f(t)t,

Definiciéon 2.2.1.2. Producto escalar sobre C([a, b])

Se denomina producto escalar o interno sobre C([a,b]) a una

aplicacién

(,):¢([a, b)) xC([a, b]) = R que satisface las siguientes condiciones:

1.

(9.91) = (91.9) V9,91 € C([a,b])

(Bg.91) =B(g.91) V9,91 € C(la, b, VB EC
(9.891) = B(9.91) V9,91 € C([a,b]),VB EC
9,91+ 92) = (9.91) +(9.92) V9,91.92 € C([a,b])
(9 +91.92) = (9,92) + (91,92) V9,91,92 € C([a,b])

(g,.9)>0sig#0 Vge C(a,b]

2.2.2. Sucesion de funciones

Definicion 2.2.2.1. Convergencia puntual de funciones

En una sucesion de funciones (g,)nen, €n C([a, b]), se dice que

gn(to) converge puntualmente a g(t,) siy solosiVt, € [a,b]yVe >0 Im €

N tal que para |g, (ty) — g(to)| < & para n >m.



Notacién 2.2.2.1. Convergencia puntual: lim g, (t,) = g(t,)
n—>oo
Definicién 2.2.2.2. Convergencia uniforme de funciones en C([a, b])
Una sucesion de funciones (gn)nen, ©n C([a, b]), converge

uniformemente a g(t) si y solo si Ve>0 ImeN tal que para

|g,,(®) — g(t)| < e siempre que n >m Vt € [a,b].

Notacién 2.2.2.2. Convergencia uniforme: 711_1)’{)10 gn(t) = g(t)
Definicion 2.2.2.3. Convergencia de funciones en C([a, b])

Una sucesion de funciones (g, (t))nen, €N C([a, b]), converge en la
norma a g(t) siy solo si Ve >0 3m € N tal que para ||g,(t) — g(t)|| <e

para n > m.

Notacién 2.2.2.3. Convergencia en la norma : lim||g, — gll = 0
n—-oo

Definicion 2.2.2.4. Sucesion de Cauchy en C([a, b])
Una sucesion {g } en C([a,b]) se dice que es una sucesién de
Cauchy si y solo si Ve > 0existe un N €N tal que ||g,—g,| <& para

vn,m=N.

Definicién 2.2.2.5. Espacio normado completo (C([a, b)), |||}
Se dice que un espacio normado (C([a, b]), |I']l) es completo si una

sucesion de Cauchy converge en este espacio (C([a, b)), ||I*I])-



Definicién 2.2.2.6. Espacio de Banach (C([a, b)), ||I*]])

Un espacio normado completo (C([a, b)), |I']l) se denomina espacio
de Banach.
Definicién 2.2.2.7. Funciones ortonormales de un conjunto de
funciones

Un conjunto de funciones {y,,(t) },,ez se dice que es ortonormal si se

satisface su producto interno

1, m=n

0, m in},‘v’m,n €L

W ) = S = {

Definicion 2.2.2.8. Linealmente independiente de funciones
Se dice que un conjunto de funciones {Y,()}n=0+142.+y €S
linealmente independiente si existe a,, a,, ..., a, todas iguales a cero tal que
Y L anPn(t) =0, paratodoa <t <b.
Definicion 2.2.2.9. Espacio de funciones L, (R)
Es un espacio lineal normado completo, tal que si g € L;(R) su

norma

lgll = f|g| <o,

Porlo tanto, g€ L, & |g| € L,



Definicién 2.2.2.10. Espacio de funciones L,(R?)

Es el espacio de las funciones de cuadrado integrable.

lgll, = f 1912du

2.3. Marco Conceptual

En el analisis de variables de nuestro estudio, se introduce algunas
definiciones de la TF, de sucesion de distribuciones, de producto de
distribuciones. También se definen las distribuciones y TF. Algunos textos
consultados se citan en la bibliografia, como Rogan y Munoz, 2009,
Bhattacharyya, 2012, Duistermaat y Kolk, 2010, Schwartz, 1998 y Wilde,

2012.

2.3.1. Transformada de Fourier
2.3.1.1. Introduccioén

Sea g una funcion seccionalmente continua g € C{(—L,L)}.

Entonces,
o inmx
glx) = C,e L, con x€]|[-L,L] (2.1.)
n=-—oo
donde,
1 L —inmx
C":Z g(x)e L dx, paratodo n€Z (2.2.)
—L

. . , . n ’ .
Si se determina el limite € = HT cuando L — oo, este limite € se vuelve

continuo. Por otro lado, Af = MT” = % porque An =1



Se define CL(® =2Cy (2.3)

Usando las definiciones en las ecuaciones (2.1), (2.2.)y (2.3)

se obtiene:

90) = Z () et (B = Z Cu(§) e

71' TL'

L

_Ll ig‘xd
€O = 1o | 9@t

Al hacerse L — o aparece g(x) = f_°°oo C(f)eifxdx

€6 =52 [ gtes<ax
Se define C(§¥) como la TF de la funcion g(x).
Definicién 2.3.1.1.1. (Transformada y cotransformada de Fourier)
Sea g € C{(~L,L)} tal que [ |g(x)|?dt < =, se define la TF de la

funcién g(x) en € € R, a la funciéon F dada por

F) = g(x)e ¥¥dx = §{g, ¢}

V2m J-_OO
La cotransformada de Fourier viene dada por el teorema de reciprocidad
9 =—[ F@etac.
V2m ) o

2.3.1.2. Propiedades de {g, &}
Algunas propiedades de la TF.

Sean ghel; yB.,B,€C



1. §(B.9 + B2h, €} = Bi§(9,6} + BoF(h €} es lineal
2. §lg(x — b), §} = e¥¥F{g, &} = ePF(E)
3.3(9.—$} =39, ,9€R
4. §le"g(x),¢} = §lg, & — bi} = F(§ - bi)
5. F{e™g(x),§} = &lg,§ + b} =F(§ +b)
6. 3{g(5:), ¢} = 7= {900+ = =7 ()
Proposicion 2.3.1.2.1.
Si g(x) es mas diferenciable, mas rapido decrece; entonces §(&) —
0, cuando |¢| - o decrece.
Proposicion 2.3.1.2.2.

Si g(x) - 0 cuando |x| - o0 es mas rapido, entonces F(¢) es mas

diferenciable.

2.3.2. Distribuciones Temperadas

Definiciéon 2.3.2.1. Espacio de las funciones de Laurent Schwartz §
Una funciéon g:R - C se relaciona con el espacio de Schwartz Laurent,
denotado por S, si es infinitamente diferenciable y ademas

Lim tmg™(t) =0, paratodo m,n€N

Definicién 2.3.2.2. Funcionales lineales en espacios vectoriales



Sea X un espacio vectorial sobre el campo de complejos de
dimension finita, existen funciones g: X — C que cumplan la linealidad

g(B1X 1+ BoX2) = P1g(Xy ) + B2g(X2), X1,%; € X;B1,P, €C
Definiciéon 2.3.2.3. Espacio dual en espacio vectoriales

Sea X un espacio vectorial sobre C. El espacio dual X denotado
por X* se define como el conjunto X' ={gX-
C; g son funciones lineales}

Definicién 2.3.2.4. Covector

Un covector es un elemento del espacio dual.
Observacion 2.3.2.3.

Considere el espacio vectorial de Schwartz Laurent § de funciones
infinitamente diferenciables y rapidamente decrecientes de dimensién
finita, sus vectores son funciones x(t),y(t),z(t) ... €S
Definicién 2.3.2.5. Funcional lineal §

Un funcional §: § — C es lineal en § si satisface

(U, B1y + B22) = B1(P,y) + B2,z VBB €C y Vyz€S
Definicién 2.3.2.6. Convergencia fuerte de sucesion de funciones

Se dice que una sucesion de funciones en el espacio Schwartz S,

x1(t), ..., x,(t) converge fuertemente a cero, si y solo si

lim t™x)(t) =0, paratodoy,m € N,

Definicién 2.3.2.7. Funcional continua ¢



Y:§ - C es continua si

Para todo z, € §, lim z, (t) = z(t), entonces lim (Y, z,,) = (¥ ,z) en C
n—-oo n—-oo

Definicion 2.3.2.8. Conjunto de Distribuciéon temperadas S’

Se dice que : S - C es una distribucién temperada si y es lineal
y continua.
Definicion 2.3.2.9. Suma de distribuciones temperadas §’

La suma de dos distribuciones temperadas ¢ y iy se define como
el funcional lineal ¢ +y tal que,

(¢ +,2) =(p,z) + (¢,z), paratodoz € S

Definicion 2.3.2.10. Producto de un escalar por una distribucion §’

El producto de un escalar £ vy una distribucion temperada ¢ se
define como el funcional lineal By tal que,

(BY,z) = B(Y,z), paratodoz €S yparatodop € C.

Definiciéon 2.3.2.11. Funcion que crece lentamente

Se dice que una funcion g(t) crece lentamente si,

lg(®] <B(1+t*)™,

para algun B,m € N.
Definicién 2.3.2.12. Funcional g € §'

Sea la funcién g:R - C que crece lentamente, seccionalmente
continua y con discontinuidades. El funcional g asociado a la funcién g(t)

se define como:
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(G,2) = j gDz,

donde z(t) € S.

2.3.3. Derivada de una distribuciéon temperada

Definicion 2.3.3.1. Derivada de una distribucion temperada ¢’
Siy € S'. La derivada de la distribucién 1)’ se define como

(W', z) = —(,z'), paratodoz€ S

Definicion 2.3.3.2. Distribucion de una distribucion S’ de valor cero
La distribucion temperada 1 € S’ que tiene un valor cero en (a,b)
se define como:
(Y,z) =0, paratodoz € §
En este caso se escribe

Y(t) =0 para t € (a,b)

Observaciones 2.3.3.1.
Si el funcional g asociado con g tiene un valor cero en (a, b).

Entonces,

gt)=0en te€E((ab)



Ejemplo 2.3.3.1.
Sean (a,b) un intervalo abierto sin valor cero y § la distribuciéon
temperada definida por (8, z) = z(0), paratodoz € S.
Ademas, sea x(t) € § talque x(t) # 0 , t € (a,b). Entonces, se tiene
(8,x) =x(0) =0, porque 0 € (a,b)
Segun la notacion, se escribe 6(t) =0, sit # 0.
Definicion 2.3.3.3. Soporte de una distribucion temperada S’
El soporte de una distribucién y es el conjunto cerrado mas pequefio

fuera del cual y = 0.

Figura 2 Soporte de una funcién

Ejemplo 2.3.3.2

Segun la definicion 2.3.3.3., § tiene soporte {0}y §, tiene soporte

{b}.
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Definiciéon 2.3.1.4. Valor de la distribucién temperada

La distribucion temperada ¢ € § define valores g(t),a <t <b si
Y —g tiene valorceroena <t < b.
2.3.4. Sucesion de distribuciones

En figura 3 se considera la tendencia de las distribuciones discreta a
la distribucion continua.
mix)

mi{x)
Z(®)

ma2 m5
ml m3 \—/—\\—/H"‘x‘_‘_\_

md mn

®x1 ®x2 w3 wd| x5 *®N
i) mifx)
-
Z(x) f/
A
_—
V4
" x
n 0 ’
m(x) = Yioam; m(x) = [__ z(x")dx

Figura 3 Distribuciones discretas y continuas
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Definicion 2.3.4.1. Convergencia de una sucesion de distribuciones
temperadas

Una sucesion de distribuciones temperadas {i,} que converge a
una distribucién temperada ¢ y se define como

lim (y,, —y,x) = 0 paratodo z € S.
n—-oo
Es decir, lim ¢, = ¢ © lim (Y, z) = (Y, z), paratodo z € §.
n—->0oo n—->0oo

Ejemplo 2.3.4.1

Sean las sucesiones de funciones

n '|t|<1
fn(t)=[z' . n}
0, siltj>1/n

& i

r2

-1 =142 -173 O 153 i 1 L

T

Figura 4 Sucesion de funciones

Y sus respectivos funcionales asociados. Uno de los funcionales actua

“_"

sobre cualquier funcion “z”, y usando el teorema de valor medio se tiene
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1/n

(f,,z) = jn(t)dt— t 1<t<1
wZ) = 2z =z(t) , = =
-1/n

Entonces,
lim (f, 2) = 2(0) = (5,2)
Por tanto, en términos de distribuciones
im =
Definicién 2.3.4.2. Distribucién temperada par e impar
Una distribucion temperada ¢ es par si
W, z(8)) = (P, z(-1))
una distribucion temperada ) es impar si
W, z(t)) = =, z(-t))
Ejemplo 2.3.4.2
Sea z(t) € S, arbitraria. Se define y(t) = z(—t)
1. Afirmacion: § es una distribucion temperada par. En efecto,
(6,2(=t)) = (6,y(1)) = y(0) = z(0) = (8, z(1))
2.Afirmacion: 8’ es una distribucion temperada impar. En efecto,
(6", z(—1)) = (8", ¥ () = —(8,y" (1)) = =y (0) = z'(0) = —(6, (1))

como y(t) =z(—t) = y'(t) = —z'(-t).

21



Notacion 2.3.4.1.
Se generaliza la notacion de la definicion de funcional asociada a

una funcion para distribuciones que no provienen de funciones

[oe)

(W, z) = f WOz(D)dt

Observacion 2.3.4.1.

Si 1 es par, se tiene
(W, z(-t)) = fl/)(t)Z(—t)dt
Por cambio de variable
= foow(—t)Z(t)dt= jolli(t)Z(t)dt
Asi mismo, si ¥ es impar:
f¢(—t)2(—t)dt= - fl/)(t)Z(t)dt

Notacion 2.3.4.2.
Distribucion temperada par: §(t) = ¢(—t)

Distribucion temperada impar: (t) = —(—t)
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Observacion 2.3.4.1.

Estas notaciones de distribucién temperadas similares a funciones
también se utilizan para delta. Asi, algunas de las propiedades de
distribucion temperada toman la forma:

1.(80,2) = [ 8(©)z(t)dt = z(0)

2. (8p,2) = [_8p(z(Hdt = [~ 8(t—b)z(t)dt =z(b)

3.46,1) =" _8(Hdt=1

4. 5(t) = 6(—t), Sespar

5.68'(t) = —8'(—t), &' esimpar

6.8'(t—b)=-6'(b—1t)

2.3.5. Producto de distribuciones temperadas

Definiciéon 2.3.5.1. Producto de dos distribuciones temperadas

Sean g, h continuas y diferenciables, en tramos con discontinuidades
y de lento crecimiento. Sean también g, h sus distribuciones temperadas
asociadas. Entonces el producto de g, h se define como

(gh,z)=(h,gz) paratodo z€ S
Definicién 2.3.5.2. Multiplicacion de una distribuciéon temperada por un
polinomio

Sea q(t) un polinomio y sea g(t) € §' su funcional asociado. Sea
también, { € §'. Entonces g es definido como (g, z) = (, gz) para todo

Z€E S.
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2.3.6. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier Joseph

Definicion 2.3.6.1. Transformada de Fourier de un funcional a una
funcion del espacio Schwartz Laurent

Sea h € §' el funcional asociado a h € S. Entonces la transformada
de Fourier
&{h} € S’ se define como F{h, &} = Fh, &} .
Definicion 2.3.6.2. Transformada de Fourier de una distribucion
temperada

Sea y € §'. Entonces la TF de una distribucion temperada g{y} se
define como

(T}, 2) = (P, §{z}) paratodo z € S.

Definicion 2.3.6.3. Transformada inversa de Fourier en distribuciones
temperadas

La transformada inversa de Fourier de una distribucién temperada

Y € §' se define como

(F Y}, z) = (Y, F '{z}) paratodo z€S.
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CAPITULO I

METODO

3.1. Enfoque
metodolégico

En la elaboracién del informe de tesis se empled el
método de ldégica inductiva y deductiva para la
expresion generalizada de la TF en distribuciones
temperadas. Con el método deductivo se demostro las
condiciones necesarias y suficientes de la teoria de las
distribuciones temperadas y con el método inductivo se
ha verificado utilizando ejemplos conocidos de la TF.
Asimismo, como modelo para contrastar y verificar los
resultados se utilizo el trabajo de Carleman, Beurling y
Bochner, los cuales son muy cercanos a las
distribuciones de Schwartz Laurent.

3.2.
Procedimiento
del método
deductivo

a) Revision bibliografica

Constaba de libros, tesis y articulos sobre los
resultados del analisis funcional y de las ecuaciones
diferenciales parciales. Se ha elegido un conjunto de
propuestas sobre las TF en distribuciones temperadas
para luego ser planteadas en busca de una solucién.

b) Analogia
Las proposiciones y definiciones de la teoria de la TF
se han examinado con las distribuciones temperadas.

c) Deduccién
Se han fijado reglas deductivas y la definicion de
distribucion. Para inferir las distribuciones temperadas.

d) Generalizacién

Las proposiciones y teoremas de la TF se han
generalizado basandose en las reglas légicas para
deduccién de distribuciones temperadas.
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CAPITULO IV
RESULTADOS

4.1. Distribuciones temperadas

Proposicion 4.1.1. Si (§,z) = z(0), paratodoz € § entonces & pertenece
al conjunto de distribuciones temperadas.
Prueba
Seap,p, EC y z,weS.
Afirmacioén: § es una funcional lineal en S. En efecto,
En efecto,

(8, 1z + Pow) = B12(0) + Bw(0)

= P1(6,2z) + (6, w)
Sea {z,(t)} una sucesién de funciones fuertemente convergentes a z(t),
es decir,
z,(t) = z(b), n— oo
Se considera el limite
lim(8,2,) = lim z,(0) = z(0) = (§,2)

De acuerdo a lo anterior, se debe § € §’
Proposicion 4.1.2. Si (6,,z) = z(b), paratodoz € § entonces oy
pertenece al conjunto de distribuciones temperadas.
Prueba
Seap,p, EC y z,weS.
Afirmacioén: §, es una funcional en §. En efecto,
(6,12 + Bow) = B1z(b) + Bw(b)

= B1(8p, z) + B2(6p, W)

Sean {z,,(t)} una sucesion de funciones fuertemente convergentes a z(t),

es decir,
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zy(t) > z(t), n-ooo
Considere el limite

lim <5b;Zn> = lim Zn(b) = Z(b) = (ab,Z)
n—-oo n—-oo

De acuerdo a lo anterior, se debe 6, € §’
Proposicion 4.1.3. Si (§',z) = —7'(0), paratodoz € § entonces &
pertenece al conjunto de distribuciones temperadas.

Prueba

Por Linealidad,

(8", 1z + Bow) = B12'(0) — Bow'(0)
= P18, 2) + Po(8", W)
Sean {z(t)} una sucesioén de funciones fuertemente convergentes a z(t),

es decir, z,(t) » z(t), n—> o
Se considera el limite
lim (8',,) = = lim 7},(0) = =2(0) = (8',2)
Por lo tanto, se tiene que §' € §'
Proposicién 4.1.4. (y,z) = [, z(t)dt, dondez€ S
Prueba

Por linealidad se tiene

(U, Buz + ow) = f [Brz(t) + Bow(D)]dt

o)

=P ] z(D)dt + B, f_ O;W(t)dt

—00

= lgl(lpiz> + BZ(UJ; W)
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Sea lim z, =z(t) , entonces
n—-oo
lim (Y, z,) = limf z,(t)dt
n—-»>oo n—>oo —00

= [ imz@de= [ 20dc= .

Luego, Yy €S’

Proposicion 4.1.5. El funcional asociado g pertenece al conjunto de
distribuciones temperadas sobre §.

Prueba

Afirmacién: g es una funcional lineal. En efecto,

[oe)

(8 Buz + Bow) = f g0 (Bz(D) + Bw(D)dt

—00

e}

~ 8, j g(Dz(Ddt + B, f g(Ow(Ddt

—00

= P1(g z) + B2(g W)

Entonces, g es un funcional lineal.

Por otro lado, sea
lim z,(t) = z(¢t).
n—-»>oo

Entonces,

G20 — 2)] = dt s] 19O 2a() — 2(0)]dt

j 9(O[2a(6) — 2(8)
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Como g(t) es de crecimiento lento se tiene
g ,z,—2)| < ffoooB(l + t2)™ |z, (t) — z(t)|dt, para algunos B,m € N

Por la definicion 2.3.2.6., se tiene

lim t4 [z,(l”)(t) - z(V)(t)] =0, paratodoy,q €N
En particular,

%il?o(l + t2)m*t1[z,(t) — z(t)] = 0 paratodot > 0,
Lo cual significa que paraun € > 0 se tiene,

A+ t)™ z, (D) —2z(D] <€

Entonces, existe un N tal que

G )z — 2)] s] B(1 + t2)m dt wn>N

&
(1 + t2)m+1

O, equivalentemente, se tiene

e

dt = Bem

G2z — 2) SBef

w1+ t?
Aplicando limites,
lim (g, 2, = 2)| = (g,2)
Por lo tanto,
ges
Proposicion 4.1.6. Sean g,h € § seccionalmente continuas y de lento
crecimiento. Sean también g, h distribuciones temperadas.Sig=h = g =

h.
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Prueba
Sea z € § arbitrario,
g=h=(g.2)=(h2)

Por el absurdo, supongamos g # h en un punto, por ejemplo g(t,) > h(t,).
Por continuidad de g(t) y h(t) se tiene que g(t) > h(t) en una vecindad
(a,b) alrededor de t,. Sit; fuera un punto de discontinuidad de goh, no
hay problema, siempre se puede recorrer t; en un intervalo cercano.
Considere una funcion de prueba z(t) tal que z(t) >0. Sia<t<b y

z(t) =0 sit ¢ (a,b), entonces

%) b
j [9(6) — R(D)]z(D)dt = f [9(6) — h(D)]z(6)de % 0

Es decir,

[oe)

f mg(t)Z(t)dt + f h(t)z(t)dt

Entonces (g,z) # (h,z) = g # h , contradice la hipotesis. Por lo tanto,
g =nh.
4.1.1. Derivada de una distribucién Temperada
Proposicion 4.1.1.1. La derivada de la distribucion (' pertenece al

conjunto de distribuciones temperadas §'.
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Prueba
Se examina la derivada funcional sobre una combinacién lineal de
funciones
W', 1z + Bow) = =, 12" + Bow')
= =P, 2") — Bo{h, W')
= B (', 2) + B (', w)
se cumple la linealidad.

Por otro lado,

lim z,(t) =z(t),

Entonces,
lim (', z) = = lim (1, 7'»)
=—,z') = ({¥',z)
Por lo tanto,
Y es’

Ejemplo 4.1.1.1. (Funcion escalén de Heaviside)

Se considera la funcién

h:R%{O,l,l}
2
1, t>0
teh(t)zHSTgn(t)= % t=0
0, t<0
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h{t)

Figura 5 Funcion escalon

Se considera el funcional asociado con h, definido por

(hz) = f C hOz(0)de

= f z(t)dt, paratodoz €S
Se evalua la derivada
(h',z) = —(h,z') = —j Z'(t)dt, paratodoz €S

=—z(D]g
= —(z(0) = 2(0))
= z(0)

=(6,2)
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Por lo tanto,

Proposicién 4.1.1.2. En las distribuciones la diferenciacion es lineal, es
decir,
(B1d + B2} = B1d’ + By’
Prueba
((B1d + B0, z) = —(B1d" + B2, z') paratodo z € S
= —P(®, 2"y — oW, 2')
= B, 2) + Bo (Y, 2)

Proposicion 4.1.1.3. Si f tiene discontinuidades de saltos finito de tamafio

pent=a y f escontinuafuerade a, entonces

f, = d_f + paa
Prueba

Sea f(t) una funcién diferenciable, con una Unica discontinuidad en
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f(t)

Figura 6 Funcion discontinua con saltos

Sea p = f(a%) — f(a™). Por hipétesis se tiene la existencia de la derivada
f' parat # a. Se denota la diferencial df enlugarde f'.Parat=a, df no
existe. Tomando en cuenta el funcional f asociado con f y tome su

derivada f'. Para todo z € S se tiene

(f,z) = —(f,z') = —f f(Oz'(t)dt — f+f(t)z'(t)dt

= —f(O)z(0)]% +f df Dz(®)dt — fF(Oz(O)]+ + f+df(t)2(t)dt

o) a

= [f(a*) - f(a7)]z(a) + (df, z)
= (df,z) + pz(a) = (df, z) + p(5a, 2)
= <d—f + pda, z)

Entonces, en el espacio de distribuciones temperadas, se cumple

f’=d—f+p6a
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4.1.2. Sucesidn de distribuciones temperadas
Proposicion 4.1.2.1.
Sean h(t) una funciéon no necesariamente simétrica y continua por

tramos tal que

j_o:oh(t)dt =1y f:lh(t)ldt <,

Sea la sucesion

gn(t) = nh(nt)

Entonces,
lim g, (t) =46
n—00

Prueba

Se toma la distribucion temperada asociada con g, y z una funcion

arbitraria

(n, 2) = nfooh(nt)z(t)dt

Realizando un cambio de variable: v = nt - dv = ndt

(G 2) = f ) h(v)z(%) dv

—00

Sea max[|z(t)|] < k, parat € (—o, ), entonces

joo h(v)z (%) dv

< j_o:olh(v)l |Z (§)| dv < kj_o:olh(v)ldv < oo,
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Existe convergencia uniforme y podemos relacionar el limite de la integral

lim (g, z) = lim f: h(v)z (g) dv = f: h(v) lim z (3) dv

n—oo n

= z(O)f h(v)dv = z(0)
Entonces,
limg,=6
n—-o0o

Ejemplo 4.1.2.1

Sea h(t) = %Ee‘tz, de modo que ffooo h(t)dt =1
s _ l —n2t2
Ocurre la sucesiéon g, (t) = =€

2 fr(t)

Figura 7 Sucesion de funciones f,(t)

Por la proposicién 4.1.2.1. se tiene

36



. n 2¢2
lim —e™ "% = §(t)
n—oo T[

Ejemplo 4.1.2.2

Sea h(t) = %Se:t de modo que [~ h(t)dt=1

n sen nt

Ocurre la sucesion; f,(t) = ——

fr(t)

2.5

Figura 8 Sucesion de funciones f, (t)

Por la proposicion 4.1.2.1., se tiene
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Ejemplo 4.1.2.3
0, si|t] >1
Sea h(t) =3 t+1, si—1<t
—t+1, si0<t<1
Ocurre la sucesion:
0, si |t]| >1/n
1
fu(t) = nh(nt) =< n%t+n, si ——<t<0
-—nt+n, si0<t<1l/n

} frit)

Jhr:

s w2 1t

Figura 9 Sucesion de funciones f, (t)

Por la proposicién 4.1.2.1. se tiene ,

lim f,=6

n—-oo

Ejemplo 4.1.2.4

Sea h(t) = 11

T1+t2

Ocurre la sucesion:
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1 n 1 1

fa(t) = ;1 + (nt)? = E(iz + tz)
n

Entonces, con p = ! y la proposicion 4.1.2.1., se tiene,

n

) pP
lim —————=2§
b0 mw(p? + £)2

Proposicion 4.1.2.2. Si en las sucesiones de distribuciones temperadas se

cumple que 1in(1){1/;n} = 1) entonces en la sucesiones de derivadas de
p—
distribuciones temperadas se cumple que lirr(l){l,b’n} =)'
p—

Prueba
Tenemos que

W' z) =—@,2)
Por hipotesis  y,, = y. Entonces, por definicion de derivada de una
distribucion temperada se tiene

—(,z") = (Y, z) para todo z.

Luego,

lim (Y, 2) = (@', 2)
Por lo tanto,

lim ¢/ = ¢/

Proposicion 4.1.2.3.

Cualquier serie convergente de sucesiones de distribuciones

temperadas se puede derivar término a término, en la suma.

39



Prueba

De hecho, suponiendo que la serie ),;=,; es convergente. Sea

Xpn = ?:0 Yr

Derivando se tiene

=0

Como x,, es convergente, se define

limx, = z Y =x
n—-o0o
=0
Por la proposicion 4.1.2.2 se tiene

x'= (lim xn) "= limx',

n—oo n—-0oo

Es decir,

Ejemplo 4.1.2.5.
El resultado de lim f, = 6§ = (lim fn) = lim ', = &, se puede ver
n—->oo n—0o n—->oo

en la siguiente sucesion

0, si [t]| >1/n
1
fn(t)ZJ n’t+n, si —E<t<0 l

\—n2¢ +n, si0<t< 1/n}
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friL}s

L]

1

s T, e . ] a w3 L2 1

Figura 10 Sucesion de funciones f, (1)

El limite: lim 7, (t) = 6
n—oo

Ahora su derivada:

0, si |t] >1/n
1
fn’(t):{ n?, si ——<t<0 l

k—nz, si0<t< 1/n}

A Fnct)

= a

R B 3

A

=

Figura 11 Derivada de sucesion de funciones f,, (t)

Por lo tanto  lim f',, = &'

n—-oo
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Ejemplo 4.1.2.6.

En el espacio de distribuciones temperadas, una serie trigonométrica
puede converger incluso cuando sus coeficientes ¢z crecen
polindmicamente, cuando k — oo , por ejemplo, los coeficientes de Joseph
Fourier.

Considerando los coeficientes c; tal que ¢; < M,|&|P1, con M, constante y

B, > 0 cuando [§| — . Precisamos la funcion

_ % inet
9(®) = EZ Qinnypz® P22 b
&+0

M,

e cuando

En general, esta sucesion esta limitada por una constante

|¢] = o observando que la serie converge uniformemente de modo que g
no solo esta bien especificada sino que también es continua.
Ahora considerando la distribucién asociada con g en la que g es

infinitamente diferenciable. En particular,

(00

GBD(p) = z coe2imst
{=—00
£#0
Esta serie existe como distribucion y no como funcién porque no

convergeria. Agregar un término con ¢ = 0 no afecta la convergencia de la

serie. Finalmente,
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(00

2imét
> e

f=—o0

es sumable en §'. Ademas, esta serie trigonométrica es una distribucion de
periodo 1, siendo la suma de ¢, y la derivada de la distribucion temperada
una funcion periodica y continua.

Proposicion 4.1.2.4.

1

§(Bt) = ]

5(t)

Prueba
Sea 8(Bt) con B # 0y z € § funcidn cualquier.
Ahora, considere el cambio de variable

v=_Lft ->dv=_pdt

Entonces,

o sgn(B)eo

v\ dv
[s@ozwa=sgn) [ sz ()F
-® —sgn(B)e
( vydv 1 Oo5(t)

= fa(v)z<ﬁ>m:mz(o) = Wz(t)dt

Por lo tanto,
6(Bt) = icS(t)
PO =1
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Proposicion 4.1.2.5.

Si g es una funcion continua, analitica y diferenciable, con ceros

simples en t; coni = 1,n, entonces

o1
5(9(0) = Z PTG

Prueba
Considere §(g(t)) con g:R—> Ry g € S, es decir, g es continua,

analitica y diferenciable.

Suponiendo que g tiene cerosent;, coni=1,n, g(t;) =0, Vi=1,n
Gg®).2 = [ slgenade

El soporte de §(g(t)) = {t;}{_1x -En la vecindad de estos puntos g puede
desarrollarse en una serie de Taylor
gt) = g(t) +g' )t —t) =g ({t)(t—t)

Luego,

C Ot —t)

5(9(0) = Za(g (W=t = ) To7
i=1 '
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4.1.3. Producto de distribuciones temperadas
Proposicion 4.1.3.1. Producto de dos distribuciones temperadas

gh=hg

Prueba

Por definicidon se tiene

e

(g.h,z)=(h,gz) = f g(OR®)z(t)dt

= (g, hz) = (h.g,2)

Por lo tanto,

gh=hg
Proposicion 4.1.3.2. Multiplicacion de una distribucién temperada por
un polinomio

Si g es un polinomio,

qé = q(0)é.

Prueba
(g6, z) = (6,q) = q(0)z(0) = (q(0)8, z)
En particular,
t6 = 0.

Proposicion 4.1.3.3. Multiplicacion de una distribucion temperada por

un polinomio

45



Si g es un polinomio entonces,

g6’ = q(0)8"' —q'(0)8

Prueba
(q6',z) = (&', qz) = —(q2)'(0) = —¢(0)2'(0) — q'(0)z(0)
=(q(0)6" — q'(0)8, z)
En particular,
8" = —6.
£28' =0

4.1.4. Distribuciones temperadas y ecuaciones diferenciales
ordinarias

Ejemplo 4.1.4.1. Se considera la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

dg
tE— 0

Sus soluciones son

(t) = {Ml = cte, t> 0}
I\ =M, =cte, t<0

donde M, = M,, se quiere que g sea funcion clasica, es decir, continua.
Pero, si admitimos distribuciones temperadas como soluciones, no es
necesario que M; = M, porque en el espacio de distribuciones temperadas,
“funciones” discontinuas son diferenciables. Se intenta dar una solucion del
tipo

g(@) = My + (M, — My)k(t),
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donde

k(t) _ 1+sgn(t)

Entonces,
tg'(t) = (M, — MDk(t)' = (M, — M )E = 0
Es decir,
g es solucién de la ecuacion diferencial ordinaria.
Proposicion 4.1.4.1.
Sea q(t) un polinomio y g(t) € §’, su funcional asociado. Sean
también,
yes y Y eSs'. Entonces,
@) =q +qv'
Prueba
Se sabe que
(@), z) = —(qy,z") = =¥, qZ")
Por otro lado,
(@Y +q',z) =(q',z) +(qy’, 2)
=, q'z) + (¥', qz)
=, q'z) — (¥, (q2))
= —(¥,qz')
Al comparar, se tiene

@)’ = +qy
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4.2. Distribuciones temperadas y transformadas de Fourier

Proposicion 4.2.1. Transformada de Fourier de un funcional
(&9}, 2) = (3, §{z})

Prueba

Sea z € § arbitrario, Entonces,

&g}, 2) = j d€ §g, E)2(9)

o8] (o]

= fd fdtL t)elét
—_oo f_m mg( et z(§)

= [ arg®)— [ dez@ye
—0 m—oo

- [ dtg@stn

= (g, 3{z})
Proposicion 4.2.2.Transformada de Fourier de una distribucion
temperada
Y € §' es una distribucion temperada = {y} € §' es una

distribucion temperada.
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Prueba
Sean B8, €C y zw € S. Entonces
a) Linealidad
(W}, B1z + Bow) = (P, F{B1z + Bow})
= B1(h, Fz}) + B2(h, F{w})
= P&} 2) + B(F{W}, w)

b) Convergencia

Si limz, =z
n—-oo

Entonces,

rlll—l;go(g'{w}’ Zn — Z) = Al_l;{)lohpf g{zn - Z})

Puestoque p €§’ vy Tlli_{r.}oi}{zn —-2z}=0,
lim (F (), 2, — 2) = lim (Y, §{z2 — 2})

=, lim F{z, — z})
1 [ .
— R I _ iét
(lp: mrlll_l;go _L [Zn(t) Z(t)]e dt)

1

= S i — it
W, m[o lim [2,(6) = 2()]e o)

= (0, {lim (2, — D}

= (Y}, lim (2 = 2))
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Por lo tanto,

Fyres’
Ejemplo 4.2.1. Transformada de Fourier de la Delta de Dirac §

Sea z € § arbitrario. Entonces,

(F{63, z) = (6, F{z})

=(6,\/%_n J-e"gtz(t)dt)

f°° z(t)dt

] -
A

z(t)dt

g

5] -
A

I
Sl
3

Por lo tanto,

Ti6} =

sl

Ejemplo 4.2.2. Transformada de Fourier de la Derivada de delta &’

Sea z € § arbitrario. Entonces

(F{6'}, z) = (&', B{z})

(5’\/_] e¥tz(t)dt)
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al1 ¢ .
= ——|— [ e¥tz(t)dt|]|:=
ds[mi (® ]|§_0

o)

1
V27T_

z(t)e®tdt|g_o dt

e

1
=——— | z(t)itdt

\/27‘[_

—it
= (_,Z)

V2r

Por lo tanto

—it

~\
—/

§{o'} =

N

Proposicion4.2.3. Transformada inversa de Fourier de
distribucién temperada

Y € §' es una distribucion temperada = ¥ H{y} = F'EF Y} =y

Prueba
(ST Y} 2) = F Y}, &z))
= (1, F'&{z})
= (Y, z)
Por lo tanto,
I Yt =9
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Proposicion4.2.4. Transformada inversa de Fourier de distribucion

temperada par

Y € §' es una distribucion temperada par = ¥y} = F 1 {y}.
Prueba

Sea z € § arbitrario, entonces,

(F Yl 2) = W, F Hzd)

1 ‘ .
= P — —igt
(W, oL _L e”Stz(t)dt)

Siendo Y una distribucion temperada par, se puede cambiar [ por —I,
G o = [ es0ar
) lm_oo

= (¥, §{z})
= (3{y}, 2)
Por lo tanto
I} =3}
Proposicion 4.2.5. Derivada de una transformada de Fourier
Yes > FYN® =Gy} e s
Prueba

Sea z € § arbitrario. Entonces

(FYh™,2) = (—1)&Fy} z™)
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= (D™, F{z™})
= (D™, (—it)"F{z})
= ()™, F{z})
= (F{(™P}, 2)
Por lo tanto
FH™ = F "y} e s’
Ejemplo 4.2.3
Si g es una funcion que crece lentamente, entonces F{g}, no es

necesariamente una funcién. Por ejemplo, g(t) = 1 crece lentamente, pero

{1} = V216 no es una funcion.

Ejemplo 4.2.4

En general, las funciones 1,t,t? .. no tienen transformada de

Fourier (no se puede calcular ffooolg| ). Sin embargo, si 1,%,t2,.., si lo
tienen, es decir

FH™} = FIH™ = Vars®
Se ha ampliado el espacio de funciones con transformada de Fourier.

Ejemplo 4.2.5. Sea la distribucion §, tal que (6, z(t)) = z(b). Entonces

C&{cos(bt)} = \E(&, +6_p)
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g{sen(bt)} = —i\/g (6, — 6_p)

Solucién
(F{0p}, 2) = (6p, &{z,E3)
= (61,,\/%J_O:oz(t)e"<’tdt)
= \/%f::z(t)eibtdt = leb_; ,Z)
es decir,
o bt
&0} = N
Sustituyendo b por —b
o} = i/_zl—:
Luego,
S5, + 64} = 2 cos(bt)
V2m
&6y —6-p} = 21 sen(bt)
V2
Por tanto,

F{cos(bt)} = \E (8p + 6_p) = F {cos(bD)} (4.1)

F{sen(at)} = —i\/g (8, — 6-4) = § {sen(at)} (4.2)
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donde, §, + 6_, es una distribucién temperada par,y 6, —5_, es una

distribucion temperada impar.
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CAPIiTULO V
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Uno de los fines de esta tesis fue establecer que cualquier funcién
de crecimiento lento esta asociada con una distribucion temperada en el
espacio vectorial de Schwartz Laurent. Para su demostracion se utilizo el
concepto de funcion polindmica de crecimiento lento, asi como la definicion
del funcional asociado a la funcién de crecimiento lento, seccionalmente
continua y discontinua por tramos, luego se comprob6 que el funcional
actua sobre una combinacion lineal de funciones y que dicha funcional es
continua en la direccion de la convergencia fuerte. Este resultado coincide
con los obtenidos en este campo de las distribuciones temperadas por otros
matematicos como Rogan y Munoz, 2009, Bhattacharyya, 2012,
Duistermaat y Kolk, 2010, Schwartz, 1998, Golse, 2013 y Wilde, 2012.

Para establecer que cada derivada de una distribucidon esta asociada
a una distribucion temperada sobre el espacio vectorial de Schwartz, en su
demostracién se define la derivada de la distribucién temperada. Luego se
verifica que la derivada de la funcional actua sobre una combinacién lineal
de funciones y que las derivadas de una secuencia de funciones convergen
fuertemente hacia una funcion en el espacio de Schwartz.

Para establecer si una distribucion temperada implica que la transformada

de Fourier de dicha distribucion esté asociada a una distribucion temperada
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en el espacio vectorial de Schwartz, en su demostracion se define la
transformada de Fourier de un funcional en el espacio de distribuciones
temperadas y también se define la transformada de Fourier de una
distribucion, luego se verifico la linealidad de la transformada de Fourier de
una distribucién temperada y la convergencia uniforme de la transformada
de una sucesién de funciones.

Segun los resultados del ejemplo 4.2.5, en los campos de la fisica

se encontro los resultados (4.1) y (4.2) en la forma:

F{cos(wyt) ,w} = \/g [6(w —wp) + (W + wy)]

Fi{sen(wyt),w} = i\/g [6(w —wp) — (W + wy)]

Es decir, al trazar el espectro de frecuencias de cos(wyt), se tendria

dos picos en +w, y en el caso de sen(w,t) el pico en —w, seria negativo.
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CAPITULO VI
CONCLUSIONES

Primera. En la proposicion 4.1.5. se establece que cada funcional
asociado a una funcion pertenece al conjunto de las distribuciones

temperadas sobre el espacio vectorial de Laurent Schwartz.

Segunda. Cada derivada de una distribucién temperada pertenece
al conjunto de las distribuciones temperadas sobre el espacio vectorial de

Laurent Schwartz.

Tercera. Si una distribucidn pertenece al conjunto de las
distribuciones temperadas entonces su transformada de Joseph Fourier de
la distribucién temperada también pertenece al conjunto de las

distribuciones temperadas.
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CAPITULO VII

RECOMENDACIONES

Primera. Resultaria de gran interés analizar la convolucion en el
espacio de distribuciones temperadas sobre el espacio vectorial de Laurent
Schwartz.

Segunda. resultaria de gran interés analizar la transformacion de
Laplace en el espacio de distribuciones temperadas sobre el espacio

vectorial de Laurent Schwartz.
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ANEXOS

Delta de Dirac

Proposicion
j 6(2)dz=1

Prueba

Sea una sucesion de funciones que tiende a §, cuando m — o
1/2

6(z) = lim g~mz* (%)

n—-oo

Integrando,
1/2

f_ Z&(z)dz = f: e~z (ﬂ) dz

T
m 172 0 ©
=(—) ! f e ™ dz + j e‘mzzdz]
T o 0

donde,

f_OOO e ™Mz’ dz = fooo e"™z"dz (funcion par)

~2(2)"|[Temae]

Ahora, un cambio de variable

Y, la diferencial
2mzdz = 2édé

62
2 Z—szz = 2&d¢
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dz =z—

Reemplazando,

” —ié p— g
.[_of(z)dz_\/EZ.[O e A 3

Distribucién Escalar
Proposicion
(8,y) = ¢¥(0) para todo y € D(R™)
Prueba
Por definicion,

(8,1) = f 52y (2)dz

Integrando por partes,
Y(z)=u - Y'(z)dz=du

6(2)dz=dv - j&(z)dz=]dv »1l=vw
(8,1) = P(2)| %0 — f V' (2)dz
= () — P(~o0) — f V' (2)dz

=0—-0-— lf_(;lp’(z)dz + J:otp’(z)dzl

6(z) existe cuando z = 0
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= — foml/)'(z)dz

= —9Y(2)| %
= —(¥ () = ¥(0))
Ya que, Y(+w) =0, se tiene
(6,9) =v(0)
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