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RESUMEN

El objetivo de esta tesis es derivar un criterio de estabilidad y estabilidad

asintética para el sistema auténomo no lineal

X = f(X),

sin la necesidad de obtener una solucién explicita del sistema, lo cual podria ser
complejo o incluso inviable. Para tal fin, se emplearon los enfoques inductivo y
deductivo con el propdsito de establecer un criterio de estabilidad basado en las
condiciones de una funcién conocida como funcién de Liapunov, aplicada a un

punto de equilibrio o critico del sistema no lineal.

El principal resultado de esta investigacion consiste en una generalizacion cuan-
titativa de la estabilidad de los puntos criticos, fundamentada en funciones espe-
ciales que amplian el concepto de energia. Esta generalizacion establece que, si un
estado critico de un sistema dinamico en espacios de estado se encuentra cercano
a otro estado critico, el sistema exhibe una tendencia decreciente, lo que implica
que el equilibrio es estable. La funcién propuesta es diferenciable en una vecindad
del punto critico, se anula en dicho punto y toma valores positivos fuera de él.
Ademas, la derivada de esta funciéon decrece en las proximidades del punto de

equilibrio.

Desde la perspectiva de la estabilidad, este enfoque respalda la continuacion
de investigaciones aplicadas a sistemas autéonomos en diversos campos, tales como
la ecologia (por ejemplo, en modelos depredador-presa), el principio de invarianza
de La Salle, los estudios sobre la estabilidad de Mittag-Leffler y el método directo

de Liapunov aplicado a sistemas fraccionarios.

Palabras clave: Funcién de Liapunov, minimo local estricto, oscilador armonico,
estabilidad de circuito R Ly Cy.
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ABSTRACT

The objective of this thesis is to derive a stability and asymptotic stability

criterion for the nonlinear autonomous system

X = f(X),

without the need to obtain an explicit solution for the system, which could be
complex or even unfeasible. To this end, inductive and deductive approaches were
employed to establish a stability criterion based on the conditions of a function
known as the Liapunov function, applied to an equilibrium or critical point of the

nonlinear system.

The main result of this research consists of a quantitative generalization of
the stability of critical points, based on special functions that extend the concept
of energy. This generalization establishes that if a critical state of a dynamical
system in state spaces is close to another critical state, the system exhibits a de-
creasing tendency, implying that the equilibrium is stable. The proposed function
is differentiable in a neighborhood of the critical point, vanishes at that point, and
takes on positive values outside of it. Furthermore, the derivative of this function

decreases in the vicinity of the equilibrium point.

From a stability perspective, this approach supports continued applied research
on autonomous systems in various fields, such as ecology (e.g., predator-prey mo-
dels), the La Salle invariance principle, Mittag-Leffler stability studies, and the

direct Liapunov method applied to fractional systems.

Keywords: Liapunov function, strict local minimum, harmonic oscillator, R Ly Cj

circuit stability
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INTRODUCCION

Uno de los objetivos principales de esta tesis es desarrollar un criterio para
evaluar la estabilidad y estabilidad asintética de los puntos de equilibrio o criticos
en sistemas autonomos, tanto lineales como no lineales, sin recurrir a la resolucion

explicita del sistema.

La estabilidad de un sistema no lineal esta relacionada con el comportamiento
de las soluciones de sus ecuaciones diferenciales en torno a una solucién fija. En
particular, se investiga si las soluciones iniciales cercanas a esta solucion fija per-
manecen proximas a medida que transcurre el tiempo. En el caso especifico de un
punto critico, que corresponde a una solucién estacionaria, surge la pregunta de si
las soluciones que se originan en condiciones iniciales cercanas a dicho equilibrio
continian estando cerca de él conforme evoluciona el sistema. Este fenomeno se
denomina estabilidad asintética, y se caracteriza por la tendencia de las soluciones

a converger hacia el punto de equilibrio a medida que el tiempo tiende al infinito.

La propuesta de Liapunov consistié en introducir funciones que pudieran ga-
rantizar la estabilidad del sistema a través de condiciones sobre la derivada de la
funcién a lo largo de las trayectorias del campo vectorial que describe la ecuacién
diferencial correspondiente. Esta idea fue formalizada en una serie de proposicio-
nes y en su resultado principal. Los resultados obtenidos por Liapunov coinciden
con los desarrollados por otros matematicos destacados en el area, tales como

Hirsch, Kreider, Sotomayor y el propio Liapunov.

La propuesta de Liapunov consistio en la introduccion de funciones que permi-
tieran garantizar la estabilidad de un sistema no lineal mediante condiciones sobre
la derivada de la funcion a lo largo de las trayectorias del campo vectorial asociado
a la ecuacién diferencial correspondiente. Esta idea fue formalizada a través de
una serie de proposiciones y en su resultado principal, conocido como el criterio
de estabilidad de Liapunov. Los resultados obtenidos por Liapunov coinciden y
complementan los desarrollos realizados por otros matematicos prominentes en el

area, tales como Hirsch, Kreider y Sotomayor.

Esta investigaciéon se organiza en cinco capitulos, los cuales se describen a con-

tinuacion:



Capitulo 1: Planteamiento del estudio. En este capitulo se formula el problema
de investigacién, se presentan los objetivos generales y especificos, y se expone
la importancia y justificacion del estudio. Ademas, se definen las variables y las

hipotesis que guiaran el desarrollo de la investigacién.

Capitulo 2: Preliminares. En este capitulo se exponen los antecedentes relevan-
tes de la investigacion, asi como los conceptos fundamentales relacionados con
sistemas homogéneos, sistemas lineales de coeficientes constantes y la estabilidad

de sistemas auténomos lineales.

Capitulo 3: Estabilidad de sistemas auténomos no lineales. Este capitulo aborda
la estabilidad de sistemas auténomos no lineales, incluyendo el criterio de estabili-
dad de Liapunov y el andlisis de campos de fuerza conservativos, proporcionando

una base tedrica para el andlisis de dichos sistemas.

Capitulo 4: Resultados. En este capitulo se presentan los resultados obtenidos a
partir de los antecedentes y conceptos tratados en los capitulos anteriores. Estos

resultados estan alineados con los objetivos establecidos en la investigacion.

Capitulo 5: Discusion. Comparacién con investigaciones previas. En este capitulo
se realiza una comparacién de los resultados obtenidos con los principales antece-
dentes de investigaciones previas, analizando las similitudes y diferencias encon-

tradas.

Finalmente, se incluyen las conclusiones y recomendaciones derivadas del estudio,

con énfasis en sus implicaciones y posibles aplicaciones futuras.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL ESTUDIO

1.1. Descripcion de la realidad problematica

Un sistema autéonomo no lineal y sus aplicaciones a los fendémenos fisicos se

representan por un modelo matematico de la forma siguiente:

X f(x)

donde f:V — R"™ es una aplicacién de clase C' en un conjunto abierto V' C R™.

El andlisis de este sistema autonomo se limita al estudio de la existencia, uni-
cidad, continuidad y estabilidad de las soluciones. El problema central en la teoria
de estabilidad consiste en determinar las condiciones bajo las cuales una solucién
del sistema auténomo, originada cerca de un punto critico, se mantiene proxima
a dicho punto a medida que evoluciona el tiempo. En este caso, decimos que el
punto critico es estable. Si, ademds, existe la posibilidad de que las soluciones
cercanas al punto critico tiendan a converger hacia él a medida que el tiempo
avanza, el punto critico se considera asintoticamente estable. Este tipo de estabi-
lidad puede analizarse a través de los valores propios de la parte linealizada del
sistema, es decir, la derivada del campo vectorial evaluada en el punto critico. Sin
embargo, hasta el momento, no contamos con un método general para determinar
la estabilidad de un sistema sin conocer todas sus soluciones, lo cual puede ser

extremadamente complejo o incluso inviable en muchos casos.

La idea de introducir funciones que garanticen la estabilidad de un sistema
auténomo surge a partir de la bisqueda y construccion de las funciones de Lia-
punov. Estas funciones se fundamentan en las condiciones impuestas sobre la
derivada de la funcién a lo largo de las 6rbitas del campo vectorial que describe la
ecuacion diferencial autonoma. Sin embargo, en la mayoria de los casos, la tarea
de encontrar tales funciones no es sencilla. A pesar de las dificultades, en muchas
situaciones es posible intentar identificar funciones que satisfagan las condiciones

de un criterio de estabilidad. De este modo, es factible estudiar la estabilidad de



los puntos criticos en un sistema auténomo no lineal.

La posible soluciéon al problema planteado consiste en definir un criterio de
estabilidad que se establece a partir de funciones especiales, las cuales generalizan
la nocion de energia en el sistema. En este contexto, si el sistema tiende hacia un
estado critico, la energia debe disminuir a lo largo de la evolucion de la solucién.

En consecuencia, si esta condicién se cumple, el punto critico se considera estable.

1.2. Definicion del problema de Investigacién

1.2.1. Problema General

. Bajo qué condiciones es posible establecer un criterio de estabilidad y esta-

bilidad asintética de puntos de equilibrio en los sistemas autonomos?

1.2.2. Problema Especificos

a. ;Bajo qué condiciones es posible establecer un criterio de estabilidad y esta-
bilidad asintética de puntos de equilibrio en los sistemas auténomos lineales

y no lineales?

b. ;Coémo aplicar estas condiciones de estabilidad a situaciones especificas como
el movimiento de oscilaciones forzadas de un péndulo, circuitos eléctricos
simples y a un campo de fuerzas conservativos representado por sistemas

autéonomos?

1.3. Objetivo de la investigacion
1.3.1. Objetivo general
Establecer un criterio de estabilidad y estabilidad asintética de puntos de equi-
librio en los sistemas auténomos.
1.3.2. Objetivos especificos

a. Establecer un criterio de estabilidad y estabilidad asintotica de puntos de

equilibrio en los sistemas auténomos lineales y no lineales.



b. Aplicar dichas condiciones de estabilidad a situaciones concretas como el mo-
vimiento de oscilaciones forzadas de un péndulo, circuitos eléctricos simples

y a un campo de fuerzas conservativos representado por sistemas auténomos.

1.4. Justificacion e importancia de la investigacién

La investigacion titulada “ Criterio de Estabilidad y Estabilidad Asintética en
Puntos de Equilibrio en Sistemas Auténomos No Lineales y sus Aplicaciones”0 se
justifica por la necesidad y relevancia de entender la estabilidad de los sistemas
dindmicos no lineales, particularmente en los sistemas auténomos, donde el com-
portamiento de un sistema es crucial para su diseno y control en diversas areas
de la ciencia e ingenieria. Los sistemas auténomos son aquellos en los que el com-
portamiento de un sistema estda determinado solo por sus condiciones iniciales y
no depende explicitamente del tiempo. La capacidad de analizar la estabilidad de
estos sistemas es fundamental para predecir y controlar el comportamiento a largo

plazo de procesos dinamicos.

Uno de los enfoques clave para analizar la estabilidad es la utilizacién de fun-
ciones de Liapunov, que sirven como una herramienta poderosa para establecer
la estabilidad de los puntos criticos de los sistemas. Sin embargo, encontrar o
construir dichas funciones no es tarea sencilla, lo que representa un desafio técni-
co y tedrico importante en la teoria de sistemas dindmicos. La existencia de una
funcién de Liapunov adecuada implica que el sistema es estable (o asintéticamen-
te estable) en un punto critico determinado. Esta propiedad se convierte en un
criterio clave en el andlisis de sistemas no lineales, ya que permite prever el com-
portamiento del sistema sin la necesidad de resolver explicitamente las ecuaciones

diferenciales que lo describen.

La investigacion cobra especial relevancia en aplicaciones practicas. Por ejem-
plo, el estudio de la estabilidad es esencial en el modelado y anédlisis de sistemas
ecoldgicos, como el modelo de presa y depredador, que describe las interaccio-
nes entre dos especies en un ecosistema. También es fundamental en la teoria
de control moderno, especialmente en la regulacién de maquinas eléctricas y la
estabilizacion de sistemas mecanicos, como en el caso de la estabilidad de un gi-

roscopio, cuyo rendimiento depende de la precision y estabilidad en su rotacién.



De igual forma, el desarrollo de técnicas de control que aseguren la estabilidad de
cuerpos rigidos con puntos fijos, que es un desafio en robdtica y aerondutica, se

beneficia del analisis de estabilidad asintética.

Ademas, la investigacién sigue siendo de gran importancia en el estudio de las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), un campo que continta siendo relevan-
te tanto en teoria como en aplicaciones practicas. La estabilidad es un tema central
en la resolucion de problemas de EDOs, que son la base de modelos matematicos
en diversas disciplinas. La busqueda de métodos para analizar la estabilidad, como
el criterio de estabilidad y la construccion de funciones de Liapunov, sigue siendo
un area activa de investigacion, lo que asegura la relevancia continua de esta linea

de trabajo.

1.5. Variables

1.5.1. Variable independiente

a. Funcién de Liapunov

b. Funcion estricta de Liapunov

1.5.2. Variable dependiente

a. Puntos de equilibrio estable

b. Puntos de equilibrio asintéticamente estable

1.6. Hipodtesis de Investigacion
1.6.1. Hipotesis General
Es posible establecer un criterio de estabilidad y estabilidad asintética para
los puntos criticos en sistemas autonomos no lineales.
1.6.2. Hipodtesis Especificos

a. Es posible establecer un criterio de estabilidad y estabilidad asintética de

puntos criticos en los sistemas autonomos lineales y no lineales.



b. Es posible aplicar condiciones de estabilidad a situaciones especificas como
el movimiento de oscilaciones forzadas de un péndulo, circuitos eléctricos
simples y a un campo de fuerzas conservativos representado por sistemas

auténomos.



CAPITULO II

FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. Antecedentes de la Investigacion
2.1.1. Antecedentes internacionales

La Salle (1973), en su trabajo “Stability by Liapunov’s Direct Method with
Applications”, menciona que la mecanica celeste que fue estudiada por Lagran-
ge, Laplace, Hamilton y Jacobi, proveen de una teoria planetaria en el problema
de los tres cuerpos en el uso sisteméatico del método de las perturbaciones. La
ecuacion de Hill en 1877 modela el movimiento de la luna y Adams — Le Verrier
teorizaron en 1845 a 1846 sobre la existencia de Neptuno. Surgié el problema de
la estabilidad de sistemas y de control, como el control de la maquina de vapor
de Watts, o el disenio de control de Airy, astronomo, para seguir a las estrellas.
Maxwell relacioné las ideas bésicas de las nociones de estabilidad con las raices
del polinomio caracteristico. Asi mismo demostré que el comportamiento de un
sistema de control automatico en la vecindad de una posiciéon de equilibrio se
podia aproximar por una ecuacién diferencial lineal y por lo tanto la estabilidad
se podria asi discutir en términos de las raices de las ecuaciones algebraicas aso-

ciadas.

Pontryagin (1980), en su trabajo de “Ecuaciones diferenciales ordinaria” se
menciona que Aleksandr Mikhailovich Liapunov realizé importantes contribucio-
nes en diversas areas, como las ecuaciones diferenciales, la teoria del potencial, la
probabilidad y las aproximaciones. Es particularmente reconocido por sus estu-
dios sobre la estabilidad del equilibrio y del movimiento en sistemas mecanicos e
hidrodinamicos, asi como en el campo de las ecuaciones diferenciales. Liapunov
introdujo nuevos métodos y resultados en estos campos, destacandose especial-
mente por la formulacion de las funciones que llevan su nombre, las cuales son

fundamentales en el andlisis de estabilidad en sistemas dindmicos.

Poincaré, et al. (1986), en su trabajo “Textos de la Discusién sobre los Fun-

damentos de las Matemaéticas: de las Antinomias a la Predicatividad”, Poincaré



argumenta que, para determinar la estabilidad del sistema solar y comprender si
un cuerpo permanece en una region del espacio o se aleja de ella, no tiene sentido
abordar el estudio cuantitativo sin antes conocer el comportamiento cualitativo
de las soluciones. En este sentido, subraya la necesidad de un anélisis cualitativo
previo. Poincaré se propuso investigar el comportamiento de las soluciones de una
ecuacion diferencial o de un sistema de dos ecuaciones en todo el plano, sin re-
currir a la integracion explicita de las ecuaciones, sino utilizando tinicamente las

propiedades inherentes de las funciones involucradas.

2.1.2. Antecedentes nacionales

Sotomayor (1979), en su trabajo “Ecuaciones Diferenciales Ordinarias”, se
menciona que disciplinas como la geometria diferencial, las geometrias no eucli-
dianas y la topologia tienen un impacto significativo en la fisica matematica, un
campo en el que ain se continta trabajando en el establecimiento de condicio-
nes para las soluciones de las ecuaciones diferenciales. Un aspecto clave de este
estudio es el interés por comprender el comportamiento de las soluciones en todo
su dominio, lo cual constituye el enfoque central de la teoria cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Esta teoria fue desarrollada de manera simultanea por
Poincaré (1854-1912) y Liapunov (1857-1918). La contribucién més destacada del
siglo XIX en este ambito corresponde a Henri Poincaré, quien introdujo la topo-
logia como herramienta para estudiar las propiedades de las trayectorias de los

sistemas dinamicos.

Gavildn (2019), en su investigacién titulada “Funciones de Liapunov y semi-
grupos del tipo gradiente”, se concluye que los conceptos de atractor local débil se
encuentran contenidos dentro de un conjunto compacto invariante, mientras que
el atractor local forma parte del atractor global. Ademas, se estudian los semi-
grupos gradientes y los semigrupos de tipo gradiente, para los cuales se emplea
la teoria de Morse, cumpliendo con uno de los objetivos principales de la tesis.
Posteriormente, se presenta la construccion de una funciéon de Liapunov generali-
zada que posee dos propiedades adicionales: es decreciente y diferenciable a lo largo

de las soluciones, lo que también satisface otro de los objetivos de la investigacion.

Chune (2022), en su investigacion titulada “Andlisis de estabilidad asintética

global de redes neuronales dindmicas: enfoque de Liapunov”, se concluye que las



redes neuronales dinamicas en tiempo continuo son sistemas que presentan esta-
dos en valores continuos y cuyas ecuaciones de movimiento se expresan mediante
ecuaciones diferenciales. En este contexto, la estabilidad, segiin el enfoque de Lia-
punov, establece que un punto critico es asintéticamente estable si la derivada
de la funcién asociada es estrictamente negativa. Posteriormente, se demuestra
que el enfoque de Liapunov permite establecer la estabilidad de la red neuronal
dinamica en tiempo continuo, utilizando una funcién de Liapunov cuadratica y

garantizando la existencia de un unico punto de equilibrio en la red.

2.1.3. Antecedentes locales

Chaévez et al. (2020), en su investigacién titulada “Estabilidad de los puntos
criticos de los sistemas dinamicos autéonomos lineales”, se determina la estabilidad
y la estabilidad asintotica de un sistema dinamico auténomo lineal sin necesidad
de conocer su solucion explicita, lo cual puede resultar dificil o incluso imposible
en muchos casos. Para este analisis, se emplearon los métodos inductivo y deduc-
tivo con el objetivo de establecer un criterio de estabilidad basado en la solucién
constante del sistema. Como resultado, se logré generalizar la estabilidad de los
puntos criticos de manera cuantitativa, a través del analisis de los valores propios

de una matriz cuadrada no singular.

2.2. Sistema homogéneo

Para el anédlisis de este estudio, se definen los siguientes conceptos claves: siste-
ma de ecuaciones homogéneas, Wronskiano, matriz solucién y matriz fundamental.
Los textos consultados que sustentan este andlisis incluyen las obras de Elsgolts,
Krasnov, Mello, Peixoto y Perko, las cuales se citan en la bibliografia correspon-

diente.

Definicién 2.2.1. (Sistema de ecuaciones homogéneas)
Un sistema de ecuaciones de la forma y = C(x)y + b(x) se clasifica como ho-
mogéneo si el término b(x) = 0 para todo x en el intervalo I. En caso contrario,

cuando b(x) # 0 , el sistema se considera como no homogéneo.
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Definicién 2.2.2. (Principio de superposicién)

St Y1, Y2, - - -, Yn SON soluciones del sistema de ecuaciones homogéneas
y=C(x)y,
Entonces, para cualquier conjunto de constantes ci,ca,...,Cn, la funcion y =

C1y1 + CoYa + . .. + cpyn también serd una solucion de la misma ecuacion.

Definicién 2.2.3. (Wronskiano)
Sea {y1,Ya, - -, Yyn} un conjunto de n vectores, donde cada vector y; = (Y1i, Y2is - - - » Yni)
es un vector columna de R™, coni=1,2,... ,n. El Wronskiano W (y1, Y2, -, Yn)

de estos vectores se define como el determinante de la matriz cuyo conjunto de

columnas estd formado por los vectores yi, Y, ..., Yn. Fs decir,
Yii Y2 oo Yin
Wy ya) = | 22O (2.1)
Ynl Yn2 --- Ynn
donde cada y; = (Y14, Y2i, - - -, Yni) €S €l i - ésimo vector del conjunto de vectores y

Vi=1,n.

Definicién 2.2.4. (Matriz solucién)

Una matriz ® de orden n, cuyas columnas son soluciones del sistema homogéneo

y=C(2)y,

se denomina matriz solucion.

Definicién 2.2.5. (Matriz Fundamental)
Una matriz solucion ®(z) de orden n, cuyas columnas son linealmente indepen-

dientes, se denomina matriz fundamental del sistema homogéneo

y=0C(x)y
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2.3. Sistema lineal homogéneo con coeficiente constante

En el presente estudio, se definen y analizan los conceptos fundamentales de
autovalores, autovectores, matriz diagonal y polinomio minimo, los cuales cons-
tituyen elementos clave en la teoria de sistemas lineales. Ademas, se aborda el
andlisis de las propiedades del sistema homogéneo con coeficiente constante, ha-
ciendo énfasis en sus implicaciones matematicas y su aplicacion en el contexto de

las soluciones de ecuaciones diferenciales.

El desarrollo tedrico y la comprension de estos conceptos se fundamentan en los
trabajos previos de destacados autores en el campo, tales como Elsgolts, Krasnov,
Mello, Peixoto y Perko, cuyas investigaciones y resultados se citan en la biblio-

grafia correspondiente.

Definicién 2.3.1. (Autovalores o Valores propios)

Las raices vy de la ecuacion caracteristica P () = det (C'—~I) = 0 son conocidos
como los autovalores o valores propios de la matriz C. FEstas raices representan
los valores para los cuales el determinante de la matriz C' — ~vI se anula, lo que

mmplica que el sistema asociado tiene soluciones no triviales.

Definicién 2.3.2. (Autovectores o Vector propio)
St v es un autovalor de la matriz C', entonces cualquier matriz no nula D que

satisfaga la ecuacion

se denomina autovector o vector propio de C, correspondiente al autovalor ~y. Los
autovectores son aquellos vectores no nulos que, al ser multiplicados por la matriz

C, solo se escalan por el valor propio v, es decir, no cambian de direccion.

Definicién 2.3.3. (Matriz Diagonalizable)

Una matriz C' es diagonizable si existe una matriz invertible P tal que P~*CP = D
donde D es una matriz diagonal. Esto significa que la matriz C puede ser trans-
formada en una matriz diagonal mediante una conjugacion por la matriz P, lo

que implica que C' tiene una base de autovectores linealmente independientes.
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Definicién 2.3.4. (Polinomio Minimo)

El polinomio minimo de una matriz C, denotado por P, (C) , es un polinomio
en v con coeficiente principal igual a 1. Este polinomio es el minimo grado que
satisface la ecuacion P, (C') = 0 es el polinomio de minimo grado que satisface la
ecuacion. Ademdas, el polinomio minimo es unico y divide cualquier otro polinomio

que anule C'.

Propiedad 2.3.1. (Solucién del Sistema homogéneo con coeficientes cons-
tantes)

P1) Raices reales diferentes

Si 91,792,735 - - -, Yn, SON los autovalores de la matriz C', y todos ellos reales y distin-
tos, es posible encontrar los autovectores vy, vs, vs, ..., v,. Estos vectores pueden
organizarse en las columnas de una matriz P tal que P~'C'P = ~I, donde I es

una matriz diagonal cuyos elementos son precisamente los valores propios de C.

P2) Raices complejas diferentes

Supongamos que v; = a+ib, donde a y b son niimeros reales y b # 0, y que esta es
una raiz de la ecuacion caracteristica. En este caso, v9 = a — ib también sera una
raiz. Los autovectores correspondientes seran complejos y estaran relacionados de
la siguiente manera: do = d;. Las soluciones complejas linealmente independientes

asociadas a estos autovectores son:

wy = dye™(cos (bt) + isen(bt))

wy = dye™(cos (bt) — isen(bt)).

P3) Raices repetidas

En el caso en que los autovalores de la matriz C' tengan multiplicidad mayor que
uno, definiremos la exponencial de una matriz constante C' de orden n. Posterior-
mente, abordaremos la forma candnica de Jordan de la matriz C' con el propdsito

de resolver el sistema lineal homogéneo y = Cy.

Definicién 2.3.5. (Matriz Exponencial)

La exponencial de una matriz C' de orden n se define como la matriz de orden n
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dada por la siguiente serie infinita:

n=0

. *2”0" I o o8

Definicién 2.3.6. (El bloque de Jordan)

El blogue de Jordan correspondiente a un autovalor v se define como la matriz:

~y
Ly
0 1 ~
J () = :
v 0 0
1 v 0
00 ... 01~

Esta es una matriz triangular superior en la que los elementos de la diagonal
principal son v, y los elementos inmediatamente por encima de la diagonal son 1,

mientras que el resto de los elementos son 0.

Definicién 2.3.7. (Forma candnica de Jordan)
Se dice que una matriz estd en forma candnica de Jordan si su diagonal estd com-

puesta por bloques de Jordan. Es decir, la matriz J tiene la siguiente estructura:

Ji 0

0 Jy 0
J=10 0 J;

0 0 0 ... J,

donde cada bloque J; tiene la forma:

14



1 v 0
Ji = :
0 - ~ 0
00 - 1

Definicién 2.3.8. (Matriz en la forma de Jordan)
Si una matriz C' tiene r autovectores linealmente independientes. Entonces C' es

semejante a una matriz que estd en la forma de Jordan especial, es decir:

J=P'CP
Jp 0 ... 0 ... 0
0 Jo ... 0 ... 0
J:
0 0 Ji 0
0 0 0 Iy

Cada blogque J; es una matriz triangular superior, donde ; es el autovalor corres-
pondiente y los elementos en la diagonal son todos iguales a v;, mientras que los

elementos inmediatamente por encima de la diagonal son 1.

2.4. Estabilidad del sistema auténomo lineal

Definicién 2.4.1. (Sistema auténomo lineal)
Un sistema autonomo lineal es un sistema de ecuaciones diferenciales homogénea,
en el que las transformaciones son lineales y no dependen del tiempo. Este sistema

se puede representar mediante la siquiente ecuacion

X =CX,

donde C' es una matriz que actia como un operador en R™.
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Definicién 2.4.2. (Punto de equilibrio o critico)
Un vector x en R™ se denomina punto de equilibrio o critico para el sistema

autonomo lineal:
X =C(X)
si cumple que C' (z) = 0.
Definicién 2.4.3. (Estabilidad del sistema auténomo)

St X = CX es un sistema lineal auténomo cuya matriz de orden n X n es no

singular, entonces el origen en R™ tiene las siguientes propiedades de estabilidad:

a. El origen es asintoticamente estable si las partes reales de todos los autova-

lores de C' son negativas.

b. El origen es estable si C tiene un par de autovalores imaginarios puros de

multiplicidad mayor que uno, y ningun autovalor con partes reales positivas.

c. El origen es inestable, en cualquier otro caso.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos el sistema auténomo lineal homogéneo en R?:
T1 = c11%1 + €197
‘1 1121 + C12T2 (2.2)
Tg = C21T1 + C22T2

x
Donde X = ! representa el valor del estado, y C' =
T2

de coeficiente del sistema.

C11 C12

es la matriz
C21 C22

La hipdtesis de que C' es una matriz no singular implica que la matriz que su
determinante es distinto de cero, es decir, det (C') = c¢11¢90 — ¢12¢91 # 0. Como

consecuencia, la matriz C' es invertible.

0
Dado que C es invertible, el origen 0 = 0 es el Unico punto critico del

sistema descrito por la ecuacién (2.2), ya que los puntos criticos se obtienen re-

solviendo Cxz = 0 lo cual tiene tnica solucién trivial 2 = 0 debido a la inversa de

C.
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Proposicién 2.4.1. (Matriz C' con autovalor reales y distintos)
Si la matriz C tiene autovalores reales y distintos y1 y ¥ para el sistema X = CX,
y existe una matriz invertible P, entonces el sistema puede ser transformado a la

forma diagonal:

W = Jw,

donde J es la matriz diagonal definida por:

0
J— "1
0 7

Demostraciéon. Supongamos que v; y v9 son los vectores propios asociados a v;
y 2. Entonces, la matriz P = {v; , v5} es una matriz de cambio de base. A partir

de esto, obtenemos la matriz de cambio de coordenadas:

X =P 'w,

Es decir, la ecuacion original X = C'X se transforma de la siguiente manera

W=P'X=P'CX=P'CPZ=JW

Por lo tanto, el sistema en la nueva base {v; , v} se describe por

W = JW.

En la nueva base {v; , vy}, el sistema tiene la siguiente forma

Wy = w1
Wy = Y2wWs
Si se hace k1 = ko = 0 en las curvas de fase, obtenemos la solucion:

Q (t) = (k:1671t, k2€72t),

Esto nos da el punto critico (0,0). A continuacién, analizamos los casos segin

los valores de 1 y s :

Caso I: Si 15 < 1 <0, se analizan los siguientes subcasos:
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= Subcaso 1: Si ky = 0, ks # 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

w; — 0 cuando t — oo.

= Subcaso 2: Si ky # 0, ko = 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

wy — 0 cuando t — oo.

Por lo tanto, en ambos casos, el punto (0,0) es un nodo asintéticamente es-
table. En este caso, las érbitas del sistema son parabolas en el nuevo sistema de

coordenadas, tal como se muestra en la figura 1.

T2 A

>
22 Ty

Figura 1: Nodo asintoticamente estable

Fuente: FElaboracion propia

Caso II: Si 7, > v > 0, se analizan los siguientes subcasos:

= Subcaso 1: Si ky = 0, ky # 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

wy — 0 cuando t — oo.

= Subcaso 2: Si ky # 0, ks = 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

w; — 0 cuando t — oo.

En ambos subcasos, el punto (0,0) es un nodo inestable. En este caso, las

orbitas son parabolas en el nuevo sistema, tal como se muestra en la figura 2.
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Figura 2: Nodo inestable

Fuente: FElaboracion propia

Caso III: Si v, < 0 < 7, se analizan los siguientes subcasos:

= Subcaso 1: Si ky = 0, ks # 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

we — 0 cuando t —> co.

= Subcaso 2: Si k; # 0, ks = 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

w; — 0 cuando t — co.

En este caso, el punto (0,0) es un punto silla. Las érbitas en este subcaso son

hipérbolas en el nuevo sistema, tal como se muestra en la figura 3.

Figura 3: Punto silla

Fuente: Elaboracion propia



Proposicién 2.4.2. (Matriz diagonal C' con autovalores reales e iguales)
Supongamos que la matriz C es diagonal, pero tiene autovalores reales y coinci-

dentes, es decir, y1 = v =y, en el sistema

X =CX,

Si ademas existe una matriz invertible P, entonces el sistema transformado toma

la siguiente forma:

W =Jw,

donde J es la matriz diagonal definida por:

=]

Demostracién. Supongamos que v, es el autovector asociado a v y vy es el
autovector degenerado asociado al mismo valor propio 7. Entonces, la matriz de

cambio de base es

P:{Ul R UQ}.

A partir de esta matriz de cambio de base, obtenemos la matriz de cambio de
coordenadas X = PZ.

Es decir, la ecuacion original se transforma de la siguiente manera:

W=P'X=P'CX=P'CPW=JW

Por lo tanto, el sistema transformado se describe por:

W = JW.

En la nueva base {v; , vy}, el sistema tiene la siguiente forma:

Wy = Yw;
Wy = YWs

Resolviendo el sistema, obtenemos que:
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wy = Cwy,

lo que implica que las 6rbitas son rectas en el nuevo sistema. Si establecemos

k1 = ko = 0 en las curvas de fase la solucion general es:

o (t) = (kle”’t, kge’yt),

lo que da como resultado el punto critico (0,0).

A continuacién, analizamos los casos dependiendo del signo de ~.

Caso I: Sivy < 0:

= Subcaso 1: Si k; = 0, ky # 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

wy — 0 cuando t — oo.

= Subcaso 2: Si ky # 0, ks = 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

w; — 0 cuando t — oo.

En ambos subcasos, el punto (0,0) es un nodo estelar asintéticamente estable,

como se muestra en la figura 4.

w2 p

Figura 4: Nodo estelar asintéticamente estable

Fuente: FElaboracion propia

21



Caso II: Si v > 0:

= Subcaso 1: Si k; = 0, ky # 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

we — 00 cuando t — 0.

= Subcaso 2: Si k; # 0, ky = 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

w; — 0o cuando t — 0.

En ambos subcasos, el punto (0,0) es un nodo estelar asintéticamente estable,

como se muestra en la figura 5.

w2 A

>
w1

Figura 5: Nodo estelar inestable

Fuente: Elaboracion propia

Proposicién 2.4.3. (Matriz no diagonal C con autovalores reales e igua-
les)

Supongamos que la matriz C' no es diagonal, pero tiene autovalores reales y coin-

cidentes 1 = v = 7y, en el sistema de ecuaciones diferenciales

X =CX,

y existe una matriz invertible P, entonces el sistema transformado puede escribirse

en la forma:



donde J es una matriz de Jordan dada por
1
J=|"
0 7

Demostracién. Supongamos que v; es el vector propio asociado al valor propio 7,
y vq es el vector propio degenerado también asociado a . Entonces, podemos for-

mar la matriz de cambio de base P con los vectores vy y v, es decir, P = {vy , vy}

Con esta matriz de cambio de base, obtenemos la transformacion de coorde-
nadas X = PW, lo cual implica que la ecuacién original se transforma como
sigue:

W=P'X=pP'CX =P 'CPW=JW,

donde J es la matriz de Jordan correspondiente. Por lo tanto, el sistema trans-

formado en la nueva base {v; , v} tiene la forma
W = Jw.

En la nueva base, las ecuaciones del sistema son:

u’;l = YWwq -+ Woq
Wo = YWy

Ahora si figamos k1 = k3 = 0 en las curvas de fase, obtenemos la solucion

general de la forma:

a(t) = (k1" + koe, kge),

y, en consecuencia, el punto critico (0, 0).
A continuacién, analizamos los casos dependiendo del signo de

Caso I: Siy > 0:

= Subcaso 1: Si ky = 0, ks # 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

w; — 0 cuando t — oo.
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= Subcaso 2: Si k; # 0, ko = 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

wy — 0 cuando t — oo.

En este caso, la relacién 2L = % — oo cuando t — 00, lo que implica

que las drbitas se alejan del punto critico (0,0) tangencialmente al eje wy.

En ambos subcasos, el punto (0,0) es un nodo degenerado inestable, tal como

se muestra en la figura 6.

T24

Figura 6: Nodo degenerado inestable

Fuente: Elaboracion propia

Caso II: Si v < O:

= Subcaso 1: Si ky = 0, k; # 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

w; — 0 cuando t — oo.

= Subcaso 2: Si ky # 0, k; = 0, se obtiene dos semirrectas, en las cuales

we — 0 cuando t — co.

En este caso, la relaciéon 2 = —f2_ 5 0 cuando t — o0, lo que implica
’ w1 kit+ko ?

que las drbitas se alejan del punto critico (0,0) tangencialmente al eje wy.

En ambos subcasos, el punto (0,0) es un nodo degenerado estable, tal como

se muestra en la figura 7.
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T2

Figura 7: Nodo degenerado estable

Fuente: FElaboracion propia

Proposicién 2.4.4. (Matriz diagonal C' con autovalor compleja y distinta)
Si los autovalores de la matriz C' son conjugados, es decir, y1 = a+1ib y y2 = a—1ib
para el sistema lineal X = CX, entonces el sistema en un nuevo conjunto de

coordenadas se describe por la ecuacion W = JW, donde J es la matriz de Jordan

correspondiente:
a b
J = )

Demostracién. Supongamos que v; = a+i3, v9 = d—1 son los vectores propios

asociados a los valores propios 71 y 7., donde @ = (Z;) y 5 = (g;;)

Luego, tenemos la relaciéon:

0(&+¢§>:(a+z’b) (@HE)

Por tanto, se obtiene el sistema de ecuaciones:

Cd =ad — b3
Cb=af + ba
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a b
Sea ahora la matriz P = 1 P2

21 22

] lo que implica que:

aay; — bBia  afia + bony

acoy — bBay  afaa + by

CP =

La matriz J sera entonces de la forma:
a b
J =
—-b a
y la relacién C'P = PJ,se mantiene. Esto implica que:

ana+ PBiob  anib + Biea
910 + Bab  o1b + Paa

PJ=

Al igualar CP = PJ, se obtiene que:

=

En la nueva base {v; , vy}, el sistema se transforma en:

W = JW.

El sistema para z; y 29 es:

u')l = aw; + bwg
’LUQ = —bw1 + aws

w, = rcos 0

we = rsen 0
Entonces, el sistema de ecuaciones se convierte en:

Definimos las coordenadas polares como: {

{ w; = 1 cosh — rfsend

Wy = 7sen 0 + 10 cos O

A partir de aqui, obtenemos las siguientes ecuaciones para r y 6 :
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7T =ar
0=-b
Resolviendo estas ecuaciones, obtenemos que:

r(t) = koe™ .0 (1) = 6(0) — bt,

donde k5 es una constante de integracion.

= Sib >0, entonces # — —oo, cuando t— +00, lo que indica que las orbitas

giran infinitamente alrededor del punto critico en sentido horario.

= Si b <0, entonces # — +o00, cuando t — —o0, lo que indica que las érbitas

giran infinitamente alrededor del punto critico en sentido antihorario.
Casos del sistema:
CasoIl: a=0

En este caso r(t) = r(0). Las dérbitas son circunferencias con centro en el

origen. El punto (0,0) se denomina centro, como se muestra en la figura 8.

wa A
w1

/]
_/

s |

Figura 8: Centro estable

Fuente: Elaboracion propia

Caso II: a<0
En este caso r (t) — 0 cuando t — +o00. Las orbitas son espirales logaritmicas,

y el punto (0,0) se denomina foco estable, como se muestra en la figura 9.
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w2 A

ZS\
SRR

Figura 9: Foco asintéticamente estable

Fuente: Elaboracion propia

Caso III: a >0
En este caso r (t) — +oo cuando t — 4o00. Las orbitas son espirales logaritmi-

cas, y el punto (0,0) se denomina foco estable, como se muestra en la figura 10.

w2 A

7D
e

EY

Figura 10: Foco inestable

Fuente: Elaboracion propia
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CAPITULO III

ESTABILIDAD DE UN SISTEMA NO LINEAL

Para el anélisis de las variables de estudio, se definen conceptos clave como sis-
tema auténomo no lineal, punto critico, estabilidad, estabilidad asintética e ines-
tabilidad. Ademas, se introduce la matriz Jacobiana y la funciéon de aproximacién
lineal como herramientas fundamentales para el estudio del comportamiento local
de los sistemas. En este contexto, se exploran también la funcién de Liapunov y
la funcién estricta de Liapunov, que permiten analizar la estabilidad global de los

sistemas.

Los textos consultados, que se citan en la bibliografia, incluyen los trabajos de

Hirsch, Kreider, La Salle, Liapunov, Pontryagin y Sotomayor.

3.1. Estabilidad de un sistema autonomo no lineal

Definicién 3.1.1. (Sistema auténomo no lineal)
Un sistema autonomo no lineal es un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden cuyo campo vectorial es independiente del tiempo. FEstos

sistemas se representan de la siguiente forma:

X = f(X) (3.1)

donde f:V CR™ = R"™ es una aplicacion de clase C*, definida en una vecindad
abierta V- C R™.

Definicién 3.1.2. (Punto de equilibrio o critico)
Un punto x € V. C R" de un sistema auténomo no lineal descrito por la ecuacion

diferencial

X = f(X)

se dice que es un punto de equilibrio o critico si f (z) = 0.
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Definicién 3.1.3. (Estabilidad)
Un punto critico T del sistema auténomo no lineal (3.1) es estable si para cualquier
vecindad abierta V1(Z), toda solucion x(t) del sistema con condicidn inicial x(0) €

Vi permanece en V' para todo t > 0. (Figura 11)

Figura 11: Estabilidad en el punto de equilibrio

Fuente: Elaboracion propia

Definicién 3.1.4. (Asintéticamente Estable)
Un punto critico T del sistema autdnomo no lineal (3.1) es asintéticamente estable

si T es estable y, ademds, eziste una vecindad abierta Va(z) C Vi(Z) tal que
lim x (t) ==. (Figura 12)

t—o00

Vi

Figura 12: Asintéticamente estable

Fuente: Elaboracion propia

30



Definicién 3.1.5. (Inestabilidad)
Un punto critico T del sistema auténomo no lineal (3.1) que no es estable se

denomina inestable. (Figura 13)

Wi

Figura 13: Inestabilidad del punto de equilibrio

Fuente: FElaboracion propia

Definicién 3.1.6. (Matriz Jacobiana)

Sea f:V C R™ = R una funcidn real de variable vectorial, f (Z) = (f1 (), f2 (%), ..., fu (T)),
de clase Ct, definida en una vecindad abierta V- C R™. Entonces, f tiene una
aproximacion lineal en todo punto T de f, y la matriz de esta aproximacion, con

respecto a la base canonica en R™, es la matriz Jacobiana:

on of | on
ox1 Oxo ox,,
o on oon
| Oxy Oz, oz,
O Of ol
Ox;  0xsy 0xy, / 7=z

Definicién 3.1.7. (Funcién de aproximacién lineal)
Sea f una funcién de clase C* definida en V', y T un punto de V. Se dice que una

funcion T'= T (x) es una aprorimacion lineal de f en & siT es lineal sobre R™ y
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L0 T=0)
|lz—Z||—0 r—x

ol

(3.2)

Observacién 3.1.1

1. Tenga en cuenta que como T es lineal, (3.2) puede escribirse en la forma

| }Hﬁl 6 G (x||)x_—[§ ﬁﬂf) ~T@] _5

2. En particular, cuando z =0y f (0) = 0, entonces

@) -T (@)

2| —0 (B

=0 (3.3)

Proposicién 3.1.1. Si T} y T, son aproximaciones lineales a f en T, entonces
T =1Ts.

Demostracion. Si trasladamos el origen de coordenadas a Z, en caso de ser

necesario, podemos suponer que £ = 0. En este caso, la ecuacién (3.3) nos da:

o L@ =T _ @) =T@)

_ _ =0
] —0 | ]| 2/ -0 |||

Por la desigualdad triangular, tenemos que

1Ty (z) = Ta(2)]| < [[Th (2) = f(@)[| + [1f (2) = Ta(2)]],

Es decir,

1Ty = T2) ()| < ITh () = f() | + T2 (=) = f2)]],

De aqui se sigue que:

T —T:
im LB _
lel—0 ||
En este caso, = es un vector constante, lo que implica que T} = T debido a

"=l

la linealidad.

Proposicién 3.1.2. Sea f(x) = (f1(x), fo(z),..., fn(x)) una funcidn de clase

C! en un abierto VC R". Entonces, f tiene una aprozimacién lineal en todo punto
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x €V, y la matriz de esta aproximacion con respecto a la base canonica en R",

es la matriz jacobiana:

of 2
Jy = : U
Afn Ifn
La matriz Jy; se conoce como la matriz Jacobiano de fen T = (x1, xa,...,2,), Y

la aproximacion lineal a f en T se denomina la derivada de f en .

Demostracion. Sea T : R” — R” la transformacion lineal definida por J. Debe-

mos probar que:

i T @)= @) =T (- 3)

lz—3|—0 |z — 2|

=0

Para hacerlo, es suficiente mostrar que el valor absoluto de cada componente

del vector tiende a cero en el limite, es decir, que

lim =l =0 (3.4)
]| -0 [E4l

para 1 < k < n.

fk(mlr"vxn)_fk@_jla---,a_:n) :[fk<l’1, ,l’n) —fk(fl,...,i’n)]
+ [fi (21, 20) = [ (T1, 82, ..., )]
+ [fie (Z1, T2, .. ) — fio (T4, T2, .o )] + .-

+ [fk: (jlanai‘?n .. ,l’n) - fk‘ (jlanaf37 .. 7'1:71)]

Luego aplicamos el valor medio a cada uno de los términos entre corchetes de

la expresién anterior y obtenemos
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O fr

i@y o n) = i@, an)] = (o = 80) 5 01+ 00 (01 = 2) 2,
(o (T1, 2, + ) — o (T1, Toy .. )] = (22 — o) gi‘; [Z5 + 0o (20 — T) 3, . . ., T]
(o (T1, To, 3, ooy ) — [ (T1, Tay oo 2n)] = (23 — T3) gf’; [Z3 + 05 (z3 — T3) T4, - . ., T
[fk(:il,...,xi,...,mn)—fk(i'l,...,:cn)]:(xi—x)gf]:[x,—i-ﬁ( — i) Tyt s T
Luego
Fo () — fo () = i(% 2 O (Z1, .., T + 0; (a:(;x—i Ti) Tigts- - Tp)

i=1

para 0 < 6; < 1, Vi.

Por simplicidad, volvemos a escribir esta igualdad en la forma:

i (1, "-;xn)_fk(:i'l,...,fn>:Z(mi_i-i)M

i=1 Oz;

y sustituyendo en (3.4) obtenemos:

- _xH Z [afk(axi i) Ofk (jéng}”)}

El valor absoluto de esta cantidad no excede:

“(0fu (. 0. Ofi(T1,...,Ty)
zzl|~ (990, B 6371 :|7

3f

la cual tiende a cero cuando ||z — Z|| — 0, ya que ¥ son continua.

Definicién 3.1.3. (Punto Critico Estable)

Un punto critico T del sistema auténomo no lineal (3.1) es estable si ningin valor

propio del Jy f() tiene parte real positiva.
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Ejemplo 3.1.1. Sea el sistema auténomo no lineal dado por

i1 = — (sinh ) (cosh xs)
jl'g = —21}26m1 (1 + 1}2)

lo cual puede expresarse de la siguiente manera como un sistema de ecuaciones

b
To Ja(1, 22)

El origen T = (0,0) es un punto critico de este sistema. Aplicando la proposi-

diferenciales:

cién 3.1.2. resulta un sistema lineal auténomo de coeficientes constantes:

[ ] = ISl [ . ] (35)

Para calcular la matriz Jacobiana, consideramos las derivadas parciales de las

funciones f1 (z1,22) ¥ fo (21, 22):

fi(z1,22) = — (senhzy) (coshzy) fo(xy, x9) = —2w9e™ (1 + x9)

Luego, la matriz Jacobiana es:

on o

3201 a$2
JM f‘m:f =

on of

Evaluando las derivadas parciales en Z = (0,0), obtenemos

[— cosh zj coshxy —senhxsenhxs

—2x9€" (1 + x9) —2€™ — 4xge™ —0.0)

Esto da como resultado la siguiente matriz Jacobiana

-1 0
JMf|a::g‘c = [ 0 _2]

Sustituyendo en la ecuacién (3.5), obtenemos el sistema auténomo lineal

35



HEEMIE

Lo cual se traduce en las ecuaciones:

.i'l = —I
[tg = —21’2
Los valores propios de este sistema son —1 y —2. Segun la definiciéon 3.1.8

(Punto critico estable), esto implica que Z = (0,0) es un punto critico estable.

3.2. Estabilidad de Liapunov un sistema auténomo no li-

neal

Definicién 3.2.1. (Derivada de Liapunov)
Sea L : Vi C R" — R una funcion derivable definida en una vecindad abierta
Vi C VdeZ. Definimos la derivada de Liapunov L : Vi — R como

L(z)=(VL(z), f(2)),

donde VL () es el gradiente de L evaluado en T , y f(Z) es la funcion vectorial

que describe la dindmica del sistema.

Definicién 3.2.2. (Funcién de Liapunov)

Sea T € V un punto critico del sistema auténomo no lineal de X = f(X). Una
funcion de Liapunov para T es una funcion L : V(Z) — R, diferenciable y de-
finida en una vecindad abierta V que contiene a T, que satisface las siguientes

condiciones:
1. L(z) =0y L(z) > 0, para todo z # Z.

2. L(z) <0en V(z).
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Figura 14: Funcién de Liapunov en V()

Fuente: FElaboracion propia

Definicién 3.2.3. (Funcién estricta de Liapunov)
Sea T € V un punto critico del sistema auténomo no lineal de X = f(X). Una
funcion estricta de Liapunov para T es una funcion L : V(z) — R, diferenciable

y definida en una vecindad abierta W que contiene a T, que satisface la siguientes
condicion L (x) < 0 en V (z)\ {z}.

R" R

Figura 15: Funcién de Liapunov en V (z) \ {z}
Fuente: Elaboracion propia
Definicién 3.2.4. (Estabilidad global)
Sea f : R™ — R"™ una aplicacién de clase C* tal que f(0) = 0. El punto critico

z =0 es globalmente estable si, para toda solucion x(t) de X=f (X), se cumple

que:
1. 2 =0 es estable.

2. lim z (t) = 0.

t—o00
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Definicién 3.2.5. (Estabilidad global segin Liapunov)
Sea L : R" — R una funcion estricta de Liapunov para el sistema auténomo no
lineal X = f(X) en z. Supongamos que, para cada k;0 dado, existe € > 0 tal que,

si |x| > ¢, entonces L (x) > k, Vx € R™. En este caso T = 0 es globalmente estable.

Definicién 3.2.6. (Inestabilidad de Chatéev )

Sea L (1,9, . ..,x,) una funcion derivable que satisface las siguientes condiciones

en un entorno h- cerrado alrededor del origen de coordenadas:

1. En un entorno arbitrariamente pequeno U del origen de coordenadas, existe
una region R donde L > 0. Ademds, L = 0 sobre la parte de la frontera de

R que se encuentra dentro de U.

2. En la region R donde L > 0, la derivada

dL <~ 0L
dt N i—1 EM,

flz1,29,...,2,) >0

Ademds, en la region L > «, donde o > 0, se cumple que % > [ > 0 para alguna

constante [3.

Si se cumple estas condiciones, entonces el punto critico x1 = 1o = ... =z, =0

del sistema (3.1) es inestable.

3.3. Campo de fuerza conservativo

Definicién 3.3.1. (Campo de Fuerza)
Sea Fy : R? — R?® un campo vectorial. Decimos que Fy es un campo de fuerza
si para cada T € R3, el vector Fi( T) representa una fuerza que actia sobre una

particula localizada en el vector T.
Definicién 3.3.2. (Campo de Fuerza Conservativo)
Sea Fy : R® — R? un campo de fuerza. Decimos que F) es conservativo si existe

una funcion

v:RP =R
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de clase C! tal que:

L (99(E) 09(F) 9v(T)
Fl(x)__( 6x1 ’ 81'2 ’ aZL'g >

La funcion ¢ se llama energia potencial del campo de Fuerza. Mds propiamente,

==V (7

1 es una energia potencial porque agregarle una constante no cambia el campo de
fuerza, es decir, V (¢ ( @) + C) = Vi( 7).

Ejemplo 3.3.1. El campo de fuerza definido por F (¥) = (—6x1, —8x9, —10x3)
es un campo conservativo ya que existe una funcién v (%) = 3z,% + 4xy? + Sx3”

tal que:

B (Z) = =V y(7)

Definicién 3.3.3. (Espacio de Estados)

El espacio de estados es el producto cartesiano entre dos vectores, es decir,

R? x R? = {(f,ﬁ): FER®, Te Rg}

Esto significa que un punto en el espacio de estados estd formado por un par orde-
nado (T, 7), donde: T = (x1, 12, 3) es el vector de posicion en R3, ¥ = (vy, va, v3)

es el vector de posicion en R3.

Observacion 3.3.1. La energia de una particula se puede interpretar como una
funcién definida en el espacio de estado, R?® x R® — R, que asigna a cada par de
posicién y velocidad un valor real correspondiente a la energia de la particula.

La funcién que describes es:

1
E(,7) = 5m 7% + L(Z)
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CAPITULO IV

RESULTADOS

4.1. Estabilidad y Estabilidad asintética segiin Lyapunov

Proposicién 4.1.1. (Estabilidad segtn Liapunov)

Sea & € V un punto critico de un sistema auténomo no lineal dado por X = F(X),
donde V es una vecindad abierta que contiene a T. Sea L : Vi(z) — R, una funcion
diferenciable definida en una vecindad abierta Vi (z) C V. Si L es una funcion de

Liapunov para T, entonces T es un punto critico estable.

Demostracién. Sea L : Vi(Z) — R una funcién de Liapunov definida en un

entorno de z, y sea r > 0 suficientemente pequenio para que la bola B,.(z) C Vi(Z),

donde

B (z) ={z e Vi (T) : |z — 7] < r}

Denotaremos por V; a esta bola B, (Z), es decir, Vj = B, (Z).

Definimos o = min {L (x),z € 0B, (Z)}, es decir, a es el valor minimo de la
funcion de Liapunov sobre la superficie esféricas de radio r centrada en z. Por la

definicién de funcién de Liapunov (Definicién 3.2.2, parte (1)), se tiene que o > 0.

Afirmacién 1: L (z) < « para todo = € B, (z) = Wy (z).
Dado que L es una funcion continua en z € V5 y a > 0, existe > 0 tal que si
|z — || < J entonces |L (z) — L ( )| < a. En particular, tomemos € = «, y por

la definicién de continuidad, existe ¢’ > 0 tal que:

|z —7|| <d =|L(x)— L(T)| <«

Dado que L (Z) es menor que « en la frontera de la bola 0B, (Z) , podemos
concluir que L (z) < « para todo punto z € Vj cuya distancia a Z sea menor que

d'. En particular, para todo z € B, (Z), se cumple que L (z) < a.
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Afirmacién 2: Toda solucién z(t) de X = f(X) que comienza en z(0) € Vi (%)
permanece en B, (Z) para t > 0.
Supongamos, por el contrario, que existe un t; > 0 tal que ||z (t1) — | = r,

es decir, que la solucién z(t) alcanza la frontera de la bola B, (Z) en el tiempo t;.

Dado que L es una funcién de Liapunov no creciente a lo largo de las trayec-

torias del sistema, se cumple que:

L(2(t)) = L(x(0)) = L (x (1)) .

Sin embargo, como x (t;) € 0B, (Z), tenemos que L(x(t1)) > «, lo que lleva a

la contradiccion:

L(z(t1)) > a>L(z(0)).

Esto implica que no puede existir tal ¢, y por lo tanto, la solucién z(t) per-

manece en B, (Z) para todo ¢ > 0. En consecuencia Z es un punto critico estable.

Proposicién 4.1.2. (Estabilidad asintética segin Liapunov)

Sea T € V un punto de equilibrio de un sistema autonomo no lineal dado por
X = f(X). Sea L : V5(Z) — R, una funcién diferenciable definida en una vecin-
dad abierta Va(z) C V4. Si L es una funcion estricta de Liapunov para T, entonces

T es asintoticamente estable.
Demostracion. Pretendemos demostrar que:

limz (t) =7, VrelVi(z),

t—o0
donde V3 (Z) es el conjunto de las érbitas cercanas a z. Supongamos ahora que

L es estrictamente decreciente sobre las érbitas en V5 (z) {Z}.

Sea x(t) una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales que comienza en

x(0) € Vi (z) {z}. Consideremos una sucesion creciente de tiempos ¢,, € R tal que:
05,7 () =20

Afirmacion 1: 7 = z
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Por la continuidad de L, tenemos:

lim L (z (t,)) = L(20)

n— o0
Dado que L (z (t,)) es estrictamente decreciente sobre las trayectorias, se cum-
ple que:
L(z) <L(x(t), Vt>O0.

Ahora, supongamos por el contrario, que T # z. Sea z(t) la solucién que
comienza en zj.

Para cualquier s > 0, tenemos que:

L(z(s)) < L(2(0)) = L(20)

Esto implica que para toda solucién y(s) que comienza lo suficientemente cerca

de zg, se cumple:

L(y(s)) < L(z)-

Tomando y (0) = x(t,), llegamos a una contradiccién. De hecho, tenemos:

L(z(t,+s)) < L(2),

lo cual contradice el hecho de que L (z (t)) es estrictamente decreciente a lo
largo de las trayectorias del sistema. Por lo tanto, la suposicion de que T # zy no

puede ser cierta.
En consecuencia, zg = .

Hemos demostrado que Z es el inico punto de acumulacion posible de la su-

cesion {z (¢) : t > 0}. Esto implica que:

lim z(t) =z, VzelVy(z)

t—o00
Como 7 es el punto critico al que convergen todas las soluciones cercanas a él,

concluimos que T es un punto critico asintéticamente estable.
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Ejemplo 4.1.1. Consideremos el sistema auténomo no lineal en R? descrito por

las siguientes ecuaciones diferenciales:
L 2
T1=—T1 + 25
i‘z = —x9 + ZE%

Deseamos analizar la estabilidad del origen (0,0) como punto critico.

Solucién.
Afirmacién: El origen (0,0) es estable y asintéticamente estable para el sistema

auténomo no lineal.

El origen (0,0) es el tinico punto de equilibrio del sistema, ya que al resolver

el sistema 1 = 0 y 9 = 0, se obtiene que 1 = x5 = 0.
Proponemos la siguiente funcién candidata de Liapunov:

1
L (21, 29) = 5(3/"% + z3)

Esta funcién es claramente positiva en todo RR? excepto en el origen, donde
L(0,0) = 0.

Verificamos las condiciones de la definicién de Funcién de Liapunov (Defini-
cién 3.2.2) y Funcién estricta de Liapunov (Definicién3.2.3) para garantizar la
estabilidad.

1. Positividad de L (z1, x2)
L(0,0) = 0yL (z1,22) >0, V (z1,22) # (0,0)

Esta condicién se cumple, ya que L (z1,x2) es siempre positiva excepto en

el origen.

2. Derivada de L (z1,23): Calculamos la derivada temporal
L (l’l,ZL‘Q) = % (2!['11"1 + 21’2]‘32) = — <ZL‘% + fL’g) —+ I’lxg(l’l + IL‘Q)

Consideremos el comportamiento de la derivada L (x1,22) bajo ciertas con-

diciones sobre xy y xa:
» Sizy <1y xs #0, entonces xlmg < a:%
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» Sizy<1ym #0, entonces x3ry < 7.

Sizy <1, 2 <1y (1,29) # (0,0), entonces:

a:lx% + a:%xg < :1:? + a:%

Por lo tanto, tenemos: L (21, x3) < 0 en el conjunto

V(0,0) = {(z1.22) € R [m| <1, || < 1}

Esto implica que L (z1,25) < 0en V (0,0), con L (21, 5) < 0 para (z1, 25) #
(0,0).

La funcién L (z1,22) = 3(27 + xz) es una funcién de Liapunov, y dado que

L (z1,25) < 0 en una vecindad del origen, podemos concluir que:

El origen es estable segin la proposicién 4.1.1(Estabilidad segtin Liapunov).
Ademas, el origen es asintéticamente estable ya que es una funcion estricta
de Liapunov estricta, es decir, L (x1,25) < 0 para (z1,22) # (0,0), como

establece la proposicién 4.1.2(Estabilidad asintética segin Liapunov).

Por lo tanto, el origen (0, 0) es un punto critico asintéticamente estable para

este sistema auténomo no lineal.

Ejemplo 4.1.2. Consideremos el siguiente sistema auténomo no lineal en R*:

.@1 = - + .T%I'Q
jfg = —x9 + l‘%l‘l

Deseamos analizar la estabilidad del origen (0, 0).
Solucién.
Afirmacién: El origen (0,0) es el tnico punto critico estable y asintéticamente

estable para el sistema autéonomo no lineal.

El origen (0,0) es un punto critico del sistema. Esto se puede verificar resol-

viendo las ecuaciones 1 = 0 y 9 = 0, que nos da x; = x5 = 0.
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Proponemos la siguiente funciéon candidata de Liapunov:

L(xy,29) = x% + arg,

Esta funcién es positiva en todo R? excepto en el origen, donde L(0,0) = 0.

Esto cumple con la condicién (a) de la definicién 3.2.2 (Funcién de Liapunov).

Calculamos la derivada de L (xy, z3):

L (ﬂfl, .132) = (23712%1 + 2%2.’/‘:32) = (SL’% + .T;) (SClIQ — 1)

Analisis de la derivada L (21, z9):

Observamos que L (21, 22) depende del signo de z125 — 1. En particular:
» Sizzy < 1, entonces L (x1,22) <0.

» Esto implica que L (x1,22) es no positiva en el conjunto

V (0, 0) = {(z1,22) € R*: myzp < 1}.

Dado que L(a:l,xg) < 0 en V (0, 0), por la proposicién 4.1.1 (Estabilidad

segtiin Liapunov), concluimos que el origen (0,0) es estable.

Ademés, observamos que L (1, 25) < 0en V (0,0) {(0, 0)}, lo que significa que
la funcién L (z1, x2) es estricta en esta vecindad. Por la proposicién 4.1.2 (Estabili-
dad asintética segtin Liapunov), concluimos que el origen (0, 0) es asintéticamente
estable.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos el sistema auténomo no lineal en R?:
jfl = —I‘g
l"g = Z’?

Deseamos analizar la estabilidad del origen (0,0) como punto critico.
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Solucién.
Afirmacidén: El origen (0,0) es estable para el sistema auténomo no lineal. Sin

embargo, no es asintoticamente estable.

El origen (0,0) es un punto critico del sistema. Esto se puede verificar al ob-
servar que cuando #1 = 0 y @3 = 0, se obtiene z; = x5 = 0. Por lo tanto, (0,0) es

un punto de equilibrio.
Proponemos la siguiente funcién candidata de Liapunov:

L(zy,29) = x‘ll + x%,

Esta funcién es valida como funcién de Liapunov para el sistema en el origen,

ya que:
= 1(0,0) = 0.

s L(11,29) > 0para (71, 22) # (0,0), yaque z] y 91;;L son siempre no negativos

y son cero solo en el origen.
Calculamos la derivada de L (z1,x2) a lo largo de las trayectorias del sistema.
Usamos las ecuaciones del sistema para calcular L (z1, z5):
L (21, 29) = 4230, + 4330 = 0
Esto muestra que la derivada de L (x1,x2) es cero a lo largo de las trayectorias

del sistema.

La derivada L (21, z2) = 0 implica que las soluciones del sistema permanecen en
las curvas de nivel de L (1, z3), es decir, en las curvas definidas por: 2] + x;l =k,
donde k£ > 0

Estas curvas son cerradas y rodean el origen (0,0), lo que sugiere que el siste-
ma es estable, pero no asintéticamente estable, ya que las soluciones no tienden

al origen.

Segun la Proposicién 4.1.1 (Estabilidad segin Liapunov), como la derivada de

L (1, x2) es no positiva (de hecho, cero) a lo largo de las trayectorias del sistema,
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podemos concluir que el origen (0, 0) es estable.

Sin embargo, debido a que las soluciones permanecen en las curvas nivel cerra-
das y no tienden al origen, el origen no es asintéticamente estable. Las trayectorias

podrian permanecer en las curvas de nivel sin converger al origen.

Para obtener mas informacion sobre la estabilidad, calculamos la matriz Jaco-

biana DF (x1,x2) en el origen:

prao-(p0)

La matriz Jacobiana en el origen tiene dos autovalores cero, lo que también
indica que no podemos determinar la estabilidad asintética tinicamente con esta

matriz, ya que no proporciona informacién sobre la convergencia hacia el origen.
Ejemplo 4.1.4. Consideremos el sistema auténomo no lineal en R?, dado por:
[tl = —4ZL’2 — Ii’
ftg = 3.’151 — x%
Deseamos analizar la estabilidad del origen (0, 0).
Solucién.
Afirmacidn: El origen (0,0) es estable y asintéticamente estable para el sistema
auténomo no lineal.
El origen (0,0) es un punto critico del sistema. Esto se puede verificar al ob-
servar que cuando @7 = 0y 9 = 0, se obtiene x; = x5 = 0. Por lo tanto, (0,0) es

un punto de equilibrio.

Para analizar la estabilidad del origen, calculamos la matriz Jacobiana del sis-

tema en el punto critico (0, 0):

Primero, el tinico punto critico es (0,0). La parte lineal del sistema en origen,

que es dada por la matriz Jacobiana evaluada en (0, 0):
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DF (0,0) = [g _04]

Los autovalores son \;, Ao = +2+/3i son autovalores imaginarios puros. Esto

indica que el origen es un punto critico del tipo centro (no asintéticamente estable).

Proponemos una funcion de Liapunov de la forma:
2 2
L (1’1, Ig) = a117y + a12Z5,
donde aq1, a1z € ]0,00] .

La funcién de Liapunov L (z1,x2) es valida para el sistema en el origen, ya
que cumple las siguientes condiciones:

Calculamos la derivada de L (z1,22) a lo largo de las trayectorias del sistema:

L (1’1, 1'2) = 2@111’11}1 + 2&121’}@2
Sustituyendo las ecuaciones del sistema:

7 4 4
L (.lel, IEQ) = —8a11x1x2 — 2@11.1'1 + 6@12(1311’2 — 2@11.1'2

Queremos que L < 0 en una vecindad de (0,0); esto se puede lograr seleccionando

a1 = 3y ayp = 4. Asi, tenemos que:
L (w1, 19) = 322 + 4273

Esta es una funcién de Liapunov. Segtin la proposicién 4.1.1(Estabilidad segin
Liapunov) , el origen (0,0) es estable. Ademéds, como L (z1,25) es una funcién
estricta de Liapunov (L (1, z5) < 0 para (1, 22) # (0,0)), por la proposicién 4.1.2
(Estabilidad asintética segun Liapunov), podemos afirmar que es asintéticamente

estable.
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4.2. Funciones de Lyapunov para Sistemas auténomos li-

neales

Consideremos el sistema autéonomo lineal con coeficientes constantes:
X =CX (4.1)
donde C' es una matriz n xn y todos sus valores propios de tienen real negativa.

Solucién general del sistema:

Sea ey, es...,¢e, la base candnica de R™. Denotemos por

la solucion de (4.1) que satisface la condicién inicial z; (0) =e; Vi, 1<i<n.

Dado un vector arbitrario Z = zje; + z9€5 ... + ze, en R"”, la solucién general
9

del sistema que satisface la condicién inicial 2(0) = Z se expresa como:

n

X(t,2) = zmi(t) = 2121 (£) + 2232 (£) + ... + 207, (1)

i=1

Proposicién 4.2.1. (Funcién de Liapunov para sistemas auténomos li-
neales)

Consideremos la funcion definida por:
—+00
L@ = [ Ix.2) (12)
0

Si la integral converge, entonces L(Z) es una funcién de Liapunov para el
sistema

X =CX,

bajo la condicion de que todos los valores propios de la matriz C tengan partes

reales negativas.
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Demostraciéon. Primero, observamos que si la integral converge, entonces se
cumple:
Afirmacién: La funcién L(Z) estd bien definida. Dado que X (¢, 7Z) se puede

expresar como una combinacién lineal de las soluciones z; (t) del sistema, tenemos:

n

X(t,2)=> zmzi(t)

=1

Sustituyendo esta expresién en (4.2), obtenemos:

L(Z):]O

Desarrollando el término dentro de la norma:

n 2

=1

Es decir, la integral se puede escribir como:

L(Z)= Z/ (Z ZiTik (t))

k=1 0

y finalmente, podemos reescribir la integral como:

1,j=1

L(Z)=)_ =z / (Z ik, (1) 25k (t)> dt

Dado que los valores propios de C tienen partes reales negativas, las integra-

les de las soluciones son convergentes, lo que garantiza que L (Z) este bien definida.
A continuacién, verificamos que L (Z) es una funcién de Liapunov para el sis-

tema X = CX. Como vimos anteriormente, L(Z) cumple la condicién (a) de la

definicion 3.2.2 de una Funcién de Liapunov. Ahora debemos verificar que cumple
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la condicién (b), segun la definicién 3.2.3 de una funcién estricta de Liapunov.

Sea X (t, o) una solucién X = C'X que satisface la condicién inicial X(0) = .

Entonces en (4.2) tenemos:

+00 +0
L(X(t,xo) ) = / IIX (s, X (t,xo))Hst = / | X (s +t,x0)||2ds (4.3)

Realizando un cambio de variable u = s + ¢, du = ds, y ajustando los limites

de integracion:

ummm:/ww%Ww

La derivada de L (X (t,z0)) con respecto a t es:

+o0
LX) =7 [ X eolfdu= X et (49

Por lo tanto, L (X (t,z9) ) < 0 en R™. Esto implica que L(Y) es una funcién de
Liapunov para el sistema X = AX segun la proposicion 4.1.1 (Estabilidad segin

Liapunov), el origen es un punto de estabilidad para el sistema (4.1).

Ademas, se cumple la definicion 3.2.3 de funcion estricta de Liapunov, es decir,
L(X(t,z0) ) < 0 en R™{0}. Esto implica que L es una funcién estricta de Lia-
punov para el sistema X = C'X. Por la proposicién 4.1.2 (Estabilidad asintética

segiin Liapunov), el origen es un punto de estabilidad asintética para el sistema

(4.1).

Ejemplo 4.2.1. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de

{ fl = —2l‘1 — T2 (4 5)

IIQ = 21’1 - 5[[‘2

primer orden:

Buscamos analizar la estabilidad del origen (0, 0).
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Solucién. El sistema de ecuaciones (4.5) puede representarse en forma matricial

HEFE

La matriz de coeficientes asociada al sistema es:

|70

Para analizar la estabilidad del sistema, calculamos los valores propios de la

CcOomao:

matriz C. La ecuacion caracteristica de C' es:

det (C'— M) =0

Resolviendo esta ecuacion, obtenemos los valores propios Ay = =3 y Ay = —4.

Con los valores propios podemos escribir el sistema autéonomo asociado en términos

2"1 = —32’1
22 = —422

Las soluciones generales para cada uno de los componentes del sistema auténo-

de variables z; y 2z, como:

mo son:
21 (t,e1) = (€73,0) tal que z; (0) = ¢
25 (t,e9) = (0,e7%) tal que 2 (0) = ey

Donde e; y es son las condiciones iniciales.

Definimos una funcién de Liapunov L (z1, z3) como la integral del cuadrado de

la norma del vector solucién Y = zje; + z9€5:

L (2, 29) :7

Sustituyendo las expresiones de z;(t) yz2(t), obtenemos:

2 2

i=1

L) = [l (0 + 2 (0.6
0
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Desarrollando la norma y la integral:
L(z1,2) = / (277 + z5e7®)dt
0

Calculamos las integrales de cada término:

L(z,2) =2 blirgo / e Otdt + 23 blirglo e Stdt
0

0

Al resolver estas integrales, obtenemos:

2 2
21~
L (2'1 ZQ) = =4+ =
’ 6 8

Para verificar que L (21, 22) es una funcién de Liapunov para el sistema auténo-

mo lineal (4.5) en el punto (0,0), se comprueba las siguientes proposiciones:

1. L(0,0) =0y L(z1,22) > 0 para todo (21, 22) # (0,0)

2. L(z1,2) = %2121 + %12222 = —22 —22<0en R

De acuerdo con la proposicién 4.1.1 (Estabilidad segin Liapunov), el origen

(0, 0) es un punto de equilibrio estable.

La funcién L (21, 22) asi definida es una funcion estricta de Liapunov para el sis-

tema auténomo lineal (4.5) en el punto (0,0), ya que L (21, z) < 0 en R?{(0,0)}.

Finalmente por la proposicién 4.1.2 (Estabilidad asintética segin Liapunov),

el origen (0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

Ejemplo 4.2.2. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden:

S'Cl = —$1+l‘2+l’3
i?g = —2$2 (46)
Ztg = —3[L’3

Solucion. El sistema se representan con la matriz de coeficientes:
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-1 1 1

C=10 -2 0

0 0 -3
Los valores propios de la matriz C son Ay = —1, Ay = —2, A3 = —3, lo que
nos permite transformar el sistema original en uno mas sencillo con las siguientes

ecuaciones auténomas:

2'1 = —21
22 = —222
2.’3 = —323

Las soluciones a estas ecuaciones son:

21 (t,e1) = e tey, tal que 2 (0) = e

2

29 (t,€9) = e ey, tal que 23 (0) = e

23 (t,e3) = e 3les, tal que 23 (0) = e3

Asi, el vector Y en R? se puede escribir como:

Y = Z1€1 + 29€9 + Z3€3,

La funcién L (21, 29, 23) se define como la integral de la norma cuadrada de

X(t,Y) alo largo del tiempo:

+oo
L (2,2, 25) / IX (&, 7))t
0

Al desarrollar la norma y simplificar, obtenemos:

o
L (21, 29,23) = /zfe_zt + ze M + 22e % dt
0
Evaluando cada término de la integral:

o0 [e.e] oo
L(21,29,23) = 27 Hm [ e ?'dt + 25 lim [ e dt + 23 lim [ e ®dt
b—o0 b—o0 b—o0
0

0 0

Por tanto la funcién L (21, 22, 23) queda como
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2 2 2
z z z
L(z1,20,23) = &=+ 2+ 2
(21,22, 2) 2 4 6
Para verificar que L (21, 29, 23) es una funcién de Liapunov para el sistema lineal

(4.6) en el punto de equilibrio z = (0,0, 0), se verifican las siguientes condiciones:

1. L(0,0,0) =0y L (21,22, 23) > 0 para todo (z1, 22, 23) # (0,0,0)

2. L(z1,22,23) = 2121 + 5222'2 + §z3z'3 =—27—22—22<0en R
De acuerdo con la proposicién 4.1.1 (Estabilidad segin Liapunov), el origen

(0,0) es un punto de equilibrio estable.

Ademés, como L (21, 73, z3) < 0 para (21, 22, 23) 7 (0,0,0), la funcién L (zy, 2o, 23 )

es una funcion estricta de Liapunov.

Por la proposicién 4.1.2 (Estabilidad asintética segin Liapunov), se concluye

que el origen z = (0,0,0) es un punto critico asintéticamente estable.

4.3. Funciones de Lyapunov para sistemas auténomos no

lineales

Consideremos el sistema auténomo no lineal dado por la ecuacién diferencial
X = f(X). Segiin el marco conceptual, si f es una funcién de clase C' en un
conjunto abierto V- C R"™ que contiene el origen y toma de valores en R", entonces

esta funcién puede expresarse de la siguiente manera:
J(X) =JX +g(X)

donde J es la matriz Jacobiana de f evaluada en el origen, y g(X) es un término
de orden pequeno respecto a JX cuando || X|| es pequenio. A continuacion, apli-
camos estos resultados a la construccién previamente mencionado para obtener
funciones de Liapunov en sistemas auténomos no lineales como se muestra en la

siguiente proposicion.
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Proposicién 4.3.1. (Funcién de Lyapunov para sistemas auténomos no
lineales)
Supongamos que f es una funcién de clase C' definida en un conjunto abierto

V C R"™ que incluye el origen, y cumple las siguientes condiciones:

1. La funcion f en el origen toma el valor cero

2. Las partes reales de los autovalores de la matriz Jacobiana J de f evaluada

en el origen son negativas.

En este caso, la funcion de Liapunov L = L(X) para el sistema lineal X =JX
de coeficientes constantes también constituye una funcion de Liapunov estricta pa-

ra el sistema auténomo no lineal X = f(X).

Demostracién. Segin la Proposicién 4.2.1. (Funcién de Liapunov para sistemas
auténomos lineales), sabemos que:

; 2

L(X) < —[IX]

Ademés la gradiente de L(X) es:

V(L(X))=2JX
Dado que ||JX]|| < v || X para alguna constante v y todo de X € R"™, podemos
concluir que:
IVOL (X)) < 27 [1X]]

Luego, al calcular el producto VL (X).f (X), obtenemos:

VL(X) - f(X) < = XI°+ 27 [1X] lg(X)]|.
A continuacién, utilizamos el siguiente resultado:

o FO-IX ()
el {1 X] Jeli—o || X
Esto implica que existe una esfera S, de radio r centrada en el origen de R",

tal que para todo X en esta esfera:
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lg(X)] < — [IX]]

L
4y

Dentro de esta esfera, podemos entonces escribir:

VLX) 100 < X + 21X | 11 = 0

Por lo tanto, tenemos que: L (X) <0 en R™ que contiene al origen.

Esto demuestra que L es, de hecho, una funcién de Liapunov para el sistema

dado.

Ejemplo 4.3.1. Andlisis de la estabilidad del sistema auténomo lineal en R2,

descrito por el sistema:

f/f?g = —X9 + $12

o 2
{ T1 = —X1 + T2 (4.7)

Solucién. El tnico punto critico del sistema es el origen z = (0,0). Para analizar
la estabilidad en el origen, linealizamos el sistema no lineal alrededor z = (0,0).
La aproximacién lineal de f se obtiene al calcular la matriz Jacobiana J de las
funciones f; = —x1 + 23 y fo = —x5 + 27 evaluadas en el origen.

La matriz Jacobiana J es

ofi  Of _

J = 69c11 ax; — 1 0
of 0 0 1
Oxr1 Oxza z=(0,0)

Esto da lugar a un sistema lineal de coeficientes constantes

RN

Es decir, el sistema lineal auténomo resultante es:

21 = —21
22 = —29

La soluciones del sistema lineal son:
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Consideramos la funcién de Liapunov candidata L (z1, z2) dada por

L = [ o (8 0) 2 0. ot
0

Al simplificar esta expresién, obtenemos:

L (z1,2) = /(zfe_% + z3e ) dt
0

Resolviendo la integral:

Lz, %) =2 lim [ e ?dt+ 22 lim [ e ?'dt
b—oo b—oo
0 0
Por lo tanto
22 2
Lz, ) =2 +2
(21:2) = 5 45

L asi definida es una funcién de Lyapunov para el sistema auténomo no lineal
(4.7) en el punto z = (0,0). En efecto, verificando las propiedades de la funcién

de Liapunov:

1. L(0,0) =0,y L(2,2) > 0 para todo (21, 22) # (0,0)

2. L (21,22) = 212',’1 + 2222 = —Z% — Z% S 0 en ]R2.

Segun la proposicién 4.1.1 (Estabilidad segtin Liapunov), el origen (0,0) es un
punto de equilibrio estable.

Ademas, dado que L (21, 2z5) < 0 en R2\ {(0,0)}, la funcién L es estricta. Segiin
la proposicién 4.1.2 (Estabilidad asintdtica segin Liapunov), esto implica que el

origen (0,0) es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

4.4. Aplicaciones del criterio de estabilidad
4.4.1. Campo de fuerza conservativo

Proposicién 4.4.1.1. (Teorema de Conservacién de la Energia)
Sea x(t) la trayectoria de una particula en movimiento dentro de un campo de

fuerza conservativo, donde Fy = —V 1) representa la fuerza de la deriwvada de un
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potencial ©. Entonces la energia total F de la particula permanece constante a lo

largo del tiempo.

Demostracién. Sea z(t) la trayectoria de una particula mévil en un campo de
fuerza conservativo. La energia total E(z (t)) de la particula en funcién del tiempo

€8S:

B (1)) = gm0 + v (x (1),

donde $m | (t)|* es la energia cinética T, y 1 (x (t)) es la energfa potencial.

Afirmacidén: La energia total E(x(t)) es constante respecto al tiempo, es decir,

que:

d
5T +¥)=0

lo que también puede expresarse,

& (GraF + v @) =0

Para derivar la energia total con respecto al tiempo, aplicamos las reglas de

derivacién a cada término:

1
La derivada de o™ 1Z(t)| es

a1
Eamu(t)’

donde < e, @ > denota el producto interno.

=m(zx,T)

Aplicando la regla cadena para ¢ (z (t)), obtenemos

d .
S (1) = (Vo (z (1), 2(2)

Por lo tanto, la derivada de la energia total es:

d

S E®) = m (5 (1) & (1) + (Vo (x (1), (1)

Segin la segunda ley de Newton, conocemos que la fuerza F'(z(t)) sobre la
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particula es:
Fi(z(t)) =mi(t).

Como estamos en un campo conservativo, la fuerza esta relacionada con la

energia potencial por:

Fi(z(t) ==V (z(t))

Por lo tanto, la ecuaciéon que hemos obtenido se puede escribir como:

mi (t) + V ¢ (z (£)) = 0

Finalmente, hemos demostrado que la derivada de la energia total con respecto

al tiempo es cero:

d
—FE(t)=0
dt () Y

lo que implica que la energia total E(x(t)) es constante en el tiempo.

Proposicién 4.4.1.2. (Teorema de Lagrange)

Supongamos una masa constante m que se desplaza bajo la accion de un campo
conservativo Fy = =V 1 (x), determinado por una funcion potencial 1 : Uy — R
definida en una vecindad abierta Uy C R*. Un punto critico (x9,0) del campo de
fuerzas conservativas se considera estable si la energia potencial ¥ presenta un

minimo local estricto en .

Demostracién. Segin la segunda Ley de Newton se afirma que la fuerza Fi ()
esta directamente relacionada con la aceleracién de la particula a través de la

ecuacién:

Fi (x) = ma, (4.8)

donde m es la masa de la particula y Z es su aceleracion. En el caso de un

campo conservativo, la fuerza esta dado por:

Fi () = —mVy(x)

Al sustituir esta expresién en la ecuacién (4,8), obtenemos la siguiente ecuacién
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diferencial de segundo orden para la posicion x(t):

&= —=Vi(z)

Este comportamiento puede representarse en el espacio de estados Uy C R* xR

con el siguiente sistema auténomo:

T =0
b= -V ¢ ()
donde (z,v) € Uy x R.

Consideremos un punto critico (zg,v9) € U x R. En este punto se cumple
'00:0yV1/1(a:0) =0.
Para investigar la estabilidad del punto critico (xg,0), utilizamos la energia

total E(x,v), que se define como:

E(z,v) = %va + ¢ (x),

A fin de construir una funcién de Liapunov, notamos que una funcién de
Liapunov debe anularse en (xg,0). Por lo tanto, restamos de E(z,v) la energia
de estado (z0,0), que es ¥ (), y definimos la funcién L : Uy x R* — R de la

siguiente manera:

L(x,v):E(x,v)—E(xo,O):%m02+¢(x)—¢(x0)

Afirmacidén: L es una funcién de Liapunov para (xg,0)
Para demostrar que L (z,v) es una funcién de Liapunov, verificamos las si-

guientes propiedades:

1. L (z0,0) = 0: Por hipdtesis, 9 tiene un minimo local estricto en zy, Lo que
implica que existe una vecindad de xy tal que ¥ () > v (o) para todo
x # xo. Ademds, la energia cinética T = %mv2 > 0. Por lo tanto se cumple
que L (x,v) > 0 para todo (z,v) # (z0,0).

2. Por la conservacién de la energfa, L (z,v) = 0 en una vecindad de (zq,0):
Esto significa que L es constante a lo largo de las trayectorias del sistema.
Por el Teorema de Lagrange (Proposicién 4.4.1.2 ), podemos concluir que el

punto critico (zg,0) es estable.
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Ejemplo 4.4.1.1. (Oscilador armdnico)
Examinemos la ecuacion del oscilador armonico en tres dimensiones:
i+ a’r =0 (4.9)
Nuestro objetivo analizar la estabilidad del sistema en torno al origen (0,0, 0)

de esta ecuacién.

Solucion. Analicemos el oscilador arménico en tres dimensiones, el cual esta
descrito por la ecuacién (4.9) :

. 2 o

T+ a’rx=0.

Este sistema corresponde a un campo de fuerzas dado por:
Fy (Z) = (—ma’zy, —ma’zy, —ma’zs) (o #0)

lo cual es un campo conservativo. La energia potencial asociada a este campo

esta dada por:

1
Y (T) = §ma2 (217 + 22" + 25%) .

El tinico punto critico de la energia potencial ¢ es el origen Z = (0,0,0).

El Hessiano de v en el origen es:

) ma® 0 0
H,(0,0,0) = 3 0 ma? 0
0 0 ma?

Finalmente, si tomamos un vector de perturbaciones (hq, hs, h3), la aplicacién

del Hessiano a este vector se realiza de la siguiente manera:
1
Hy (0,0,0) (hy, ho, hs) = Emaz (1?4 ha® + h3?)

y este Hessiano es definido como positivo. Por lo tanto, el origen corresponde a
un minimo estricto de .
Segun la proposicién 4.4.1.2 (Teorema de Lagrange), dado que el origen es

un minimo estricto de la energia potencial, podemos concluir que el origen es un
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punto critico estable.

4.4.2. Movimiento de un péndulo

Proposicién 4.4.2.1 (Estabilidad del movimiento de un péndulo)

Sea un péndulo simple que oscila en un plano vertical, como se ilustra en la
figura 16. Suponemos que la fuerza gravitatoria es constante y tiene una magnitud
proporcional a la masa m del péndulo. Ademas, despreciamos la masa de la varilla
que lo sostiene. Se incluye una fuerza de friccion (o viscosidad) que se opone al
movimiento, la cual es proporcional a la velocidad del péndulo. Bajo estas con-
diciones, la estabilidad del fenomeno fisico puede ser representada mediante un

sistema de ecuaciones diferenciales, el cual es estable.

Demostracién.

Figura 16: Péndulo simple

Fuente: FElaboracion propia

Sea ¢ la longitud (constante) de la cuerda. El péndulo se mueve a lo largo de
una circunferencia de radio ¢ . Definimos x1(¢) como el dngulo entre la vertical y
la varilla en el instante ¢, medida en sentido contrario a las agujas del reloj. La

velocidad angular del péndulo es & (), y la velocidad lineal es £&;(t).
La fuerza de friccién es proporcional a la velocidad y se expresa —af i4(t),

donde av > 0 es el coeficiente de friccion. Esta fuerza es tangente a la circunferen-

cia descrita por el movimiento del péndulo.
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La fuerza gravitatoria tiene una componente tangente a la circunferencia, dada
por —msen(z, (t)), donde m es la masa del péndulo y x; es el &ngulo. Por lo tanto,

la fuerza total tangencial a la circunferencia en el instante ¢ es :

Fy = — (aliy (t) + msin(zy (1)) )

La aceleracién tangencial del péndulo es a = /. Entonces, aplicando la se-

gunda Ley de Newton, F' = ma, obtenemos:

. a 1. (z1)
= ——%; — —sin
1 mx1 ES =

Introduciendo una nueva variable o = 4(t) (Interpretada como velocidad

angular), obtenemos el sistema equivalente de primer orden:

T = )
s 1 o
Ty = —gsen(r1) — 2y
Este sistema auténomo no lineal en R? tiene como punto critico z = (0,0).

Para investigar la estabilidad del punto tratamos de usar la energia total E;, como

una funcion natural de andlisis.

La energia total se expresa como la suma de la energia cinética E, y la energia

potencial L, :

Ey=FE. .+ E,
La energia cinética E. es:

1 1 1
Ec = 5777/02 = §m(€ j?g)2 = §m€2$§

Para la energia potencial, tomamos la masa multiplicada por la altura sobre

el punto mas bajo de la circunferencia:

E, =m(l — {cos(z))

Asi la energia total es:
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1 1
Ei(x1,29) = §m€2x'§ +m (£ —Lcos(zy)) =ml (56.%% +1— COS(:L‘1>)

Afirmacion: La energia total EF; es una funciéon de Liapunov, y el punto critico
z = (0,0) es estable. En efecto,

1. £, (0,0) =0, E;(x1,72) > 0 para (x1,z2) # (0,0)

2. La derivada E; es:
By (z1, 15) = ml(Rxyds + iysen(xy))

Sustituyendo las ecuaciones del sistema:

E, (1, 29) = ml | Ly (%sen(wl)%afg) + jasen(xl)}

14
=ml | —iysen(zy) — —a:bg + igsen(xl)l
m

ot _ﬁozdv%

} = —EQOz:tg <0
m
Como E; < 0, E; es una funcién de Liapunov y por la proposicién 4.1.1(Es-

tabilidad segun Liapunov) , el origen (0,0) es un punto critico estable.

4.4.3. Circuito eléctrico simple

Proposicién 4.4.3.1. (Estabilidad de un circuito RLyCy)

Sea un circuito eléctrico simple, como se muestra en la Figura 17, que estd
compuesto por una resistencia R, un inductor Ly y un condensador Cy. En este
caso, la estabilidad del fenomeno eléctrico que describe el circuito puede represen-
tarse mediante un sistema de ecuaciones diferenciales. Dicho sistema de ecuacio-
nes tiene una solucion estable, lo que implica que el comportamiento del circuito

es estable a lo largo del tiempo.

Demostracién.

Péndulo simple
dl I
Lo — I+—=F 4.1
0 R+ Co (4.10)
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Lo

R

Figura 17: Circuito RLoCy
Fuente: Elaboracion propia
donde:

= RI es la caida de voltaje a través de la resistencia

] LO% es la caida de voltaje a través del inductor

] g—t es la caida de voltaje a través del condensador

= —F es la caida de voltaje a través de un generador.

Supongamos que [ = % y 2 = 0. Bajo estas condiciones, la ecuacion auténo-

ma (4.10) se convierte en:

Co
La ecuacién (4.11) gobierna el comportamiento de un circuito eléctrico simple
LoRCy. En este caso, x1 representa la carga sobre el condensador, y @ la intensidad
de corriente. Introduciendo una nueva variable zo = z, interpretada como la

intensidad de corriente, obtenemos el sistema de primer orden equivalente:

1 R (4.12)

Este sistema auténomo lineal en R? tiene como punto critico z = (0, 0).

Como funciéon de Liapunov para este punto critico consideramos la energia
total E:

E, =E.+E,
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donde E, es la energia cinética y E, es la energia potencial.

1
= Energia cinética: E. = §m212 = §L0$2.

» Energia potencial (o energia almacenada en el condensador):

o T 1 2
E :/ —dr; = —2x
P Co T 20,

Por lo tanto, la energia potencial es:

1
Et (Il ,LUQ) = % (L()C(]$2 + ZE%)

Afirmacion: E,; es una funcién de Liapunov. Para verificarlo, consideramos las
siguientes condiciones:

En efecto

1. E,(0,0) =0, E; (r1,x2) >0 para (z; ,22) # (0,0)

2. La derivada E; respecto al tiempo es:

Dado que F, < 0, E, es una funcién de Liapunov. Segun la proposicién
4.1.1(Estabilidad segtin Liapunov), el origen (0,0) es un punto critico esta-
ble.

4.5. Inestabilidad

Proposicién 4.5.1. (Teorema de Chatiev sobre inestabilidad)
Sea L (x1, 9, . ..,x,) una funcién derivable que satisface las siguientes condiciones

en un entorno h- cerrado alrededor del origen de coordenadas:

1. En un entorno arbitrariamente pequeno V del origen de coordenadas, existe
una region R donde L > 0. Ademds, L = 0 sobre la parte de la frontera de

R que se encuentra dentro de V.

2. En la region R donde L > 0, la derivada

dL <~ 0L

E = - 8—xif($1,l‘2, RN ,%n) > 0,
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. . dL

Ademds, en la region L > «, donde a > 0, se cumple que % > 3 > 0 para
alguna constante f3.
Si se cumple estas condiciones, entonces el punto critico x1y =x9=...=2x, =0

del sistema (3.1) es inestable.

Demostracién. Consideremos el punto inicial (z1 (to), z2(to), ..., %, (to)) ubi-
cado en un entorno arbitrariamente pequeno del origen de coordenadas, en la
region L > 0, tal que L (x; (to), @2 (to), -..,xn (t)) = a > 0. Dado que % >0
a lo largo de la trayectoria, la funciéon L no decrece a lo largo de la misma. Por
lo tanto, mientras la trayectoria no abandone el entorno h-cerrado del origen de
coordenadas, donde se cumplen las condiciones del teorema, la trayectoria debe
permanecer en la regién L > «. Supongamos que la trayectoria no abandona del
h-entorno del origen. Entonces, por la condicién (2), la derivada % >0 >0a
lo largo de la trayectoria para t > ty. Multiplicando esta desigualdad por dt e

integrando, obtenemos:

L(.Tl(t), ZEQ(t), ,ZEn(t>>—L<I1(t0), Z‘Q(to), ,In(to))Zﬁ@—to)

De esta expresion se deduce que, cuando t — oo, la funcién L crece indefi-
nidamente a lo largo de la trayectoria. Esto resulta una contradiccion, ya que la
funcion L, siendo continua y definida en un entorno cerrado del origen, debe ser
acotado dentro de dicho entorno. Por lo tanto la suposicién de que la trayectoria

no abandona el entorno h-cerrado del origen no es valida.

Ejemplo 4.5.1. Analizar la estabilidad del punto critico z = (0,0), del sistema

ecuaciones
Ty = 23 + 25

‘s : y 4 :
Solucién. Consideremos la funcién L (z1,22) = x — z, la cual satisface las con-

diciones de la proposicion 4.5.1:

1. L(x1,29) > 0, cuando |x1| > |zo|
2. Calculamos la derivada de L:
L(xy,x5) = 427 (2} + 23) — 423 (2} + 23)
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Simplificando:
L(zy,x5) =4 (23 — 23)

dL
Esta derivada es positiva cuando |x| > |z2], y para L > o > 0, es o > B> 0.

Dado L (z1,25) > 0 en la regién |z1| > |z3] podemos concluir que el punto

critico = (0,0) es inestable.
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CAPITULO V

DISCUSION

5.1. La estabilidad se refiere a la propiedad de un sistema dinamico en la que
las soluciones cercanas a una solucién fija permanecen préximas a medida que
pasa el tiempo. En el caso de un punto critico (una solucién estacionaria), la esta-
bilidad asintética describe la tendencia de las soluciones cercanas a ese equilibrio

a converger hacia él con el tiempo.

5.2. La propuesta de Liapunov consistia en usar funciones para garantizar la es-
tabilidad de un sistema, estableciendo condiciones sobre la derivada de la funcién
a lo largo de las trayectorias del campo vectorial asociado a la ecuacién diferencial.
Esta idea fue formalizada en una serie de proposiciones y su resultado principal.
Los resultados de Lyapunov coinciden con los de otros matematicos destacados

en el area, como Hirsh, Kreider, Sotomayor y el propio Lyapunov.

5.3. En el contexto de las funciones de Lyapunov, si la derivada de L, denotada
como L (x), es negativa en una vecindad, significa que L disminuye a lo largo de
las trayectorias de un sistema auténomo no lineal. Fisicamente, esto indica que
una particula pierde energia al moverse a lo largo de las trayectorias del sistema
X=7f (X), y no puede adquirir suficiente energia para escapar de una vecindad
limitada por la superficie L (z) = «.Este comportamiento sugiere que el punto

critico es estable e incluso asintéticamente estable.

5.4. En un circuito RLCy, la energia total E; disminuye debido a la caida de
voltaje en la resistencia, que actia como una fuerza amortiguadora, similar a un
freno mecanico. Esto reduce la frecuencia de las oscilaciones, que dependen de la
interaccién entre el condensador y la bobina. A medida que la resistencia disipa
energia, el sistema alcanza el estado de equilibrio, donde la corriente y la carga se

estabilizan en un valor constante, sin mas oscilaciones.

5.5. En el articulo de Chéavez et al.(2020), se establece la estabilidad y la es-
tabilidad asintdtica de un sistema dinamico auténomo lineal, sin necesidad de

conocer su solucién explicita, mediante el andlisis de los valores propios de una
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matriz cuadrada no singular. Ademas, el criterio de estabilidad propuesto es mas
general, ya que se extiende a sistemas auténomos tanto lineales como no lineales,

basandose en la construccion de funciones de Lyapunov.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES

6.1. El criterio de estabilidad y la estabilidad asintdtica de los puntos criticos
en sistemas auténomos no lineales pueden determinarse sin necesidad de resolver
explicitamente las ecuaciones del sistema. Esta capacidad simplifica significati-
vamente el andlisis y permite obtener conclusiones sobre el comportamiento del
sistema de manera maés eficiente, facilitando su estudio y comprension sin recurrir

a soluciones complejas.

6.2. Al construir una funcién de Liapunov para un punto critico de un sistema
auténomo no lineal, se puede garantizar la estabilidad de dicho punto, segtn lo es-
tablece la estabilidad segiin Liapunov (Proposicién 4.1.1). Esta técnica ofrece una
herramienta poderosa para evaluar la estabilidad del sistema, permitiendo hacerlo
de manera eficiente sin la necesidad de resolver completamente las ecuaciones del

sistema dinamico.

6.3. Si se construye una funcién de Liapunov adecuada para un punto de equili-
brio en un sistema auténomo no lineal, conforme a la estabilidad asintdtica segin
Liapunov (Proposicién 4.1.2), se garantiza que dicho punto critico sera asintéti-

camente estable.

6.4. El criterio de estabilidad del punto critico ha sido aplicado a situaciones
especificas, como en el analisis de las oscilaciones forzadas de un péndulo. En este
contexto, la funciéon de Liapunov se determina a partir de la energia total del
sistema, tal como se establece en la estabilidad del movimiento de un péndulo
(Proposicién 4.4.2.1).

6.5. El criterio de estabilidad del punto critico ha sido aplicado a situaciones
especificas, como en el andlisis de un circuito eléctrico simple. En este caso, la
funcién de Liapunov se determina a partir de la energia total del sistema, conforme

a lo que establece la estabilidad de un circuito RLyC|, (Proposicién 4.4.3.1)
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CAPITULO VII

RECOMENDACIONES

7.1. Sesugiere realizar investigaciones que apliquen el concepto de estabilidad al
estudio de una familia de ecuaciones fundamentales en la teoria de circuitos eléctri-
cos, especialmente la ecuacién de Liénard, expresada como u”+g (u) v'+h (u) = 0.
Esta investigacion podria proporcionar valiosos conocimientos sobre la estabilidad

y el comportamiento transitorio en circuitos eléctricos.

7.2. Serecomienda realizar investigaciones centradas en la aplicacién del criterio
de estabilidad al analisis del sistema maquina-regulador de Watt, particularmente
en el contexto del control automatico de la presion en las calderas de una méaquina
de vapor. Esto permitiria mejorar la comprensiéon y el desempeno de dicho sistema

en términos de estabilidad.

7.3. Serecomienda investigar métodos alternativos para la construccién de fun-
ciones de Liapunov en sistemas no lineales, como el método del gradiente variable,
los enfoques de Krasovskii y Zubov, los cuales pueden ofrecer soluciones mas ge-

nerales y robustas para analizar la estabilidad de estos sistemas.
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